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Introduction

Lanalyse est Iétude des quantités infiniment petites et infiniment grandes, notamment en
ce qui concerne les fonctions réelles. Elle développe des outils puissants comme la dérivation et
I'intégration dont la portée atteint essentiellement tous les domaines des sciences.

Ce cours reprend et étoffe les notions abordées en mathématiques générales.
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Chapitre 1

Nombres réels

Le concept de nombre est au cceur des mathématiques, tant en analyse qu'en algebre. En
mathématiques générales, nous nous sommes reposés sur notre intuition pour 'appréhender.
Ici, nous allons définir ce socle de maniere plus solide.

1.1 Construction

Les nombres naturels peuvent étre définis via des axiomes, notamment par larithmétique de
Peano, mais I'intuition quon sen fait est rarement la source de confusion et on sen contentera
donc pour ce cours; il en va de méme pour les ensembles dérivés que sont ceux des nombres
relatifs et rationnels. Les nombres réels, en revanche, sont moins évidents 4 cerner : la véracité
de[égalité 1 =0,999... égare encore bien des mathématiciens amateurs. Nous commencerons
par rappeler les propriétés des nombres rationnels puis nous formaliserons celles quon attend
des nombres réels avant de les construire rigoureusement.

Théoréme (admis). Lensemble Q des nombres rationnels est un corps ordonné : il est muni
de lois daddition et de multiplication qui sont commutatives (x +y = y + x et xy = yx),
associatives (x +(y +z) = (x + y) + z et x(yz) = (xy)z), admettent des éléments neutres
(0+x =x et 1x = x), des inverses (Ju, u +x =0 et x £ 0 = v, vx = 0) et sont distributives
(x(y + z) = xy + xz) ainsi que d'une relation dordre qui est réflexive (x < x ), antisymétrique
(x <yANy<x=x=y) transitive (x < yNy <z = x < z), totale (x <yVy<x)et
compatible avec les opérations arithmétiques (x < y = x+z2 < y+z2et0<xN0<y =>0<xy
quels que soient x, y et z).

Il est évident pour quiconque a déja partagé trois gateaux en deux que Iensemble Z ne
permet pas de représenter certaines quantités, comme 3/2; en d’autres termes, il admet des
« trous ». Clest aussi le cas de @ : nous avons vu en mathématiques générales que v/2 n'était
pas une quantité rationnelle. Pour formaliser cela, développons la notion d’ordre.

Définition. Soit P une partie de Q et m un nombre rationnel.
On dit que m est un minorant de P siNp € P,m < p.
On dit que m est un majorant de P siN'p € P, p < m.

Exercice. Donner, sils en existent, un minorant et un majorant de {1,3/2,2,3} dans Q.
Faire de méme pour N.

Lorsqu'un ensemble admet un majorant 7, il en admet une infinité car » + 1 fait encore
l'affaire. Ceci est peu commode et il est donc naturel de chercher le majorant idéal. Comme



les majorants peuvent toujours étre plus grands, le majorant idéal se doit d’étre le plus petit

possible.

Définition. Soit P une partie de Q et m un nombre rationnel.
On dit que m est la borne inférieure de P si cen est un minovant plus grand que tous les autres.
On dit que m est la borne supérieure de P si cen est un majorant plus petit que tous les autres.

Avec cette condition d’extrémalité, chaque borne, si elle existe, est forcément unique (le
montrer en exercice).

Proposition. Les bornes inférieures et supérieures sont uniques lorsquelles existent.

Exercice. Déterminer, si elles existent, les bornes inférieure et supérieure de {1,3/2,2,3} C Q.

Faire de méme pour N C Q.

Malheureusement, méme lorsquun majorant existe, la borne supéricure n'existe pas néces-
sairement.

Exemple. Montrons que la partie P = {p € Q : p> <2} C Q nadmet pas de borne supérieure.
Tout majorant p vérifie p >0 (car 1 € P) et p> > 2 (car p ¢ P rationnel). Alors p — % est
un majorant plus petit que p.

Les bornes inférieures et supérieures nexistent donc pas nécessairement, méme pour des
parties bornées, ce qui formalise la notion de « trous » dans Q. Or on attend justement du
corps des nombres réels qu’il soit continu — il faut donc boucher ces trous en « rajoutant »
les bornes supérieures des ensembles qui n'en ont pas.

Définition. On appelle coupure de Q toute partie P vérifiant :
— P+oaP#+Q
— VxePVyeQ,y<x=>yecPl.
— VxePl3dyely>ux

On appelle nombre réel toute coupure de Q.

Pour voir que cet ensemble R présente toutes les propriétés voulues, remarquons d’abord
que le passage de Q 4 ses coupures préserve les nombres rationnels : on peut représenter g € Q
par la coupure {p € Q : p < g}. Il étend par ailleurs les opérations élémentaires.

Proposition. Si P et Q sont deux coupures, on définit :
— larelationP <Q < P cQ
— laconpure P +Q ={p+q:pPgecQ}
— lacoupure PQ =—{pq:peP.geQ}siP erQ sontnégatives

Ces opérations font de R un corps ordonné.

On prouve la proposition ci-dessus en transportant les propriétés concernées de Q a ses
coupures, ce qui est relativement élémentaire. En exercice, on pourra montrer que l’opération
d’addition est bien définie et commutative. De surcroit, la propriété de la borne supérieure qui
manquait & QQ est maintenant satisfaite.

Théoréme (borne supérieure). Toute partie de R non vide et majorée (vesp. minorée) admet une
borne supérieure (resp. inférieure).

Démonstration. Soit Q un ensemble de coupure. On note P 'union des coupures de Q. Clest
encore une coupure. Elle majore P et aucun majorant ne peut lui étre inférieur. C'est donc la

borne supérieure de Q. O



Exercice. Déterminer les bornes supérieures et inférieures de lensemble {1 + % in € N*}.
: ; "yl .
Faire de méme pour {(—1) +2:neN }

Exercice. Soient deux parties non vides et bornées de R vérifiant P C Q . Comparer leurs bornes.

Par la suite, nous aurons tendance 4 oublier que les nombres réels sont des coupures :
nous avons construit un ensemble R présentant les propriétés souhaitées, ce que nous avons
montré rigoureusement; on peut donc désormais utiliser cet ensemble et ses propriétés sans
se préoccuper de la maniére dont il a été construit. Cette section peut avoir troublé le lecteur
ayant une forte intuition des nombres réels; cela étant, sa démarche est la seule viable pour
batir solidement les mathématiques — nous la reverrons plus tard dans des contextes moins
familiers.

Finissons cette section en rappelant la notion d’intervalle.

Définition. Pour tout nombres réels x et y on définit :
— [a,b]={xeR:a<x< b}
Jb[={xeR:a<x<b}
Jb)l={xeR:a<x<b}

2, b[={x eR:a<x < b}

+

+

— [ﬂ

— ]4
]

— [a,+oo[={xeR:a<x}
la,+oo[={x eR:a<x}
]—o00,b]={xeR:x < b}
]—o0,b[={xeR:x < b}

Par abus de notation, on peut alors écrire que x est représenté par la coupure | — oo, x[NQ.

1.2 Densité et distance

La construction des nombres réels comme des coupures traduit le fait qu'un tel nombre
n'est jamais bien loin d’un nombre rationnel. Nous allons maintenant formaliser ce concept
appelé « densité ».

Théoréme (corps archimédien). Si x et y sont deux réels positifs, il existe un entier n tel que
nx > y.

Démonstration. Sila propriéeé ci-dessus est fausse, alors y majore l'ensemble {#x : » € N};
notons donc z sa borne supérieure. Alors z — x est encore majorant et, comme x, il est plus
petit que z. Contradiction. O

Définition. Soir x un nombre réel. Il existe un unique entier n appelé partie entiére de x qui
vérifie

n<x<n+l

Démonstration. Lensemble ] — 0o, x] NN est non vide et majoré (par x); il admet donc une
borne supérieure. O

Théoreme (densité des rationnels). Si x ez y sont deux réels vérifiant x < y, alors |x, y[NQ # @.

Démonstration. Soit q un entier tel que g(y —x) > 1 et soit p le plus petit entier vérifiant

p >qx.Alors p < qyetonadonc p/q €lx, y[. O

Ladensité des nombres rationnels dans les nombres réels est une propriété fondamentale qui
découle de notre construction des réels comme bornes supérieures. Avec, on peut notamment
vérifier que tout nombre réel est bien la borne supérieure de la coupure qui lui est associée.



Corollaire. Pour tout x € R on a x = sup (QN]— oo, x[).
Démonstration. En exercice. O

Lensemble des nombres réels réalise simultanément des propriétés idéales en termes d'ordre
et de distance; nous verrons cela dans le chapitre dédié aux suites. Pour finir ce chapitre, nous
introduisons le concept de distance et ses propriétés élémentaires.

Définition. Soit x un nombre réel. Sa valeur absolue |x| vaut x sl est positif, —x sinon.
La distance entre deux nombres réels x et y est |x — y|.

Exercice. Montrer que, quels que soient les réels x et y, on a

)

1
max(x,y)zz(x+y+|x—y
. 1
min(x,5)= 1 (¢ +y e — ).

Proposition (inégalité triangulaire). Si x ez y sont deux nombres réels, ils vérifient |x + y| <
[ + [

Démonstration. Six et y sont du méme signe, alors on atteint le cas d’égalité.
Sinon, les propriétés dordre de R nous montrent que I'inégalité est vérifiée. O

1.3 Exercices
Exercice. Caractériser la coupure représentant le nombre réel que lon note communément /3+1.

Exercice. Montrer que les ensembles ci-dessous sont non vides et majorés puis déterminer leur
borne supérieure.

—-Lv3/2nQ

— {xeR:x3<2}

— {1-x?:x€R}

— {1-x—x?:x€R}

74 L,

— {1+, :2neN}
Exercice. Montrer la compatibilité de la borne supérieure avec les opérations arithmétiques
courantes, cest-d-dire que, pour toutes parties A et B, on a

sup(4U B) = max (sup(4), sup(B)),
sup(A + B) = sup(A4) + sup(B) o A+B={a+b:ac4beB}
sup(—A) = —inf(A) ot —A={—a:a e d}.

Que dire de la borne supérienre de AB ={ab :a € 4,6 € B}?

1.4 Fonctions classiques

Les nombres réels que nous avons définis ne sont pour I'instant que munis des opérations
d’addition, de soustraction, de multiplication et d’inverse. Nous allons maintenant définir les
autres opérations courantes de maniére rigoureuse.

Définition. On définit les puissances d’un nombre réel positif x par étapes :



1. Sin est un entier positif, alors on pose x" = x - x -+ x (n_fois).
2. Si m est un entier positif, alors on pose x'/" = sup{y € R, : y" < x}.
3. Siq = n/m est un rationnel positif; alors on pose x1 = (x" )/ = (x1/7).

4. Siy est un réel positif, alors on pose x? =sup{x? :q € Q,, g < y}.

Exercice. Verifier les propriétés classiques x? x* = x)*% et (x7)° = a’% pour tout réels positifs x,
yetz.

Définition. Soit x et y deux réels positifs. Le logarithme de y en base x estlog_y = sup{z €
R, :x* <y}

Exercice. Montrer la propriérélog(x y) = log(x) + log(y).

1.5 Examen



Chapitre 2

Suites

Rappelons qu'une suite réelle est une famille de nombres réels indexée par N, en d’autres
termes, une fonction de N dans R. C'est en un certain sens lexemple le plus simple de fonctions
« intéressantes » : seul leur comportement en I'infini mérite décre étudié.

Les définitions et propriétés élémentaires concernant les suites ont déja été vues en mathé-
matiques générales. Ici, nous les revoyons de maniere plus rigoureuse.

2.1 Croissance, bornes et convergence

Définition. On dit gu'une suite x admet une limite sl existe un réel € vérifiant
Ve>0,3meN,Vu>m,x, €]l —c;{ +¢].
Dans ce cas, on dit que € est la limite de la suite x et on note £ =lim x.

Exercice. Veérifier les limites « évidentes » des suites ci-dessous.
— La limite d’'une suite constante est sa valeur.
— La limite de la suite de terme général % est 0.
— La suite de terme général (—1)" nadmet pas de limite.

Proposition. Si x et y sont deux suites réelles admettant pour limite respectives £ et m, et A un
scalaire réel.

— Ax admet comme limite AL.

— x +y admet comme limite £ + m.

— x - y admet comme limite {m.

Exercice. Démontrer la proposition ci-dessus.

Proposition. Soient x et y deux suites vérifiant x, < y,. Si elles admettent toutes deux des
limites, alorslim x <lim y.

Remarque. Lorsque x, < z,, on ne peut pas généralement conclure que lim x < lim z. Prendre
_1 _
par exemple x, = — et z, = 0.

2.2 Exercices

2.3 Ciriteres de convergence

Définition. On dit gu'une suite x est :



— minorée par M si, pour tout n, on a x,) = M.
— majorée par M si, pour tout n, on a x,, < M.
2

— croissante si, pour tout n, on a x, +1

— df[?‘OlSSd}’ll‘f 51, pour tout n, on a X401

xﬂ
<X,
Théoreme. Toute suite croissante et majorée admet une limite.

Toute suite décroissante et minorée admet une limite.

Démonstration. Soit x une suite croissante et majorée. Lensemble {x, : #z € N} des valeurs
prises par x est non-vide et majoré; il admet donc une borne supérieure que 'on note £. Soit
alors ¢ > 0. Si aucun 7 € N n'est tel que x, €]¢ — ¢, £ + ¢[, alors £ — ¢ est un majorant de
lensemble qui est plus petit que £, ce qui contredit le fait que £ soit la borne supéricure. Il
existe donc N € N tel que x, €]¢ — ¢, £ + ¢[. Comme x est croissante et majorée par £, on a
Vn2N,x,ell —c,{+¢[. O

Exercice. Faire la démonstration correspondante pour les suites décroissantes minorées.
Définition. O dit gi'une suite x est de Cauchy si elle vérifie la condition

Ve>0,dANeN,Vn >N,Vm >N,

x,—x,|<s.
Théoreme. Toute suite de Cauchy converge.

Exercice. Soit x lasuite de Fibonacci définiepar x,, | = x,+x,_| avec x;, = 0 et x; = 1. Montrer

par récurrence la formule
Lo L (15N (1-V5Y
WS 2 2 '

xn

=L Montrer que cest une suite de Canchy 4

X”

valeurs dans Q. Montrer toutefois que sa limite nappartient pas 4 Q.

On considére maintenant la suite de terme général

Proposition (gendarmes). Soient x, y et z trois suites vérifiant x, < y, < z, pour tout n. Si x
et z admettent la méme limite, alors il en va de méme pour y.

Proposition (suites adjacentes). Soient une suite croissante x et une suite décroissante y vérifiant
lim(y — x) = 0. Alors x et y admettent la méme limite.

. . n . 7 /
Exercice. Montrer que, pour tout x € R, la suite u (x) = (1 + %) est croissante. A n_fixé, on

pourra étudier les variations de la fonction x — %S) Montrer alors quelle est adjacente 4 la

suite v, = (1 - 5)7}1. Par définition, leur limite est e*.
n

Exercice. Soit deux réels a > b. On se propose d'itérer le calcul des moyennes avithmétique ‘%
et géométrique v ab.
Soit donc u et v les suites vérifiant
u,tv,

Uy =4a u =
0 et n+l 2

by = b Vpt1 = v u,v,

Calculer les trois premiers termes de u et de v pour a = b = 10 puis pour a =0 et b = 20.

Montrer que u, > v, pour tout n.

Montrer que u décroit et que v croit.

Montrer que ces deux suites sont adjacentes.

Leur limite sappelle la moyenne arithmético-géométrigue.
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2.4 Exercices

2.5 Formules explicites : suites et séries géométriques
Définition. Une suite x est dite géométrique si son terme général est de la forme x,) = aq” ; le
réel q sappelle la raison.

Les limites de ces suites sont évidentes.
Théoreme. Soit x la suite de terme général x,, = aq”™ aveca #+ 0; ona :

0 silgl <1
lim x, = +o0 sig>1
n—0Q
aucune  siq <—1
On pourra montrer ce théoréme élémentaire en exercice en étudiant la monotonie de x.

Exercice. Etudier la convergence des suites de terme général :

13 32 24l
Xp = o 'y”_4n_3n zn_n”—l
Proposition. Quelque soitq e R\ {1} ona
n+1_1
1+q+q2+q3+~--+q”:q—1.
q—

Démonstration. Multiplier le membre de gauche par (1 — g); on trouve alors une somme
télescopique. O

D’apres ce qui précede, cette quantité converge lorsque 7z — o0 si et seulementssi || < 1.

2.6 Formules explicites : suites récurrentes linéaires

Définition. Une suite x est dite récurrente linéaire s'il existe un vecteur (a, . . ., a;) € R¥*1 avec
a, # 0 tel que

VeeNax, ‘a1 %, 4+ +ax,, +ayx,=0.

On dit que cette relation de récurrence est dordre k et de polynome caractéristique P(X ) = a, X * +
k—1

a, (X7 + o+ a X +ay,

Exercice. Verifier que la suite de Fibonacci est vécurvente linéaire; écrive alors son polyndme

caractéristique.

Théoréme. Soit un polyndme scindé a racines simples P(X) = (X —a,)--- (X —ay).
Lensemble des suites récurrentes linéaires de polyndme caractéristique P(X ) est un espace
vectoriel de dimension k admettant pour base

(CANNCH)E
Exercice. Démontrer ce théoréme.

Exercice. Montrer que si le polyndme caractéristique d'une relation de récurrence admet une
racine o avec multiplicité m, alors les suites

n n 2 n m—1 _n
((oz ), (na ),(na )(n a))
vérifient cette relation de récurrence et sont indépendantes.
En déduire une généralisation du théoréme ci-dessus aux polyndmes arbitraires.

11



2.7  Suites extraites

Définition. Soit u une suite de terme général u,. Si G est une fonction strictement croissante de
Ndans N, la suite v de terme général v, = u S(n) 5t qualifiée de suite extraite (ou sous suite) de .

Proposition. Une suite admet une limite si et seulement si toutes ses sous-suites extraites admettent
la méme limite.

Exercice. Prouver la proposition ci-dessus.
Théoreme (Bolzano—Weierstrass). Toute suite bornée admet une sous suite convergente.

Démonstration. Soit m, un minorant et M, un majorant d’une suite #. On pose $(0) = 0.

Comme # prend une infinité de valeurs dans [ 72q; M, ] = [m2; m“;MO U [%M“;MO], elle

en prend une infinité dans 'un de ces deux intervalles au moins; on le note [#2,; M ]. Il existe
donc un indice B(1) tel que (1) > H(0) et w1y € [my; M ).

Comme # prend une infinité de valeurs dans [m2; M| | = [ %Ml] U [%M‘;Ml ], elle
en prend une infinité dans 'un de ces deux intervalles au moins; on le note [72,; M, ]. Il existe
donc un indice ¢(2) tel que $(2) > (1) et uy ) € [my: M, ].

Par récurrence, cela définit une suite extraite v de terme général v, = u . Elle est de

Cauchy car, E{our tout # < m, les valeurs #, et u,, sont dans [,; M| donc |n, —u,,| <
M,—m, = 02;””1” ce qui tends vers zéro lorsque 7 tends vers l'infini. O

2.8 Exercices

2.9 Examen

12



Chapitre 3
Fonctions

Définition. Oz appelle fonction tour objet [ qui, 4 chaque élément x d'un ensemble E, associe
un unique élément y d'un ensemble F ; on note :

T

Lensemble de départ E sappelle le domaine (on ensemble de définition) de ', et lensemble darrivé
F sappelle le codomaine de f'. On dit que y = f'(x) est image de x par [ et que x est un
antécédent de y par f .

Dans ce cours, on s'intéressera presque exclusivement aux fonctions réelles, cest 4 dire
définies sur un sous-ensemble £ de R et 4 valeurs dans R. Les suites réelles fournissent des
exemples de telles fonctions puise que N C R; toutefois nous verrons que, dans toute leur
généralité, les fonctions sont des objets bien plus riches que les suites.

Exemple. On note & 0 la fonction qui 4 x € R associe 1 si x € Q et 0 sinon.

Rappelons que I'on peut combiner deux fonctions réelles /' : F — Ret ¢ : G — R parles
opérations :

FNG—R FNG—R
f+g‘{ s f(x)+ g () f‘g’{ s f(x) = g ()
. FNG—R [Fng ' (R)—R
/g { o f)g) /g'{ s f()/ (%)

oo & F)—R
/ g'{ s f(g(x)

Exercice. Evaluer la fonction & gox— x? 4+ 1) en 3/2. La décrire autant que faire se peut.

3.1 Limites

Les entiers étant isolés les uns des autres (voir le cours de topologie), la seule notion de
limite pertinente pour les suites était en I'infini. Avec les fonctions réelles, en revanche, il est
pertinent d¢tudier la limite en tout point qui « touche » le domaine de définition.

13



Définition. Soit /' : E C R — R une fonction et z € R un réel. On dit que [ admet le véel y
comme limite en z si

Ve>0,3p>0, xe€la—nz+p[NE = f(x)ely—ey+e|.
On note alors y = lim f(x).

En changeant subtilement les intervalles intervenant dans cette définition, on peut la
décliner en une myriade de variantes. Par exemple, les notions de limites & gauche et 4 droite
dont vous avez peut-&tre connaissance sobticnnent en prenant respectivement |z — 7, 2| et
]z, z 4+ n[ comme intervalle pour x. Plus importantes sont les limites dites infinies et celles en
P'infini qui utilisent des intervalles de la forme ]—o0, -[ ou |-, oo ; rappelons les définitions des
limites finies en I'infini puis des limites infinies en un réel fini :

lim =y < Ve>0,3H, xe€]H,0[NE = f(x)€ly—s,y+¢[
lim=00 & VE,3p>0, x€lz—pz+7[NE = f(x)€]E, o0

X—z

Exercice. Ecrire une proposition logique stipulant que la fonction [ : E ¢ R — R admet comme
limite —o0 en —o0 ?

La notion de limite des fonctions peut enti¢rement se ramener a celle des suites.

Proposition. Une fonction [ : E C R — R admet y comme limite en z si et seulement si, pour
toute suite réelle x, qui converge vers z, la suite f'(x,)) converge vers y.

Exercice. Sivous aimez jongler avec des epsilam, cette preuve est pour vous!

Par cette proposition, il est évident que la notion de limite des fonctions est compatible
avec les opérations vues plus haut; plus explicitement, si f et ¢ sont deux fonctions réelles,
alors les égalités suivantes sont vérifiées lorsquelles sont bien définies.

lim(f + ¢)=lim f +lim g lim(f —g)=lim f —limg
lim(f - ¢g)=lim f -lim g lim(f'/g)=lim f/lim g
lim(fog)= lim f
« (lim, ¢)

Concluons notre rappel des limites de fonctions en donnant les versions fonctionnelles
des théoremes de majoration et des gendarmes.

Théoréme. Soient | < g deux fonctions réelles. Lorsque ces limites existent, on a lim, f <
lim, g.

Corollaire. Soient f° < g < b trois fonctions réelles. Si [ et h admettent une méme limite en a,
alors il en va de méme pour g.

3.2 Limites classiques
On rappelle les valeurs et limites de la fonction exponentielle :

limexp =0 exp(0) =1 limexp = o0
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Le logarithme népérien (noté In ou log) en est la réciproque, ses valeurs et limites sont donc
inversées :

li(gn log = —c0 log(1)=0 limlog = oo

Rappelons aussi les valeurs entitres des fonctions trigonométriques; pour tout &£ € Z, on

a:
sin(0+2km)=0 cos(0+2km)=1
sin<z+2kn =1 COS(E+2k7T =0
2 2
sin(rr +2km)=0 cos(rt + 2k ) =—1
sin<3—ﬂ+2kr:>:—l cos<3—ﬂ+2/€rc>:0
2 2
Pour tout réel @ > 0, on a enfin les limites classiques suivantes :
lirr%)xazo lim x% = o0
1
lim M =00 lim og(x) =0
X—00 x< X—00 x<
—1 log(1
lim —exp(x) =1 lim —og( %) =
x—0 X x—0 X
. sin(x) oV l+x 1
lim ——= =1 lim ——— = —
x—0  x x—0 X 2

Exercice. En utilisant la définition formelle de la limite, démontrer deux au choix des formules
ci-dessus.

De nombreuses limites peuvent se ramener aux égalités ci-dessus en appliquant les regles
élémentaires de calcul de limites et, éventuellement :

— en effectuant un changement de variable;

— en exploitant lidentité 2° = exp(4 log()).

3.3 Exercices

Exercice. Calculer les limites suivantes :
x”—1
xo1 o1
1
1 log(x
— lim__,  x ™oe®

— lim

3.4 Continuité

Définition. Une fonction réelle est dite continue en un point de son ensemble de définition si elle
y admet une limite qui coincide avec sa valeur en ce point.
Elle est dite continue si elle lest en chaque point de son ensemble de définition.

Il découle directement des résultats sur les limites vu plus haut que la somme, la différence,
le produit, le quotient (si le dénominateur est non nul) et la composée de deux fonctions
continues sont continues.

Exercice. Dire lesquelles des fonctions suivantes sont continues :
— x> x?
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Définition. Soiz f : I C R — R une fonction réelle non définie en a € R mais y admettant une
limite. La fonction

IU{a}—R
x__){f(x) sixel

lim, f six=a
sappelle le prolongement par continuité de f en a.

Exercice. Est-il possible de prolonger par continuité les fonctions suivantes ?
1
— x> sm()—()1
— x = xsin(y)
1

— x—e 2

3.5 Exercices
3.6 Examen

3.7 Conséquences de la continuité

Théoreéme (valeurs intermédiaires). Limage d'un intervalle par une fonction continue est un
intervalle.

Démonstration. Soitune | fonction continue et [4; & | un intervalle contenu dans son domaine
de définition. Montrons alors que tout élément y € [ f(a); £(6)] est dans f'(1).

Considérons le cas f'(2) < f(&). Lensemble E = {x € [4;5]: f'(x) < y} est non vide car
a € E etil est majoré par 4. Il admet donc une borne supérieure c. Comme ¢ est limite de
suites déléments de £, ona f(c) < y.Si f(x) < y, comme pour tout & >0 ona f(c +¢) >y,
la fonction f admet un discontinuité en y ce qui est impossible. O

Intuitivement cela signifie quon peut tracer cette fonction sans lever le crayon.

Exercice. Soit [ une fonction réelle continue sur [0;1] vérifiant f(0) = f(1). Montrer que,
quel que soit n € N, léquation f (x + L) = f(x) admet une solution. Appliquer ce résultat i la

s 2
. sin(zZ7Tx . ,
Sfonction x — x — M) Eysin est un réel?
sin(n )

Théoréme (compacité). Limage dun intervalle fermé borné par une fonction continue est un
intervalle fermé borné.

Démonstration. On suppose que I'intervalle image n'est pas fermé ou borné. On prend une
suite de x telle que f'(x) tends vers la borne ouverte ou infinie. On extrait une sous-suite
convergente... O
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3.8 Comparaisons asymptotiques

Définition. Soient f et g deux fonctions réelles, et soit @ € RU {£o0}.
— Onnote f =0,(g) < f estdominée par ¢ en a » lorsque la quantité f | g est bornée
sur un voisinage d'o.
— Onnote f ~,, g « [ et g sont équivalentes en a » lorsque la quantité [ | g a pour limite
lena.
— Onnote f =0,(g)« [ est négligeable devant g en a > lorsque la quantité f | ¢ a pour

limite 0 en a.

Notons que si f et g sont équivalentes, alors f* et dominée par g et inversement. Aussi, si
f est négligeable devant g, elle /" est aussi dominée par g.

Exemple. On a les comparaisons suivantes :

x=oy(x+1) 2x = 0y(x) x = 0y(v/x) sin(x) ~, x
x=0,(x+1) 2x = 0(x) X~ X sin(x) = 0, (x)
X~ x+1 2x =0 (x) Vx =0 () sin(x) =0, (x)

Proposition. Soient [, g, b et i quatre fonctions réelles. On a :

— Sif~getg~halors f~bh.

— Sif~geh~ialorsfh~gi.

— Sif~geh~ialorsf/h~gli

— Sif=o0(g)et g =0(h)alors f =o(h).

— Sif=0(g)et g =o(h)alors f =o(h).

— Sif =o0(g)er g =0(h)alors f =o(h).

— Sif =o(h)et g =o(h)alors f + g = o(h).

— Sif=0(h)er g =0(h)alors f + g =0(h).

— Sif=o(h)et g =0(i)alors f g = o0(hi).

— Sif =0(h)et g =0(i)alors f g = O(hi).

— [~ gsietseulementsi f — g =o(g).

Attention ! Les équivalents sont trés difficile  manipuler sans erreur. Par exemple, en I'infini,
onax +1/x ~x et —x ~ —x, mais on n'a pas pour autant [‘équivalence « somme » 1/x ~ 0.

Lorsque cest possible, utiliser de préférence les notations o et O. Quelqu'un qui aurait écrit
x + 1/x —x = o(x) n'aurait pas commit derreur.
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Proposition. Pour tout n €N, on a les égalités classiques suivantes en zéyo :

1 4
- Z;xk—l—O(x"H) =1+x+x"+0(x")
2,1 1
exp(x) = k—'xk +0(x") =1+x+ Exz +0(x7)
k=0 " *
1 o~y ntl _ 1, 134 4
og(l—x)= < x +0(x") =wo Aoy +0(x")
k=1
" (=0 (@—(k—1 —1
(l—i—x)‘zzz(cZ ) (Z' (e ))xk—l-O(x”H) :1+ax+a(a )x2+0(x3)
k=0 :
- (24)! k n+1 I 1, 3
l—x=>» —F—— 0 =l——-x—= 0
x ;(I—Zk)/}k(k!)zx +0(x"") ST g" +0(x7)
n _1k
sin(x) = ) o) :x—lx3+ix5+0(x7)
£ 2k +1)! 6" 120
n_(—1 k Y 1 1
cos(x) = 2 ((Zk))! 10" =1- zxz + Zx4 +0(x°)

Démonstration. Alordrezéro par les dérivées : facile. Puis 4 lordre un par les dérivées secondes.

O

Proposition. Si f = o(g)en a etlimgh = o, alors f o b = o(g o h) en 3. Pareil pour la

omination et [équivalence.
d tion et [¢q

3.9 Examen

18



Chapitre 4
Dérivabilité

Les notions de comparaison comme [¢quivalence et la domination nous permettent de
considérer le comportement d’une fonction f au voisinage d’un point @. Afin détudier ce
comportement de maniére systématique, nous allons maintenant introduire la notion de
dérivée.

4.1 Dérivabilité

Définition. Soit [ : E C R — R une fonction réelle. On dit que | est dérivable en un point
a € R lorsque la quantiré
L f @)

xX—>a X —a

existe; elle sappelle alors la dérivée de f en o et se note f'(a).
Proposition. Toute fonction dérivable en o est continue en a.

Exemple. Les fonctions suivantes sont dérivables en tout 2 € R :
— xeR~—1
— x€eRw—x
— x€Rw— «?
— xeR—x2—x+1
— x € R exp(x)
— x eR? — log(x)
Les fonctions suivantes ne sont pas dérivablesen a = 0 :
— x€R— |x]
— xR, > x

La définition ci-dessus peut aussi sécrire grice aux relations de comparaison :
/
fl)=8 & flx)-fla)=8(x-a)+o,(x—a)
On voit alors apparaitre Iéquation de la droite tangente au graphe de /" en .

Définition. Soit f une fonction réelle dérivable en a. On appelle tangente de [ en « la droite
dégquation y — f(a) = f'(a)(x — a).

Exercice. Calculer lintersection des tangentes a x — x> en 1 et —1.

19



4.2 Dérivation

Définition. O dit gu'une fonction véelle f : E C R — R est dérivable si elle l'est en tout point
a € E. On appelle alors fonction dérivée de f la fonction f' = a € E — f'(a).

3

Exercice. Calculer la dérivée de la fonction x — x7 —x + 1 en calculant la limite donnée dans

la définition plus haut.

Tout comme les limites, on peut calculer les dérivées de fonctions sexprimant comme
combinaisons de fonctions classiques en appliquant quelques régles de calcul. Rappelons
d’abord ce que nous considérons comme fonctions classiques.

Proposition. Les dérivées dites classiques comprennent les suivantes, pour & € R*.
sin(x) = cos(x) exp(x) = exp(x) (x%) = ax™"

cos(x) = —sin(x) log(x) =x~"

Proposition. Soient [ et g deux fonctions réelles. On a les égalités suivantes :

(f+g)=f"+¢ (f-g)=fg+fg

(;;):fgg;gf (fogl =g -(f'og)

Exemple. Prenons f :x —sin(x)et g :x— x* Ona:
— (sin(x) + x2) = cos(x) + 2x
sin(x)x2)’ = cos(x)x? + 2x sin(x)

(
. (w)/ _ cos(x)x2—2x sin(x)
(

x x4
sin(x?))’ = 2x cos(x?)

Lorsque l'on calcule des dérivées, penser a écrire toute puissance d'exposant non constant
comme une exponentielle en utilisant I'identité x? = exp(y log(x)); on pourra alors appliquer
la régle concernant les fonctions composées.

Exercice. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
JE

x2+1

— x—>Vx2+1

— X —>

— x—x*

— xeo xVE

4.3 Inversion des fonctions continues

Définition. Soit f : E C R — R une fonction réelle. On dit que g : F — E est un inverse de
fsigof=idg.

Une fonction admet un inverse si et seulement si elle est injective; ce critere devient
particulierement explicite dans le cas des fonctions continues.

Proposition. Une fonction véelle | continue sur un intervalle E C R est inversible si et seulement
si elle est strictement monotone. Son inverse a alors la méme monotonie que f .
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Démonstration. Si f nest pas monotone, appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.
Sinon, utiliser la croissance stricte pour obtenir 'injectivité. O

Ce théoreme sapplique aux fonctions classiques :
— Lafonction exponentielle sur [—o0, co].
— Lafonction cosinus sur [0, 7z].
— Lafonction sinus sur [—7t/2, 7 /2].
— Lafonction tangente sur [—7t/2, 7t /2].
Leurs inverses sont respectivement les fonctions logarithme, arccosinus, arcsinus et arctangente.

Y arcsin y
/ id id
~sin
N\
x AN

— / arccos\

cos
) tan
I- id
| arctan
/ "
-~
x
—

—

Proposition. Soit [ : I — | une fonction dérivable strictement monotone. Son inverse a pour
dérivée
T T A
: - .

S ()
Exemple. La fonction x — /x est linverse du cube, sa dérivée est donc x — (3(Jx)*)™ =
33723 ; remarquons que lon aurait trowvé le méme résultat en appliquant la formule ci-dessus a
Lécriture équivalente x — x1/3.

Lapplication la plus importante de la proposition ci-dessus est le calcul de la dérivée de la
fonction arctan.

PR % +sin(x)*
sa dérivée vérifie tan’(x) = Cos(ils( xs;‘(x) = cos(lx)z ; celle de sa

sin(x)

cos(x)’
fonction inverse est donc arctan’(x) = cos(arctan(x))%.
La quantité arctan(x) est [angle d'un triangle rectangle de coté adjacent 1 et coté opposé x ;

Chypoténuse associé étant V' 1 + x2, on trouve cos(arctan(x)) = \/11+72 Do :
X

Exemple. Comme tan(x) =

1

/
arctan :x — ———.
1+x2
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4.4 Exercices

4.5 Accroissements finis

Les deux premiers théorémes ci-dessous devraient étre des rappels du lycée et du cours
de mathématiques générales. Cependant, leur démonstration grice 4 la propriété de la borne
supérieure sera une nouveauté.

Théoréme. O se place sur un intervalle. Si une fonction réelle  y est dérivable, alors :
— Si f' 2 0alors f est croissante.
— Si ' < 0alors f est croissante.
— S8i f' > 0 alors [ est strictement croissante.
— S8i f' < 0alors [ est strictement décroissante.

Attention ! Les réciproques des deux premiéres assertions sont vraies, mais celles des deux

derniéres sont fausses. Considérer notamment le cas de la fonction x — x3.

Théoreme. Soit [ une fonction réelle dérivable sur un intervalle ouvert |a; b|.
Si f admet un extremum en a, alors f'(a) = 0.

Attention ! Ceci est faux sur un intervalle non ouvert. Par exemple, la fonction x € R* —
+/x admet un minimum en 0 mais sa dérivée y est loin d’étre nulle.

Théoreme (Rolle). Soir [ une fonction réelle dérivable sur un intervalle fermé [a; b ] non réduit

dun point. Si f(a) = f (), alors il existe ¢ tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Sila fonction est constante, alors c'est réglé. Sinon, / admet un minimum ou
un maximum différent de £'(2) = f(4), cest-a-dire atteint (puisqu'elle est continue) ailleurs
quena ouen b. O

Théoréme (accroissements finis). Soit [ une fonction réelle dérivable sur un intervalle fermé
[a; b ] non réduit 4 un point. Il existe un réel c €la, b| tel que

fi9= 010

fB)yfla)

Démonstration. Appliquer le théoréme de Rolle a la fonction g : x — f(x)—(x —a)=5-L

O

Exemple. Oz soubaite trouver un encadrement de la valeur \/’3. Considérons pour cela la fonction
|+ x > /x sur lintervalle [3,4]. Elle y est dérivable de dérivée f : x — ﬁ;; daprés le

théoréme des accroissements finis, on a

Vi—y3 1 1 1 7
S|, Cestaedire 2——, 2.
e ps] e vEe[2- LT

Dapreés la majoration grossiére ﬁ? < Y on trouve /3 € [g, 2] Ce nouvel encadrement implique

3., s 1 1 . . 5 7 .y Iy .
alors 'inégalité 55 Sseon obtient ainsi \/3 € [3, 1. En itévant ce procédé, on obtient

=1
Vie [lim(un), ;}] avec “o o

SIS

Ez on peut méme calculer lim(n,,) =1+
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4.6 Exercices
4.7 FExamen

4.8 Classes de fonctions

Définition. Soit f une fonction réelle dérivable. Si sa dérivée [ est elle-méme dérivable alors on
dit que | est dérivable deux fois et on note f @ = f. Par récurrence, on dit encore que f est n

fois dérivable si sa dérivée n — 1 fois dérivable. On note f) = (f/)=1),
Exemple. La fonction x — x*

dérivable une seule fois en 0.

sin(1) est dérivable sur R, infiniment dérivable sur R* mais

Définition. On a les notations suivantes pour les classes de fonctions usuelles :

— 9"(I,R), lensemble des fonctions n _fois dérivables de I dans R

— 67(1,R), lensemble des fonctions n fois continument dérivables de I dans R
oti [expression « continument dérivable » dénote que la dérivée existe et est continue.

Exemple. La fonction x — x? sin(L) est dérivable sur R mais pas continument dérivable.

4.9 Formule de Taylor

Théoreme. Soit [ une fonction réelle dérivable n foisen a. On a :

n (k) a
£ =3 LD a4 (e —a)

— k!
"o 5 (”)0{ ., .,
=f(oz)+f/(a)(x—oz)+f2( )(x—zz) +-~+fn§ )(x—a') +o0,((x —a)").

De plus, si [ est dérivable n + 1 fois, alors pour tout x il existe 3 €)a, x[ tel que lon puisse
L0(8)

(n+1)!

remplacer o ((x — &)") par (x — &)t dans lexpression ci-dessus.

Démonstration. Le cas n = 1 concerne la dérivée premicre et a déja été éeabli. Montrons
maintenant cette égalité par récurrence. Soit / une fonction 7 + 1 fois dérivable. Le théoreme
des accroissements finis donne

) (g ) )y B
S L ot ~ts-a 110~ S L D)

f )=

k=0

N
=]

k=0

pour un certain ﬂ €]a, x[. Par récurrence, comme f est 7 fois dérivable, le second terme du
dernier membre vaut o((5 — 2)”) donc a fortiori o((x — @)”); d'ot le théoréme. O

Exercice. Ecrire la formule de Taylor pour la fonction sinus a lovdre trois en zéro. En déduire la

limite de la quantité gm(f# lorsque x — 0.
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4.10 Développements limités

Définition. Oz appelle développement limité d'une fonction réelle f 4 lordren e Nen o € R
toute égalité de la forme

Fx)=co+e(x—a)+o(x—a) +-+¢,(x —a) +o((x —a)")
pour certains coefficients (¢, ..., c,) €R.
Proposition. Lorsquun tel développement existe, ses coefficients sont unique.

La formule de Taylor montre que toute fonction dérivable 7 fois admet un développement
limité & l'ordre 7 et permet méme de le calculer. Evidemment, on a aussi :

— Toute fonction admettant un développement limité & lordre zéro est continue.

— Toute fonction admettant un développement limité & l'ordre un est dérivable.
Mais cela nest pas vrai aux ordres supérieurs!

Exercice. Montrer que la fonction x — x* sin (%) admet un développement limité 4 [ordre deux
en zéro mais ny est pas dérivable deux fois.

On peut combiner les développements limités de fonctions élémentaires pour former ceux
de fonctions plus complexes comme on le ferait de polyn6mes, 4 condition de maitriser les
régles de calcul avec les petits 0. Notamment :

Théoréeme. Supposons

Alors, pour tout A\€R, ona:
A ()= (Ae) (x —a) +o((x—a)"),
k=0

£+ () =S (e +d) e —a) +o((x—a)’),

£=0
(%) g(x) =kz< Zk f,-dj>(x—a)k +o((x—a)").
=0 \itj=

On peut pareillement composer des développements limités :

Théoreme. Supposons

F) =S el —a)f +o((x—a)),

g(%) =D dglx =) +o((x =),
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Alorson a :

n n ¢
f)=>d, <ka(x—a)k> +o((x—a)),
=0

k=1

Faites bien attention! Pour développer ¢ (f'(x)) en a, cest en f'(«) qu’il faut un dévelop-
pement limité de g (x), pasen .

Exercice. Calculer les développements limités des fonctions suivantes 4 lordre cing en zéro :
— x — exp(sin(x))
— x — exp(cos(x))

Pour calculer I'inverse d'un développement limité, il faut absolument avoir recours 4 la

composition avec le développement bien connu de x +— 2= en zéro. Pour calculer le quotient

de deux développements limités, on multiplie alors tout simplement celui du numérateur par
l'inverse de celui du dénominateur.

Exercice. Calculer les développements limités des fonctions suivantes 4 lordre cing en zéro :

— X cos(x)
sin(x)
cos(x)

Exercice. Montrer que la fonction x — exp(—%) peut se prolonger en zéro en une fonction
infiniment dérivable; y calculer son développement limité.

4.11 Exercices

4.12 Développement asymptotique

Afin d’approcher une quantité f(x) lorsque x — o0, on peut parfois utiliser un change-
ment de variable pour se ramener aux développements limités. Typiquement, on pose y = L et
étudie alors f° (lflorsquc y — 0. o e TS

¥

Prenons par exemple f'(x) = Vx+1— Vx5 0on peut réécrire cette quantité de sorte &

utiliser le développement de /T+ y lorsque y = 1 — 0

\/x+1—\/‘:\/§<,/1+£—1>

(ll 11 + 1 1 S 1+ <4>)
=y/x|l--—-—+————— +o(x
2x 8x2 16x3 128 x4

1 _ 1 _ 1 _ _ _
Loap L sp 1 m_ix 7/z+0<x 7/2)
2 8 16 128

Ce qui donne une excellente approximation de la quantité f'(x) lorsque x — oo.
Exercice. Développer pareillement la quantitélog(x + 1) —log(x) lorsque x tend vers linfini.

Cet exercice a notamment comme conséquence importante le résultat suivant qui sera
approfondi plus tard dans vos études :

Proposition. 1l existe une constante y € R telle que, lor.vque 7 — 00, on ait :

1 1 1
I+ -4 -+--4+—=log(n)+y+0(1)
2 3 n
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Démonstration. On trouve log(x + 1) —log(x) = L — 5L + (% ); ainsi,on a
n

;% :Z(log(k +1)—log(k) + 2/17 o (%))

k=1

3l + 1) -logtt) + 3555+ ()

k=1
log(7 +1)+y +0(1)

car, en effet, cette premiérc somme est télcscopiquc et la seconde est majorée et croit avec 7;
cette majoration sobtient classiquement par

n n k
Z%<1+ZJ Lix
k:lk k=2 k—
1

1 %2
n
<1+f —dx
1 x?
1
<2—-—
n

.. o1 ).
ce qui s'interpréte bien en termes d’aires du plan :

Y

4.13 Exercices

Rappelons qu'une étude de fonction consiste & déterminer :
— le domaine d’étude :
— le domaine de définition
— les éventuelles symétries permettant de le réduire (parité, périodicité, etc.)
— la continuité :
— le domaine de continuité
— les éventuels prolongements
— la dérivabilité :
— le domaine de dérivabilité
— la fonction dérivée
— le tableau de variation
— éléments remarquables :
— valeurs particuli¢res
— asymptotes
On peut alors tracer une esquisse du graphe de cette fonction.
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Exercice.

Exercice.

Exercice.

Exercice.

Exercice.

Etudier la fonction x — x log(x).
Etudier la fonction x — log(x ) exp(x).

Etudier la fonction x — log(cos(x)).

Ji-1

Etudier la fonction x — Togl)”

Etudier la fonction x — cos(x)*.

4.14 FExamen
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