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Introduction

Les équations différenticlles décrivent Iévolution de quantités dans le temps ou lespace. En
mathématiques, leur étude forme un pan important de I'analyse et, en sciences appliquées, elles
saverent indispensables notamment 4 la modélisation des phénoménes physiques. Clest sous
cet angle que ce cours va les aborder : nous prendrons soin d’expliquer en termes qualitatifs les
résultats théoriques que nous énoncerons avant de les illustrer sur des exemples pratiques.

Nous aborderons en premier lieu la théorie générale avant de nous concentrer sur des classes
déquations plus restreintes pour lesquelles des résultats précis peuvent étre obtenus.
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Chapitre 1
Généralités

Un cours sur les équations différentielles peut difficilement commencer sans citer louvrage
de référence [2] ot les illustrations foisonnent et I'intuition abonde; il est d’'un niveau bien
plus élevé que celui du présent cours mais le lecteur curieux gagnera 4 le consulter ot quil en
soit dans son étude des équations différentielles.

1.1 Motivation et premiere définition

Intuitivement, une équation différentielle exprime une relation entre une fonction inconnue
et ses dérivées. Avant d'en adopter une définition formelle, passons en revue différents exemples
issus de la modélisation de phénomenes physiques.

Solide en chute libre. Notons y(#) l'altitude d’un solide en chute libre au temps £ ; d’apres la
seconde loi de Newton, son accélération vérifie y”(¢) = G ~ 9.8 m/s*. Laltitude y est donc
l'une des solutions de cette équation différentielle — pour trouver la solution exacte, il faut
connaitre d’autres parameétres (appelés conditions initiales) comme par exemple laltitude et
vitesse verticale du solide & un instant donné.

Mod¢le proie—prédateur.  Supposons que chaque jour 10% des cent-pieds mettent bas. Sup-
posons aussi que les coqs mangent tous les cent-pieds qu'ils rencontres et que leur population
évolue proportionnellement 4 la quantité de cent-pieds consommés. Lévolution avec le temps
des populations de cent-pieds y et de coqs z satisfait alors un systéme du type

y'=A4dy—Byz
z'=Cyz—Dz

pour certaines constantes 4, B, C, D € R dont A= %.

Propagation des vagues.  Soit #(z, x, y) la hauteur de l'océan aux coordonnées cartésiennes
(%, y) et au temps #. En I'absence de toute force extérieure, cette grandeur satisfait

2
dpu=c (szu + 8y2u>
ot la constante ¢ correspond 4 la vitesse de propagation.

Ce dernier exemple se distingue des autres en ce que sa fonction inconnue dépend de
plusieurs variables réelles; ce type d'équations différentielles, appelé éguations aux dérivées



partielles (EDP), sera brievement abordé au chapitre 6. A cette exception prés, le cours portera
intégralement sur les équations différentielles ordinaires (EDO) dont la fonction inconnue ne
dépend que d’une variable réelle.

Dans le soucis d'adopter une définition la plus générale possible, nous écrirons une équation
différentielle sous la forme malcommode mais générique f'(x, 3, 3’...) = 0. Par ailleurs, méme
si la fonction inconnue y sera souvent réelle, on considérera parfois ponctuellement le cas
vectoriel, cest-a-dire avec y : I ¢ R — R avec £ > 1.

Définition. Une équation différentielle ordinaire est une fonction f : U — R on U est un
ouvert de R x (R®)"*1. Ses solutions sont les fonctions y : I ¢ R — RE vérifiant

£ (29 @) y?x)) =0

pour tout x dans lintervalle I.

Le qualificatif ordinaire sera dorénavant sous entendu et, sauf mention explicite du contraire,
on se restreindraau cas £ = 1.

Exemple. Pour n =€ =1 considérons f : (x, y,, y,) — y, + x — 1. Les solutions de léquation
différentielle sont les fonctions y : R — R vérifiant y'(x)+x — 1 =0, cest-dg-dire y'(x) = 1—x;
il sagit done des primitives de 1 — x, 4 savoir les fonctions x — x — Lx* + C pour tout C € R.

Exercice. Pour chacune des équations différentielles ci-dessous, expliciter la fonction [ puis déter-
miner lensemble des solutions définies sur I = R.

— y=0
_J,/:()
—}///Z
=2
— =1/
— )y =y=0

1.2 Résolution d’équations d’ordre un
Définition. Lentier n sappelle [ordre de [¢quation différentielle.

Pour # = 0, on a une équation en x et en y seulement. On peut ainsi la résoudre comme
toute équation ordinaire en employant les techniques usuelles de calcul élémentaires.

Exercice. Déterminer les fonctions solutions y : R — R des équations (différentielles) suivantes.

— x+y=0
—x-y=1
— y2=xy+1
— x-y=0

De méme que les équations polyndmiales générales de degré cinq et plus ne sont pas ré-
solubles par radicaux [1], nous verrons que la grande majorité des équations différentielles
n’'admettent pas de fonction solution sexprimant commodément comme composition de fonc-
tions ¢élémentaires. Quantité de méthodes ad-hoc a néanmoins été développé afin de résoudre
certaines classes particuli¢res d'équations. Nous présentons ici les trois plus importantes; elles
illustrent notamment l'utilité du calcul de primitives.



Définition. Une équation différentielle dordre un est dite linéaire si elle est de la forme

5 (x) = a(x)y(x) + b(x)
aveca, b € €°(1,R) pour un intervalle ouvert 1.
Théoreme. Soit y'(x) = a(x)y(x) + b(x) une équation différentielle avec a, b € €°(1,R).

Pour tout o € 1, les solutions de [équation définies en a sont exactement les fonctions

x s pJa el </1+f e_f;a(”)dub(t)dt>

a

pour leR

Démonstration. On vérifie directement par le calcul que ces fonctions sont bien solutions.
Le fait qu’il n'en existe aucune autre découle du théoréme de Cauchy-Lipschitz que nous
¢énoncerons puis prouverons au chapitre suivant. O

Pour faciliter les calculs, on gagnera 4 choisir systématiquement & = 0 excepté lorsque les
intégrales ne sont pas définies en zéro; on choisira alors une autre valeur telle o = 1.

Exercice. Trouver les solutions des équations différentielles suivantes.

— ¥y =y+x
— y'=xy+1
— )/ =y —sin(x)

— ¥ =y/x+vx
Définition. Unre équation différentielle dovdre un est dite a variables séparables si elle est de
la forme
/
v =f(x)g).
avec f', g € ‘60(1, R) pour un intervalle ouvert I.

On résout de telles équations en écrivant y’ = d y /d x puis en manipulant les quantités
d y et d x comme i elles étaient indépendantes; cette approche est justifiée par la théorie des

formes différenticlles (parfois aussi appelées éléments différentiels dans ce contexte) qui dépasse

le cadre de ce cours. Léquation j—i = f(x)g(y) sécrira ainsi

a’_y: x\)d x
2() S

ce dont on intégrera les deux membres afin d'obtenir

f%:ff(x)dx+C

et il suffira alors de résoudre cette derni¢re équation en y.

Exercice. Résoudre les équations différentielles suivantes :

— =2y
— ¥ =yln(x)
’_ In(14x)

sin(y)



Définition. Une équation différentielle dordre un est dite homogeéne si elle est de la forme

el

avec g € €°(1,R) pour un intervalle onvert I.

On résout de telles équations en effectuant le changement de variable # = y/x, ce qui
donne les identités :

, an
x2 dx «x

=—|-=—u

xdy—ydx du 1<d)/ )
dy="—>—"" .
dx

7

x) sécrit en cette nouvelle inconnue

SRRy . \ dy _
Ainsi, Iéquation homogene =g (

u—}-xd—u— (u)
dx ¢

et l'on se trouve ramené au cas d’'une équation a variables séparables en Iécrivant

du  dx
gw)—u x
Exercice. Résoudre les équations différentielles suivantes :
/ x2+-y2
—y=5r
r_ (1)
— )= (x)

1.3 Représentation des solutions

Lobjectif de ce cours est bien moins d’apprendre & mettre en ceuvre des techniques explicites
de résolution d’équations différentielles, telles que celles présentées ci-dessus, que d’apprendre
3 étudier qualitativement ces équations en I'absence de solutions explicites, ce que nous aborde-
rons dés le chapitre suivant. A cet usage, les (esquisses de) représentations graphiques seront
une aide précieuse.

Définition. Soit f(x, y,y’) = 0 une équation différentielle dordre un. On appelle champ de
vecteur Lapplication qui & chaque point du plan (x, y) € R? associe lensemble des vecteurs (1,d)
vérifiant f (x, y,d) = 0. On appelle courbe intégrale le graphe de toute fonction solution.

Proposition. Toute courbe intégrale est tangente au champ de vecteur.

Exemple. Tracer grossiérement le champ de vecteur de [équation différentielle y' = e*(y + 1).
Que dire des variations de ses fonctions solutions ?

Comme pour les études de fonctions réalisées en premicre année, les études d'équations
différentielles seront facilitées par la présence de symétries permettant de réduire le domaine
éeudié.

Proposition. Notons S [ensemble des solutions et C le champ de vecteurs de [équation différen-
tielle f (x,y,y")=0.

1 Sif(x,9.2)=0& f(x,—y,—2) =0, alors C est stable
par symétrie daxe Ox etonay € S = (x — —y(x)) €S.



2. Sif(x,9,2)=0& f(—x,9,—2) =0, alors C est stable
par symétriedaxe Oy etonay € S = (x — y(—x)) € S.

3. Sif(x,0,2)=0< f(—x,—y,2) =0, alors C est stable
par symétrie de centre O etonay € § = (x — —y(—x)) € §.

4 Sif(x,0,2)=0= f(x+a,y+ 3,2)=0, alors C est stable
par translation de vecteur (2, B) etonay € S = (x — y(x —a)+ B) €S.

On pourra remarquer que la composition de deux quelconques des trois premicres symétries
donne la troisitme; ainsi il n'est jamais nécessaire que de déterminer si deux d’entre elles

sappliquent.

Exercice. Etudier les symétries des équations différentielles suivantes puis en esquisser sans justifi-
cation le champ de vecteur et les courbes intégrales.

— y = siny)
J— y/:g}’fx
— 9/ =xcos(y)

— =y
Voir la figure 1.1.
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Chapitre 2

Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz est le résultat principal de ce cours. Nous allons [énoncer,
préciser la terminologie nécessaire, puis attaquerons sa preuve, judicieusement découpée en
plusieurs étapes.

2.1 Probléme de Cauchy

Une équation différentielle peut admettre plusieurs, une seule, ou aucune solution. Afin
d’identifier celles pertinentes pour un probléme posé, on est souvent amené 4 introduire des
contraintes supplémentaires appelées conditions initiales. Elles prennent typiquement la forme
y(@)= By y'(@)=[,,... pour (a, B) € R x R” donné.

On appelle probleme de Cauchy la donnée d’une équation différentielle et d’une condition
initiale; il consiste & déterminer il existe une fonction solution de I'équation satisfaisant la
condition. Nous avons déja vu que, dans certain cas, aucune solution n'existe. Le théoréme de
Cauchy-Lipschitz apporte une réponse positive dans certains cas bien précis.

Théoréme (Cauchy-Lipschitz). Soit U un onvert de R x R” et [ : U — R une fonction
continue localement lipschitzienne en la seconde variable. Pour tout (a, 3) € U il existe une
unique fonction y définie sur un intervalle maximal solution du probléme de Caunchy

{y(”) =/ (6.0 y Py ),
L= 3" ) ().

Son intervalle de définition est ouvert.
Détaillons maintenant les subtilités de ce résultat.
Forme normale. Il ne concerne que les équations différentielles en forme normale, Cest-a-dire

dutype ) = £(£,9,9',..., V). On ne pourra l'appliquer A une équation différentielle
d'ordre 7 quaprés lavoir mise sous cette forme, cest-A-dire avoir résolu Iéquation en y),

Conditioninitiale. Le théoréme nesapplique que lorsquela condition initiale est dela forme

y(@)= By (@)= Bs....y" V= 3, _,.On ne pourra donc pas l'appliquer directement
lorsque, par exemple, elle sera du type y(0)y’(0) = 1 ou encore y(0)y(1) = 1.

10



Solution maximale. Par « définie sur un intervalle maximal », on entend que ladite fonction
solution ne peut pas étre prolongée en une fonction solution dont l'intervalle de définition est
strictement plus grand. Car on rappelle que deux fonctions sont considérées comme distinctes
lorsque leurs domaines différent.

2.2 Fonctions lipschitziennes

Reprenons tout d’abord la notion classique de fonction lipschitzienne.

Définition. Une fonction f : U C R* — R™ est dite lipschitzienne sl existe une constante
v € R pour laquelle

VxeU,VyeU,

f @) =f <y llx =yl

On pourra notamment remarquer que cette propriété implique l'uniforme continuité. Elle
est cependant bien plus forte, au point qu’il serait trés contraignant d’appliquer le théoréme de
Cauchy-Lipschitz sous cette condition. Heureusement, sa version locale suffit.

Définition. Une fonction f : U C R” — R” est dite satisfaire localement une propriété lorsque
tout point & € U admet un voisinage V' pour lequel |, satisfait cette propriété.

Exercice. Déterminer si chaque fonction ci-dessous est lipschitzienne ou localement lipschitzienne.

x — sin(x) x— 1 x—> /x
R—R R*— R R—R
x.—)xz _xo—)% x’—>\3/;

Les démonstrations de l'exercice ci-dessus peuvent étre généralisées ainsi :
Théoreme. Toute fonction € (U C R”,R™) est localement lipschitzienne.

Démonstration. Soit [ une telle fonction et  un pointde U'. Soit ¥ une boule fermée centrée
en  etinclue dans U. Quels que soient x et y dans 7 on a

If )=, =l fyf’(t)dfll < fy L/ (2)lld 2.

Ladérivée f étant continue sur le compact 7 elley est bornée, ce qui entraine || /(y)— f (x)|| <
ylly —x|[ poury = max, ;- [|/'(2) O

|; 1a fonction f est donc lipschitzienne sur V.

Dans le cas du théoréme de Cauchy-Lipschitz, le domaine U est un ouvert de R x R” et
on distingue la premicre et la seconde variable; c'est donc la variante suivante qui est utilisée.
On pourra néanmoins démontrer similairement que toute fonction continument dérivable sur
un ouvert de R x R” satisfait cette condition.

Définition. Une fonction [ : U ¢ RxR” — R” est dite localement lipschitzienne en la seconde
variable si tout point de U admet un voisinage V' et une constante y € R pour lesquels

V(t.x) eV V(e y) eV | f (.x)=fE ) <y llx =yl

(Remarquer que la premiére coordonnée des points considérés est la méme.)

Exercice. Appliguer si possible le théoréme de Cauchy—Lipschitz aux problémes suivants.
— x=y+y +y" avec y(0)=1
— x=y-y" -y " avec y(0)=1et y/(0)=0
— x=y-y -y " avec y(0)=1et y'(0) =1

11



2.3 Réduction al'ordre un
Léquation différentielle dordre 7

2 = Fyy )

est équivalente au syst¢me d’équations différentielles dordre un

oy =L 90909205 Du1)

.y;72 = Jn—1
)/;—3 = .yﬂ—l
Ho=n
qui lui méme peut s¥crire y’ = g(¢, ) d'inconnue le vecteur y = (y, 1, 9,5 ---» ¥) pour

In—1 SE o 309205 )
) V-1

gt | | — .

Yo N

Naturellement, g est localement lipschitzienne en la seconde variable des lors que £ lest. Aussi,
pour le reste de ce chapitre, nous utiliserons ¢ plutdt que f : les informations supplémentaires
queelle véhicule nous aiderons & démontrer l'existence de solutions.

2.4 Existence locale

Soit ¢ : U — R” une fonction continue localement lipschitzienne en la seconde variable
avec U un ouvert de R x R” et soit (o, B) € U. Nous allons montrer l'existence, pour & > 0
suffisamment petit, d'une fonction y vérifiant

{)"(f)=g(l"y(f))
)=/

quel que soit # €]la — &, @ + 8. Nous en déduirons plus loin Iexistence de solutions définies
sur un intervalle maximal.

Remarquons tout d’abord que le probléme de Cauchy tel quécrit ci-dessus (équation diffé-
rentielle et condition initiale) est parfaitement équivalent 4 sa forme intégrale, cest-a-dire

t
§0)= 5+ [ glosstes
Notant B(c, d ) la boule ouverte de centre ¢ et de rayon d, on se place sur un voisinage de

(@, B) dutype B(a, 8) x B(3, ). Pour & > 0 ct & > 0 suffisamment petits, la fonction g est
lipschitzienne et bornée (car continue) donc il existe - et M tels que

V(e V() lgtx) =gyl <yle—al A gl x)l <M.

12



Partons maintenant de la fonction constante # — (3 et martelons | de sorte a ce quelle
satisfasse de mieux en mieux [équation différentielle, ou plutdt sa forme intégrale. On considere
la suite :

uo:tr—>ﬁ
t

b 1> B f ¢ ()

a

Quitte 4 choisir & < ¢/M onaim(x,) C B([3, ¢) et on peut ainsi appliquer les hypothéses

concernant la fonction g :

||”k+1_”k||oo =

| (g5 () g6 1 (5)ds)

[ee)

<

| () =y (5)ld s

SyOllm —mlle

(e}

Pour & < ﬁ cela donne ||uy, —u|, < 3w, —u_y|,, dou lon déduit que
g1 — 4] < zik ||, — u,]| et enfin que cette suite est de Cauchy. Lespace 6°(B(a, &), R”)

muni de la norme infinie étant de Banach, elle converge vers une fonction #(#) vérifiant

u(t) =ﬂ+fZ g(s,u(s))ds.

Exemple. Calculer les premiers termes de la suite u,, ci-dessus dans le cas du probléme différentiel
y' = y avec la condition initiale y(0) = 1.

2.5 Lemme de Gronwall

Méme s'il ne sera utilisé que de maniere occasionnelle, le résultat technique ci-dessous est
extrémement puissant en ce qu’il permet de résoudre une classe enti¢re de ce que nous pourrions
appeler des inéquations différentielles.

Soient z et b deux fonctions continues sur un intervalle contenant un réel @. Rappelons que
léquation différentielle linéaire dordre un x” = ax + &’ avec condition initiale x(a) = b(a),
autrement dit le probléme de Cauchy sous forme intégrale x(z) = b(z) + f; a(u)x(u)d u,
a pour solution exacte

x(2) = elxl)dn (b(a)+ff

a

¢~ Iz al)s b/(u)du>
soit encore, aprés intégration par partie et simplifications,
t
x(£)=b(z) +f eI 4 ()b (u)d .

Lemme. Sia > 0, alors toute fonction x vérifiant

t

x(2) < b(t)—i—f a(u)x(u)du

a

pour tout t 2 & vérifie aussi



Démonstration. Considérons la fonction

¢~ Jaatndu f a(u)x(u)d u;

oa

sa dérivée vaut
t

e_f;ﬂ(”)d”a(t)<x(t)—f

a

a(u)x(u)du).

Par hypothése, ce dernier facteur est inférieur & (#); en intégrant de & 4 # la majoration de
cette dérivée, on trouve

¢~ Jaalw)de J a(u)x(u)du < J’ e 4(J)dsa(u)b(u)du

o a

d'ottT'on obtient par la relation de Chasles
t t u
J a(u)x(u)du < J e IO 4 b (u)d u

et le résultat suit en substituant cette majoration dans 'hypothése. O

2.6 Unicité locale

Soient x et y deux solutions d'un méme probléme de Cauchy définies sur un méme voisinage
de la condition initiale. On a:

{x’=g(f,x) {y’:g(f»y)
x(a)= /3 ya)=p

En intégrant leur différence, on obtient
x()—y(¢) =f (g(s,x(s)— g (s, 9(s))ds.
Comme précédemment, en se restreignant & un voisinage B(, &), on a un réel y tel que
t
[[x(2) =y (2)ll <f yllx(s)—y(s)llds

Le lemme de Gronwall s'applique alors avec & = 0, ce qui implique x = y.

2.7 Unicité globale

Soient x : I — Ret y: J — R deux solutions d'un méme probléme de Cauchy définies
sur des intervalles maximaux; elles vérifient en particulier toutes deux une condition initiale

dutype x(@) = 5 = y(«).
Nous allons d’abord montrer [égalité x(#) = y(#) pour tout # € I N J. En effet, si ce nest
pas le cas, alors 'un des deux ensembles

E={trelInjnN[a, ool:x(¢)# y(¢)},
F={trelInjN]—oo,a]:x(¢)# y(¢)}

14



est non vide. Supposons qu’il s'agisse de E ; puisqu’il est tminoré, cet ensemble admet une borne
inférieure 7. La fonction x — y étant continue et nulle sur [@, 72[, on a x(m2) = y(m); lunicité
locale des solutions vérifiant la condition initiale (722, x(2)) contredit alors la définition de 7.
Un raisonnement similaire permet de traiter le cas F # @. On en déduit comme prévu que les
fonctions x et y coincident sur I'intersection de leurs intervalles de définition.

Considérons maintenant la fonction

IUJ —R"
z: x(t)sirel
t—
y(¢)sire]

Elle est bien définie puisque x et y coincident sur I N J ; elle est en outre dérivable puisque
I N J contient un voisinage de « et elle satisfait enfin le méme probléeme de Cauchy que x
et que y. La fonction z est par ailleurs un prolongement de x et de y ce qui contredit leur
maximalité excepté dans le cas z = x = y. Ceci montre 'unicité de la fonction définie sur un
intervalle maximal solution d’'un probléme de Cauchy.

2.8 Existence globale

Nous allons 4 présent invoquer Iénoncé ci-dessous qui, malgré son nom, jouit d’'un statut
d’axiome. (Techniquement, son énoncé est équivalent a 'axiome du choix.) On concluera
d’abord qu’il existe une unique solution définie sur un intervalle maximal puis, en un second
temps, on montrera que cet intervalle est ouvert.

Lemme (Zorn). Soit un ensemble ordonné E dans lequel :
— Tout couple déléments admet un majorant.
— Toute suite croissante admet un majorant.

Alors E admet un unique élément maximal.

Notons S lensemble des fonctions solutions d'un méme probléme de Cauchy définies sur un
intervalle. On prend pour E l'ensemble des intervalles de définition des fonctions de S, muni
de la structure dordre partiel induite par I'inclusion. On démontre facilement qu'il satisfait les
deux hypotheses du résultat ci-dessus :

— Six et y sont deux fonctions de S, alors la fonction suivante est bien définie et dans S :

dom(x)Udom(y) — R”
, x(¢)sit € dom(x)

y(¢)sit € dom(y)

— Si(x,) est une suite de fonctions de S vérifiant dom(x,,) € dom(x,,, ;) quel que soit 7
alors la fonction suivante est bien définie et dans S :

n
Un dom(x,)— R
t — x,(¢)avec # suffisament grand
Le lemme de Zorn fournit donc une fonction solution z définie sur un intervalle maximal. Si
cet intervalle est fermé a I'une de ses extrémités 2 alors I'existence locale de solutions vérifiant

la condition initiale (72, z(72)) permet de prolonger z ce qui contredit sa maximalité. On en
déduit que dom(z) est un intervalle ouvert.
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2.9 Graphes des solutions

Proposition. Soit U un ouvert de R x R” et g : U — R” une fonction continue localement lip-
schitzienne en la seconde variable. Les graphes {(¢, y(t))} des solutions maximales y de [¢quation
différentielle y' = g (¢, y) partitionnent U.

Démonstration. Lunicité des solutions maximales montre que leurs graphes sont d’intersection
vide. Leur existence garantie quant 4 elle que chaque condition initiale de R x R” soit atteinte.

O

Rappelons que, dans le cas des équations différenticlles réelles dordre un, on peut facilement
tracer le graphe dans le plan (les courbes intégrales) d’une fonction solution maximale, en
suivant le champ de vecteurs associé & [équation.

Exercice. Partitionner le plan en solutions maximales de y' = y. Puis y' = y + x. Puis y' = /.

Proposition. Soit une équation différentielle pour laquelle le théoréme de Cauchy—Lipschitz
sapplique sur un ouvert U de R x R”. §i la limite d'une solution maximale en une borne finie de
son domaine de définition existe, cette limite nest pas dans U.

Démonstration. Sila solution maximal y :]a, b[ admet une limite finie en 4, on peut la pro-
longer par continuité sur [4, &[. Toujours par continuité, la dérivée de cette nouvelle fonction
satisfait la méme équation différentielle que y ; cette derniére n'est donc pas maximale. O

Remarquons que, lorsque y’ est bornée au voisinage de 4, alors y admet nécessairement
une limite en 4. En effet, pour toute suite (x; ) de limite 4, par le théoréme des accroissements
finis, on a

) =)l = |y (€) - (v — )|
<yl — x|

et la suite y(x;) est ainsi de Cauchy puisque (x;, ) I'est. En particulier, lorsque U =R x R” et
que y” est bornée on aura nécessairement dom(y) = R.

2.10 Exercices

Exercice. Déterminer toutes les fonctions f € €1(R, R) vérifiant

2

VteRfU}ifuf@Mu:L

0

Exercice. Déterminer toutes les fonctions f € €'(R, R) vérifiant

VeeR, f(¢)= f(2)7.

Exercice. Considérons léquation différentielle y* + y'* = 1.

Montrer que, sur un voisinage de zéro, elle admet exactement deux solutions y de classe ¢!
vérifiant y(0) = 0. Montrer le méme résultat pour y(0) = 1/2.

Montrer quaux bornes de son intervalle de définition toute fonction solution €' tend vers 1.
Quels sont les prolongements alors possibles ?

Caractériser les solutions 61 définies sur R.
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FIGURE 2.1 - Solutions de I¢quation différentielle x” = —sin(x) présentant chacune ['un des
trois comportements asymptotiques possibles. En rouge, les constantes 7z, 27t et 37r.

Exercice. Tracer les graphes des solutions de [¢quation différenticlle y’ = sin(y).
On pourra traiter au premier abord le cas des conditions initiales y(0) = « €]0, r[.

Exercice. Etablir lexistence d'une unique fonction réelle maximale y vérifiant y' = 1+ x*y? et
sannulant en zéro. Utiliser [¢galité

1 1 J‘ *y
y(1) y(x) Jiop?
afin de montrer que son intervalle de définition nest pas R entier. En déduire quil est de la forme

|—a, o[ et voir que y y est impaire.
Dessiner lallure de y.

Exercice. Pour @ € R, on note x,, la solution maximale du probléme différentiel x” = —sin x
avec les conditions initiales x(0) = 0 et x”(0) = . Quel est son ensemble de définition ?

Montrer que la quantité x> | 2—cos x,, est constante; en déduire le comportement asymptotique
de x, et en esquisser le graphe. Voir la figure 2.1.
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Chapitre 3

Equations différentielles linéaires

Au dela du théoréme de Cauchy-Lipschitz, on ne sait dire que peu de choses sur les solutions
des équations différentielles générales. En revanche, on dispose de résultats plus poussés dans
le cas des équations différentielles linéaires.

3.1 Généralités

Définition. Une équation différenticlle y(”) = f(z, ( %y y”*l )) est dite linéaire si la fonc-
tion | est affine en la seconde variable, cest-a-dire sl existe des fonctions a, et b telles quelle
sécrive
n / n—1
PN E) = b(2) +ag(2)y(£) +ay(2)y'(£) + - +a,_y ()7 (2).
Les fonctions a, sont appelés coefficients et b le second membre. Lorsque b = 0 on dit que [¢quation
est homogéne ou encore sans second membre.

Le cas homogene est donc celui ol la fonction £ est linéaire en la seconde variable; cette
discordance des terminologies algébriques et analytiques est regrettable et on prendra soin de
ne pas se laisser porter & confusion.

Exercice. Déterminer si les équations différentielles ci-dessous sont linéaire et, lorsque cest le cas,
si elles sont homogénes et si leurs coefficients sont constants.
— y'+y=1
—yy=1
— =y
— e* = ¥
— e~ )// =
— )=y

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz sapplique tres aisément dans le cas linéaire.

Lemme. Soit une équation différenticlle linéaire dont les coefficients et le second membre sont
continus sur un ouvert D. Cette équation vérifie les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz
sur le domaine U = D x R”.

Démonstration. Si ses fonctions 4; et b sont continues, la fonction f(¢, yp,...,9,_1) = b +
ayyo+---+a, 1y, lest bien évidemment aussi. En tout point de D, chaque 4, et b admet
un voisinage sur lequel il est borné; sur I'intersection de ses voisinages, il existe donc y € R tel

que |f(#,5) = f (£ 2) < ylly ==l H
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FIGURE 3.1 - Champ de vecteurs et solutions de Iéquation différentielle y’ = Sin(lx ok En rouge,

le complémentaire du domaine ot Cauchy-Lipschitz sapplique.

Exercice. Pour chacune des équations ci-dessous, déterminer le plus grand domaine U sur lequel
le théoréme de Cauchy—Lipschitz sapplique.

— Y =lxly—e
— xzy/:xy—i—l
- —y(Z): cosl(x)-y/—i_sinlm-y—{_x

— y'sin(xy)=1
Consulter la figure 3.1.

Concluons en montrant que le domaine de définition des solutions maximales est prévisible.

Proposition. Si les coefficients et le second membre dune équation différentielle linéaire sont
continus sur un intervalle ouvert I, alors ses solutions maximales sont définies sur I entier.

Remarquons que le cas des équations différentielles linéaires dordre un a déja été traité. En
effet, nous avons vu au premier chapitre que y’ =4y + b implique

() = ela s <,1+ f ¢~ Jaatw)dn b(t)dt).

a
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Les fonctions 4 et & sont continues donc intégrables sur 7 et la solution y(x) est donc définie
sur cet intervalle tout entier.

Démonstration. Soient b eta,, desfonctionsde classe ¢'°(1, R) et soit y une solution maximale
de [¥quation différentielle linéaire y(”) =b+ay+ay +-+ 4”71)/(”71) avecz 2 2.On
adonc Y’ = AY + B pour

y 0 1
Y 0
Y = : 5 A= 1 4 B =
y 0 1 0
}I(”_l) a4y 4 42 Ay b
La norme satisfait
Y(z — || Y (#
e—0 g
Y (¢ —Y(z
i DTN

et lon obtient ainsi || V]| < ||4Y + B||. Supposons que le domaine de y admette une borne
a € I et plagons nous sur un voisinage de . Puisque A et B sont continues elles sont localement
bornées ce qui implique || Y||" < 2]|Y|| + &. Le lemme de Gronwall donne alors une borne sur
||| qui elle-méme induit une borne sur | y’|. Pour toute suite (x;, ) de limite o, par le théoréme
des accroissements finis, on a |y (x,) — y(x,)| = [/(c) - (x, — x,)| < y |x, — x,| etlasuite y(x,)
est ainsi de Cauchy puisque (x; ) lest. Ainsi y admet une limite en o ce qui est impossible

puisque Cauchy-Lipschitz sapplique sur & x R”. O

3.2 Espaces solutions

Proposition. Soit une équation différentielle linéaire homogéne dovdre n dont les coefficients
sont continus sur un intervalle I. Lensemble des fonctions solutions maximales est un sous-espace
vectoriel de dimension n de 6" (1, R).

Démonstration. La somme de deux solutions est bien évidemment toujours solution, tout
autant que le produit d'une solution par un scalaire réel; l'ensemble des solutions forme donc
un sous-espace vectoriel. Pour en déterminer la dimension, on en construit une base : pour
chaque j € {0,..., 7 — 1}, le théoréme de Cauchy-Lipschitz donne une fonction solution
satisfaisant la condition initiale y)(a) = §,_ ; pour tout i ; ces solutions forment une famille
libre et, par l'unicité de Cauchy-Lipschitz, génératrice. O

Exercice. Trouver toutes les solutions des équations différentielles suivantes :

Proposition. Soit (E) une équation linéaire et (H ) [équation homogéne associée, soit :

(E) s =b+agy+ayy ++a, "
H) "= ay+ay’+ta,_y""
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Alors, lensemble S g des solutions de (E) est un espace affine de direction S y;). Autrement dit,
pour tout z € Sy, on a

Démonstration. Immédiate par linéarité de [équation et de la dérivation. O
Exercice. Déterminer toutes les solutions de [éguation différenticlle y" + y = x. Méme question

poury<4) +x°=120x + 9.

3.3 Exponentielle de matrices

Rappelons pour commencer que toute équation différentielle y(*) = £ (t Y s )/(”_1)>
peut se ramener 4 un systeme d'équations différentielles d'ordre un :

V=
=D
)’,f,,z = .yn—l

Ina =L (900 9,00)

Lorsque Iéquation différentielle est lindaire, clest-d-dire lorsque la fonction [ sécrit

Tty y1see s ¥yy) = b(2) + ag(2)yy +a,(¢)y, + -+ +a,_,(2)y,_;> le systéme ci-dessus
admet la forme matricielle :

0 1 ¥

0 Y

Y = . 1 Y+| . pour Y = :
0 1 0 y
S T O, S | b y(”il)

Toute équation différentielle linéaire d'ordre 7 équivaut donc 4 une équation différentielle de
la forme Y/ = AY + B ou les variables 4, B et I'inconnue ¥ dénotent des fonctions de R dans
respectivement Mat, (R), R” et R”.

#S

Abordons premierement le cas ol la matrice A est constante et le vecteur B nul.

Théoréme. Soit A € Mat,(R). Les fonctions Y € €' (R, R”) vérifiant Y’ = AY sont exacte-
ment celles de la forme
t — exp(zA)A

lorsque A parcours R”.

Empressons nous de définir cette notion d’exponentielle matricielle mais mettons des
maintenant le lecteur en garde contre la croyance erronée que cette généralisation présente une
trop grande similitude avec sa cousine réelle.
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Définition. Soit A une matrice carrée. La série

>

k=0

| —

|Ak

?v

converge coefficient par coefficient vers une matrice que [on note e,

0 1 1 2 1
Exercice. Calculer lexponentielle de la matrice <?) ) > De méme pour <1 1> et < >

A+B A,B

Exercice. Montrer que si A et B commutent alorsonae =e“e”.

Démonstration du théoréme. Pour ¢ € R on pose Z(¢) = exp(# A); la série définissant lexpo-
nentielle converge normalement et on peut donc la dériver terme & terme pour obtenir

Z'(¢)= Z(k‘tﬂ) Z /eAtA g}

onaainsi Z' = AZ. Considérons maintenant les colonnes (Y;(#))?_, de Z(z). Elles forment
tAf—tA — etA—tA — eO =id :

=47 (2);

une famille libre puisque Z(#) est inversible par 'identité ¢
elles vérifient en outre Y,/ = AY,. Les fonctions Y, forment donc une base de I'espace vectoriel
des solutions ¥ € €!(R,R”) de I¢quation différentielle Y/ = AY puisque celui-ci est de
dimension . Toutes les solutions ¥ sobtiennent alors comme combinaison linéaire des ¥,
cest-a-dire comme produit de Z par un vecteur A € R”. O

On peut grice a cette solution homogene traiter le cas d'équations avec second membre.

Proposition. Soit A une matrice de Mat,(R) et B une fonction de €°(I C R, R"). Les solutions
de [¢quation différentielle Y' = AY + B sont les fonctions

r— e </1+f e”AB(u)du>
0

lorsque A parcours R”.
Attention toutefois & n'appliquer ce qui précede qu'au cas ot A est constante !

Remarque. Pour A€ 6°(R, Mat, (R)) quelconque, la fonction Y - t — exp [ A(u)d u nest
pas nécessairement solution de léquation différentielle Y'(t) = A(¢)Y (¢), tout xzmplemmt parce

A+B _ A

que [¥¢galité e B nest en général vérifiée que lorsque les matrices A et B commutent.

3.4 Cashomogene a coeflicients constants

Soit y(£) = ayy(2) +a,y'(t) + -+ +a, ;9" V(¢) une équation différentielle linéaire
homogene  cocfficients constants que nous écrivons sous forme matricielle Y = AY avec

0 1
0
A =
0 1
A A4 Ay Ay
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Dapres ce qui précede, son espace vectoriel solution est celui des fonctions # — ¢?“ 1 lorsque
A parcours R”. Afin dexpliciter davantage cet ensemble, nous allons mettre en ceuvre des
techniques de réduction des endomorphismes.

Supposons que la matrice 4 admette 7 valeurs propres distinctes; elle se diagonalise ainsi

2
A=P P
le4

n

ol la matrice dite de passage P a pour € colonne un vecteur propre associé¢ a ;. Alors

)
A _ . —1\k
k=0 "
an
k
Q’l gal
> . -1 . -1
=>"-r .. P =P .. P
k!
k=0
a e%n

t— P P71/1

lorsque A parcours R”. Les trois matrices du membre de droite étant inversibles, pour tout
i €{1,...,n}, il existe un vecteur A pour lequel la premi¢re cordonnée de ¥ vaut %" ; ces
fonctions forment donc une base de espace vectoriel des solutions réelles y recherchées.

Lemme. Le polyndme caractéristique de la matrice

0 1
0

0 1

Ay a4y 4y 4y

n—1

estu” —a, u —e—au—ay; chacune de ses racines a admet comme vecteur propre

n

a

Mis bout a bout, ce qui précede donne le résultat ci-dessous dans le cas ot le polyndme est
scindé 4 racines simples; le cas général est admis mais pourra étre attaqué en exercice.
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Théoréme. Soit ) + a0y e+ ayy +agy = 0 une équation différenticlle linéaire
homageéne a coefficients constants. Si le polynéme u” +a, | u"~' + -+ +a,u + a, se factorise en
[ 1(# — @)% alors lespace vectoriel solution admet pour base la famille :

(Z’ — tlg:zt)
0<l<k,

On peut vérifier que ces fonctions sont bien solutions 4 l'aide du lemme ci-dessous.

Lemme. I/ existe un morphisme dalgébre

b

R[x]—> End (6¢*(I,R))
& aub s (3> ay®)

En particulier, on a $(P)(H(Q )(y)) = $(PQ)(y)-

Pour les fonctions du théoréme précédent, on a alors > 2,4’ = (# — a)Q (u) et donc
>, (e*)) = (ae* —ae*)Q(---)=0.
Remarque. Oz peut également résoudre les équations avec second membre en utilisant l'ex-
ponentielle matricielle. Mais on ne peut alors pas simplement utiliser linversibilité de P et de

lexponentielle matricielle pour esquiver le calcul de P. On ne donne donc pas de formule général,
mais pourra traiter quelques exemples en exercice.

Exercice. Trouver toutes les fonctions y satisfaisant y"' = 4y" —Sy’ + 2y + t. Commencer par
traiter [équation homogéne associée.

3.5 Espaces solutions complexes

Un polyndme n'est pas toujours scindé sur le corps des réels. C'est cependant le cas sur
C et les résultats précédents s’y généralisent directement. Lorsque l'on résout une équation
différentielle réelle sur C, il faut savoir isoler celles de ses solutions complexes qui sont réelles.

Lemme. Soity : I ¢ R — Cunefonction 4 valeurs complexes vérifiant une équation différentielle
linéaire
9Ue) = b(2)+ag()y () +ay(e)y (e) + - +a, ,(£)y"7V(e)
pour des coefficients a et second membre b dans€°(1, R).
Alors la partie réelle de y est aussi solution.

Exercice. Résoudre [équation différentielle y" = y.
Il est aussi utile de sentrainer & résoudre les équations vectorielles.

Exercice. Trouver toutes les fonctions y et z vérifiant
/—
Yy =y-%
' =y+z

yY=y—z+t¢t
' =y+z

En déduire les solutions de

Exercice. Trouver toutes les fonctions x et y vérifiant

x"=x+y
y=x'—y
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3.6 M¢éthode de variation de la constante

Lappellation variation de la constante englobe les deux techniques classiques que voici.

Faire baisser l'ordre grice  une solution particuli¢re. ~ Soit z une solution particuli¢re d'une
équation différentielle linéaire sans second membre y*) = 374, ). On peut alors chercher
d’autres solutions sous la forme y = Az o1 A est une fonction inconnue; cela donne :

()" =>"a,(Az)"”
; ChAD L) - S ; ChAD 4

Remarquer que le terme en A sannule car clest ['équation de départ évaluée en z ; on est donc
ramené 4 une équation différentielle en A’ d'ordre 7 — 1.

. , 2. 1 _ /_
Exercice. Résoudre x*y"” =xy' —y.

Exercice. Résoudrey” =(x + 1)y’ —xy.

Trouver une solution particuli¢re grice aux solutions homogenes.  Etant donnée une base
(245...,%,) de l'espace vectoriel des fonctions solutions de Iéquation différentielle linéaire
homogene y) = 374, ), on peut chercher une solution de équation avec second membre
9" =354,y + b sous la forme 3" A, 2, ot les A, sont des fonctions inconnues. Supposant

0=>41 zl.(’) pourtout j € {0,...,n—2},[¥équation différentielle revient, aprés simplifications,
, -1 e e

ab=>A zl.(” ); cela donne un systéme de 7 équations linéaires (pas différentielles) en les
inconnues A, :

0=Xz + Az,
0=Xz]+- Xz
0=z +- Xz

0=Xel" 4. Al
b=Xz" Y

que [on peut résoudre pour trouver une solution particuli¢re de [équation avec second membre.

Exercice. Résoudre y” = y + cos(t).

3.7 Exercices

Exercice. Considérons [équation différentielle yy' = x.
1. Quel est le domaine U maximal sur lequel le théoréme de Cauchy—Lipschitz sapplique ?
2. Montrer que la valeur absolue est une solution sur | — oo, 0[U]0, +00[.
3. Soit y une solution maximale quelconque et I son intervalle de définition.
a. Montrer que si I contient un nombre positif, alors I =R ou I =]a, +00[ avec 2 > 0.

b. Montrer que si I contient un nombre négatif, alors I = R ou I =]— oo, [ avec
a<O.

c. Lorsque que I 7': R, montrer que lim 2y =0.
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4. Tracer la partition de lespace en graphes des solutions.

5. Montrer que lensemble £+/x2 + o avec a € R décrit toutes les solutions.

Exercice. Considérons [équation différentielle ye?' = x.
1. Quel est le domaine maximal sur lequel le théoréme de Canchy—Lipschitz sappligue ?
2. Montrer que si y est solution alors x — —y(—x) lest aussi.
3. Trouver une solution particuliére z.

4. Soit y une solution maximale. Quel est son intervalle de définition ? On distinguera les
casy<zety>z.

S. Tracer la partition de lespace en graphes des solutions.

Exercice. Déterminer les fonctions [ pour lesquelles le probléme différentiel y” + y' + fy =0
admet une base de solutions de la forme (g, g*).

Exercice. Déterminer toutes les fonctions y vérifiant y" (x)—4y'(x)+3y(x) = x et y(0)y’(0) =
1.

Exercice. Montrer quesi(au®+bu+c)=(x—m—in)(x—m+in)avecm,n € R et n non
nul, alors les solutions réelles de a y” +b y/ + ¢y = 0sont de la forme

t —> (Acos(nt)+ usin(nt))e™
Exercice. Déterminer toutes les fonctions y vérifiant y” (x)—y’(x)+3y(x) = 1er y(0)y’(0) = 1.
Exercice. Déterminer toutes les fonctions y satisfaisant y"(t)=2y"(£)+ y(¢).

Fuire de méme pour léguation y” () =2y'(¢£)+ y(¢) +¢.
Et pour [equation y"(£)=2y"(£)+ y(¢) +e' ?
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Chapitre 4

Wronskien

Aussi appelée déterminant wronskien pour une raison évidente, cette quantité est un outil
important en analyse, tout particulierement pour I¢tude des bases de solutions des équations
différentielles linéaires homogenes.

4.1 Généralités

Définition. SoitI unintervalledeR. Le wronskien d'une famille (uy, u,, u,, ..., n,)defonctions
de classe 2" (1, R) est la fonction

wy wy  #wy ou,
/ / / /
R
2 2 2 2
(st tyreomt)) it €] —sdet u, uy uy Tt Uy eR.
(n ) () (n)
uy o uy u,
Proposition. Silafamille (uy, uy,..., u,)est liée, alors son wronskien est la fonction nulle.

Démonstration. La dérivation est une application linéaire. Toute relation linéaire satisfaite par
les #; est ainsi satisfaite par leurs dérivées et donc par les colonnes de la matrice ci-dessus.  [J

La réciproque est fausse en général méme si l'obtention d’'un contre exemple est loin détre
¢évidente. Par ailleurs, nous verrons trés bientdt que la réciproque est vraie si l'on se restreint
aux familles formées de fonctions solutions d’'une équation différentielle linéaire homogene.

Exercice. Calculer le wronskien de la famille (¢, e*, e7"); on remarquera que la matrice est
de Wandermonde. En déduire pour quelles valeurs de a, /6 , ¥ ces fonctions sont lides.

4.2 Propriétés

Proposition. Soient (u, u,,...,u,)des fonctions de classe 9" (I, R) solutions d'une méme équa-
tion différentielle linéaire homogéne dordre n. Quel que soit @ € I, cette famille est lide si et
seulement si son wronskien sannule en a.

Démonstration. Le sens direct découle de la proposition ci-dessus. Montrons le sens indirect. Si
le wronskien sannule en @, alors les vecteurs colonnes de la matrice correspondante, cest-a-dire
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les conditions initiales en & des fonctions solutions #;, sont liés. Une combinaison linéaire
non triviale de ces fonctions a donc pour condition initiale le vecteur nul. Par l'unicité de
Cauchy-Lipschitz, ce ne peut étre que la solution identiquement nulle. O

Remarquons que la nullité du wronskien en o implique que la famille est liée dott découle,
drapres la proposition ci-dessus, la nullité du wronskien sur tout son intervalle de définition.

Corollaire. Le wronskien dune base (u,, n,, ..., n,) de solutions dune équation différentielle
linéaire homogéne dordre n est de signe constant sur tout intervalle ois ces solutions sont définies.

Démonstration. Le wronskien est le déterminant d'une matrice dont les coeflicients sont des
fonctions continues, cest-3-dire un polynéme en des fonctions continues; cest donc une
fonction continue et le théoréme des valeurs intermédiaires sapplique. O

On peut en réalité &tre bien plus précis que cela. Soit (#, #;, #,, ..., #,) une base de solu-
tions de [équation différentielle y**)) = >°7_ 2, y®). Alors en explicitant le wronskien

Wiy = 22 50) TT

0e6,, ke{l,....n}

on voit que sa dérivée est la somme des déterminants

/ / /
“y uy -, Uy uyp  couy, Uy Uy e u,
/ / / Vi V4 14 / / /
L) uyp Uy, “y uy n L) “y u,
+ oot
() (n) (n) () (n) (n) (n+1) (n+1) (n+1)
iy ) vl uy vl "y ) vl

#, " ... u, #, ” ... “,
/ / / / / /
uo ul .. uﬂ _ uo ul .. u”

n () n () ” () (n) (n) (n)
Doty ookt o 2o a,thy " A, Tt Ayt

Le wronskien satisfait donc W/ = a, W, soit W, (¢) = W, (a)exp (f; an).

4.3 Applications

Soit y” =4, y’ + 4,y unc équation différenticlle d'ordre deux. Le wronskien de toute base
de solution vaut # — Aexp <f(§ “1) pour une certaine constante A.

Si f est une solution particuli¢re de cette équation, toute fonction g telle que (f, g) est
une base vérifie donc

W=t ~f's == dep( [ o)

ot la seconde inégalité est une équation différentielle linéaire d'ordre un en g. On peut fixer
une valeur arbitraire pour A, trouver une fonction ¢ solution, et lespace vectoriel de toutes les
fonctions solutions est alors (f', ¢).

Parfois, cette approche marche mieux que la méthode de la variation de la constante.
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Exemple. On considére léquation y" = xy' + y. Vérifier que la fonction x — exp(x?/2) est
solution.

Si (9, z) forme une base de solutions, calculer son wronskien.

En déduire une équation différentielle dordre un satisfaite par z, puis calculer z.

4.4 Exercices

Exercice. Soient (y,, y,) une base de solutions de y" = fy pour f € €°(1,R). Montrer que
leur wronskien W est contant. Supposant y, > 0 et y, > 0 montrer que la fonction z = /2y, y,
vérifie [équation différenticlle z" + % =fz.

Exercice. Soit(f, g) une base de solutions de [équation différentielle homogéne y// +py' +qy=
0021 p et q sont des fonctions continues définies sur un intervalle I.
Montrer que les zéros de [ sont isolés et qu'ils sont entrelacés avec ceux de g.

Exercice. Soient p et q deux fonctions continues sur un intervalle I vérifiant p < q. Montrer
que, si x et y sont solutions des problémes différentiels

x//-}—px:O, y”—i—qy:(),

alors y sannule entre chaque couple de zéros consécutifs de x. Quen déduit-on dansle cas p = g ?
Supposant que p admette un encadrement du type 0 < m < p < M, montrer que deux zéros

consécutifs a < 3 de x vérifient /M < S—a < 1t/ m.

Exercice. Soit f € €°(R,,R) une fonction intégrable; on soubaite montrer que léquation
différenticelle y" + f y = 0 admet une solution non bornée.

Considérons dabord une solution bornée y ; montrer que sa dérivée admet zéro comme limite
en linfini. Que dire du wronskien d'une base (y, z) de solutions ? En déduire que les fonctions
solutions ne peuvent toutes étre bornées.
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Chapitre 5

Fonctions analytiques

5.1 Généralités

Rappelons bri¢vement les définitions et propriétés fondamentales concernant les fonctions
analytiques vues au semestre précédent dans le cours portant sur les suites et les séries de
fonctions.

Définition. Soit f une fonction infiniment dérivable d'un onvert U C R dans R. On dit que [
est analytique si tout point u € U admet un voisinage sur lequel la série de Taylor

> =) Y

k=0

[ee]

converge uniformément vers f(x).

Remarque. Cette définition pourrait, de facon complétement équivalente, demander que la
convergence soit normale. Cela découle des propriétés du rayon de convergence d'une telle série que
nous ne rappellerons pas ici.

Evidemment, tout polynéme est une fonction analytique. Plus généralement, la grande
majorité des fonctions usuelles est analytique et les développements limités classiques donnent
les séries enti¢res correspondantes.

Exemple. Les fonctions suivantes sont analytiques sur leur domaine de définition; on rappelle
ci-dessous leur développement en série entiére en zéro.

exp(x)zzk—!xk T~ :Zxk
k=0 k=0
(l—i-x)d:Za(a_l)';('a_k—i_l)xk —log(l—x):Z%xk
k=0 k=1
cos(x) = S (_I)kxzk sin(x) = S ﬂxMJrl
(x) ; (2k)! (=) ;(Zkﬂ)!

Proposition. La somme, le produit et la composition de fonctions analytiques sont analytiques.

Théoreme. Linverse dune fonction analytique est analytique sur son onvert de définition.
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Démonstration. Auvoisinage de tout réel # € R vérifiant f'(#) # 0, il suffic d*écrire :

1 1

Slatx) f)+(f (u+x)—f ()

:f(lu)<xH 1ix>°<xHW>

O

Afin de construire explicitement une fonction de classe 6 *° non analytique, on doit donc
avoir recours & une approche originale. Lexercice ci-dessous est archi classique; on gagnera a en
rédiger proprement la solution.

Exercice. Montrer que la fonction x — exp (—x—lz) admet un prolongement par continuité
f R — R Montrer que | est dérivable sur R et calculer explicitement sa dérivée. Faire de méme
pour la dérivée seconde. Montrer que f est de classe 6 (R, R) et vérifie f *)(0) = 0 quel que soit
k € N. En déduire quelle nest limite de sa série de Taylor sur ancun voisinage de zéro.

Exercice. Montrer que la seule fonction analytique dont les zéros admettent un point daccumula-
tion est la fonction nulle.

5.2 Solutions analytiques

Naturellement, la dérivation et I'intégration sont des morphismes de 'algebre des fonctions
analytiques vues comme leur série entié¢re en un point. Pour simplifier les calculs, on choisit
généralement zéro pour ce point.

Proposition. Soit une fonction analytique de série entiére 352 f, x*.

Sa dérivée est analytique de série entiére > o | k fx*7L.

Sa primitive est analytique de série entiére > oo | 7 frx* .

On peut chercher des solutions analytiques d'équations différentielles sous la forme de
séries enticres. Parfois, on peut reconnaitre la fonction analytique correspondant a la série
entiere obtenue. Parfois, la série entiere obtenue nous permet détudier déventuelles fonctions
solutions.

Exemple. Soit [équation différentielle y' = x y. Une solution analytique en zéro de série entiére

S0 o foxt satisfait
N k N k
-1
E kfx" =x Z fix"s
k=1 k=0
cette égalité peut aussi sécrire coefficient par coefficient et revient donc an systéme

f1=0
(k + 1)f/e+1 :f/‘efl
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Les solutions [ admettent donc le développement en série entiére

f(0)< +—2+2x44 2266 )

—f<o>i L
=

Exercice. Trouver toutes les solutions analytiques de x*y’ = y.
Etsi lon effectue le changement de variable t = x —17

Exercice. Trouver [unique solution de y' = y* vérifiant y(0) = 1.

Exercice. Résoudre [équation différentielle x y” = y' —4x3 y. On pourra s'intéresser séparément
aux solutions vérifiant y(0) = 0 puis y”(0) =0

. 7. . s 1 1 ’3 S .
Exercice. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére - + 5+ 155 o puis

montrer quelle satisfait une équation différentielle linéaire du premier ordre. En déduire lidentiré

1 —,
Ttmtmsto=le

5.3 Equations analytiques

Définition. Une équation différentielle est analytique si elle sécrit sous la forme y<”) =
Fy sy D) oik £ est une fonction analytique de R x R” dans R.

On pourrait définir la notion de fonction analytique en plusieurs variables, mais, pour les
objectifs modestes de ce cours, il suffira de savoir quune équation différentielle linéaire dont
les coeflicients sont analytiques est, elle-méme, analytique.

Théoréme. Les fonctions solutions d'une équation différentielle analytique sont analytiques.

Démonstration. Supposons que [équation différentielle y(”) =f(¢, y/, ey (n-1) ) est défi-
nie au voisinage de # = 0 et caractérisons-y toutes les solutions analytiques par leur développe-
ment en série entiere :

Z /en_f Zf/; Zkf/;xk_l’-“Z —-f/;x/c—nﬂ
=n k=1 k=n—1 (/C—ﬂ+1)'

Les fonctions analytiques étant infiniment dérivables, le théoreme de Cauchy-Lipschitz
sapplique et montre qu'il existe une unique solution pour chaque condition initiale, c’est-3-dire,
pour chaque z-uplet (fy, 1, ..., f,_;) fixé. L¥égalité de séries enticres ci-dessus exprime alors
chaque coefficient f;, pour # > 7 en fonction des coefficients dordre inférieur, ce qui par
récurrence définit une série entiére.

Pour montrer que cette série converge sur un voisinage de zéro, il faut voir que, la fonction
vy étant analytique, son rayon de convergence est non nul. Ses coeflicients sont alors bornés
par une puissance &€ et c'est donc aussi le cas des coeflicients que donne la récurrence. La série
obtenue a ainsi elle méme un rayon de convergence non nul. O
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Chapitre 6

Equations aux dérivées partielles

Les équations différentielles ordinaires ne permettent de quantifier des variations quen une
variable. De nombreux phénomeénes physiques évoluent cependant de manicre indissociable
dans le temps et dans l'espace; c’est notamment le cas des équations de diffusion (chaleur, ondes)
et découlement (fluides).

Pour modéliser ces phénomenes, on peut développer une théorie des équations différentielles
portant sur les dérivées partielles de fonctions & plusieurs variables. Contrairement au cas
ordinaire, nous verrons que peu de résultats sont connus pour celles-ci.

6.1 Définition

Définition. Une équation aux dérivées partielles est une équation du type

axlxlxl u(x)’ axlxlxzu(x)’ et axlxlx,( u(x)’
)=0

otk Linconnue u est une fonction de €”(R*,R). Son ordre est celui de la plus grande dérivée
partielle dont elle dépend.

Une telle équation est dite linéaire si la fonction [ lest 4 x fixé.
Exemple. Léguationd u(x,y,z)+ 9}/2 u(x,y,8)+ 0, u(x, y, z) = 0 est linéaire dordre deux.
Exercice. Quel est [ordre de léquation (3, u(x, y))*+ (9, u(x,y ))* = 07 Quels sont ses solutions ?

Exercice. Quel est [ordre de [¢quation u(x, y)+ x0, u(x,y) =072 Quels sont ses solutions ?

6.2 Symétrie des dérivées mixtes

Théoréme. Soit u une fonction d'un ouvert U C R?* dans R. Si les dérivées partielles 9, et
9, 1 sont définies et continues sur U, alors elles y sont égales.

33



Ce théoreme ce généralise naturellement aux dérivées partielles d'ordre supérieur. Lordre de
dérivation n'a donc pas d'importance ce qui permet déliminer la moitié des termes de Iéquation
dans la définition ci-dessus.

Exercice. Soit u unefonction de R* dansR. En supposant quelles soient toutes définies et continues,
combien admet elle de dérivées partielles dordre r ?

6.3 Existence et unicité des solutions

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz n'admet pas de généralisation aux équations aux dérivées
partielles. Seul le résultat ci-dessous donne une réponse satisfaisante 2 la question de lexistence
et unicité des solutions, mais malheureusement dans un cadre bien trop restreint.

Théoréme (Cauchy-Kowalevski). Considérons une équation aux dérivées partielles vectorielle
y q
quasi linéaire

1

9, u(x)=b(x,u(x)) +i4k(x, u(x))z?xk u(x)
k=2

dinconnue u : x = (x,...,x,) € R” > u(x) € R™. On suppose que ses coefficients sont des
fonctions analytiques a,, . . ., a,) définis sur un ouvert U C R” xR™ et 4 valeurs dans Mat R)
et que son second membre b est analytique défini sur U et a valeurs dans R™.

—
Alors, pour toute condition initiale de la forme
#(0,%y,...,%,) = thy(%y, ..., X,)

ots uy est une fonction de R"™" dans R™ telle que le couple (x, u(x)) soit dans U pour tout
x = (0,%,,...,x,), i existe une unique fonction analytique solution u définie sur un ouvert
contenant la condition initiale.

On peut le restreindre au cas des fonctions 4 valeurs réelles en posant 72 = 1.

6.4 Equations linéaires d’ordre un
q

De nombreuses méthodes permettent d’attaquer avec plus ou moins d’efficacité des types
déquations aux dérivées partielles plus ou moins particuliers. Nous allons ici nous pencher sur
le cas des équations différentielles linéaires dordre un et présenter la méthode dite des courbes
caractéristiques.

Définition. Une équation aux dérivées partielles linéaire dordre un en deux variables est de
la forme
ad u+bo u=c

otva, b, c et u sont des fonctions de deux variables (x, y) € R?* dans R.

Définition. On appelle courbe caractéristique d'une fonction u : R* — R toute arc paramétré
@ : R — R? telle que u o ¢ est constante.

Soit # : R* > Ret ¢ : R — R?* deux fonctions dérivables. On note ¢(#) = (a(z), 5(2)).

Alors la dérivée de # o ¢ vaut

9, (u(a(t), B(x)=a'(¢)- a,u(a(t), B(1) + B'(2) - 9, u(a(r), B(2)).

Ainsi dong, I'arc ¢ est courbe caractéristique de # si et seulement si la quantité ci-dessus est
nulle. Lorsque # désigne une solution inconnue d’une équation aux dérivées partielles, on
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peut parfois trouver des couples (@, ) explicites annulant I'expression ci-dessus. Les courbes
caractéristiques ainsi exhibés apportent alors des informations sur la forme générale de toute
solution #.

Exemple. Pour c € R fixé considérons léquation cd, u + 0, u = 0 dite de transport. Un arc
paraméiré dérivable ¢ = (a, B) est courbe caractéristique d'une solution u si et seulement si
9, (u(a(t), B(¢))) =0, soit encore, si et seulement si

(1) 9, u(a(t), B(2)+ () 3, u(a(r), 5(¢)) = 0.

Diapreés léquation différentielle, cette quantité sannule lorsque &' (t) = ¢ et 3'(¢) = 1. Quel que
soit d € R, [arc paramétré t — (ct + d, t) est donc une courbe caractéristique. Ainsi, toute
solution u vérifie donc u(ct +d,t) = u(d,0) quel que soit d. En posant x = ct +d et y =t
on en déduit u(x, y) = u(x —cy,0).

Ainsi, toutes les fonctions solutions u sont de la forme v(x — c y) avec v € €' (R, R). Chacune
est entiérement déterminée par sa condition initiale en y = 0, 4 savoir la fonction u(x,0) = v(x).

Exercice. On considére [équation aux dérivées partielles dite de Bateman—Burgers 0 _u+ud u =

0. Procéder pareillement afin de montrer que toutes ses fonctions solutions définies sur R* sont
constantes.

35



Chapitre 7

Problémes

7.1 Cauchy-Lipschitz
Exercice. Etudier [¢quation différentielle y' = sin(x + ).

Exercice. Etudier [¢quation différentielle y' = tan(y — x). Voir la figure 7.1.

Exercice. On considére léquation t y"'—(t +4)y’+2y = 0. Déterminer ses solutions polynémiales
P et montrer que pour chacune t — P(—t)exp(t) est aussi solution. Montrer que les solutions
définies sur |0, + 00| forment un espace vectoriel dont on donnera une base. Montrer alors que les
solutions définies sur R entier forment elles aussi un espace vectoriel; prouver que sa dimension
est strictement supérieure 4 deux. Pour quels vecteurs (a, [3) € R? existe-t-il des solutions sur R

vérifiant y(0)=a et y'(0)= 37

Exercice. Montrer qu'il existe une unique solution maximale y vérifiant y' = y*—x et y(0) = 0.
Calculer y'(0) et y”(0) puis justifier que y est de classe ‘€ ; on note dorénavant la, b son
intervalle de définition. Montrer que y*(x) < x pour tout x €)0, b[. En déduire que y est
décroissante sur 0, b[. Montrer que, si b est fini, alors y/ est borné; en déduire que b = +o00.
Montrer quil existe a > 2 tel que y'(a) > —1. Prouver que, pour tout x > o, on a y(x) <
—+ x — 1. En déduire la limite de y en linfini. Faire enfin un dessin; voir la figure 7.2.

Exercice. On modélise [évolution de la population y de thons dans le pacifique par [équation
y' =y —y*—c; les trois termes du membre de droite représentent respectivement la reproduction,
la quantité limitée de nourriture et la péche. Etudier le comportement asymptotique de y en
Sfonction ¢ € R, et de sa valeur initiale y(0).

Exercice. Soit x une solution maximale de x' = x*(x* — 1). Montrer que si x(0) < 1 alors elle
est définie sur R entier. Si x(0) > 1, montrer que 1/ x est de dérivée majorée par une constante
strictement négative. Conclure en réalisant un dessin le plus complet possible.

Exercice. Montrer que pour tout x € RY, il existe un unique réel W (x ) vérifiant W (x)e'V ) = .

On admet que la fonction dite W de Lambert ainsi définie est C*° (R, R?). Montrer quelle
. 2y . 128 . / _ N o . 4, . .

satisfait [equation différentielle y' = T Etudier cette équation et esquisser les graphes de ses

solutions. Consulter la figure 7.3.
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FIGURE 7.1 — Champ de vecteurs et solutions de I'équation différenticlle y” = tan(y — x). En
rouge, le complémentaire du domaine ot Cauchy-Lipschitz s'applique.
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F1GURE 7.3 — Champ de vecteurs et solutions de I'équation différentielle y

la fonction W de Lambert.
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FIGURE 7.4 — Champ de vecteurs et solutions de Iéquation différentielle y” = cos(y) + cos(x).
En rouge, les solutions périodiques.

Exercice. Etudier [¢quation x” = cos(x') + cos(x). On se raménera & un systéme de deux
équations différentielles dordre un. On déterminera alors lesquelles de ses solutions constantes 3
sont stables, cest-a-dire vérifientNe > 0,35 > 0, | X (0)— S| < n = | X =S| < e Alim X =
B en considérant les valeurs propres du linéarisé en 3 du systéme.

Exercice. On considére léquation y' = cos(y) + cos(x). En déterminer toutes les symétries.
Montrer que toute solution y est croissante (vesp. décroissante) au voisinage de a lorsque y(a) = 0
(resp. y() = 1) ; on pourra saider dun développement limité. En déduire que toutes les solutions
sont bornées et définies sur R. Montrer enfin que cette équation admet des solutions périodiques;
on pourra pour cela voir qu'il suffit que y(0) = y(27). Consulter la figure 7.4.

7.2 Calcul

Exercice. Déterminer les solutions de léquation différentielle x*(x y’ — y) = y* — x* en posant

x =pcost
y =/osin<9

Exercice. Résoudre [équation différentielle

y(s) +3y(4) + Sy(3) +7)/(2) +6y +2y=¢".

7.3  Systemes

Exercice. Considérons les petites oscillations d'un pendule dans lespace usuel.
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Notant x et y les déviations du pendule suivant les deux axes horizontaux, on a x"” = —x et
y" = —y. Transformer ces deux équations du second ordre en quatre équations du premier ordre
(4 quatre variables).

Montrer que la somme des carrés de ces quatre variables est constante, cest-d-dire que les
trajectoires sont sur des sphére: centrées en 0.
Montrer que les trajectoires sont des grands cercles de ces sphéres.

Noter routefois que tous les grands cercles ne sont pas des trajectoires.
Exercice. On considére le systéme dégquations différentielles

/

X=x—y—2+p)z
Yy =x—y—(2+3p)z
Z'=y+(3+p)z

Le résoudre pour p = 2.

Le résoudre pour p = 1.

Le résoudre pour toutes les autres valeurs de p.

Déterminer explicitement lunique solution vérifiant (x, y,z)(0) = (1,0,0).

Exercice. Résoudre
x'=4x+2y+e’
Yy =—x+y+t

Exercice. Montrer que la norme des solutions X du probléme différentiel X' = AX pour A €
Mat, (R) est constante si et seulement si A est antisymétrique.

7.4 Débrouillardise

. Lo 1 L 2
Exercice. Trouver toutes les applications €' (R%, R) vérifiant, pour tout (x, y) € (R%)%,

x

£ (2)=re-10)

J

Exercice. Notons D [opérateur de dérivation des fonctions réelles de classe € .
Pour tout polynéme P € C[X |, montrer quiil y a équivalence entre :

— les racines de P sont toutes de partie réelle strictement négative;
— pourtout [, si P(D)(f) =, 0, alors ff — 0.
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