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Introduction

Ce recueil rassemble des exercices de mathématiques pertinents dans le contexte des in-
terrogations orales en classes préparatoires, communément appelées colles. Il est subdivisé en
sections qui correspondent a celles du programme d'enseignement ofhiciel [1, 2].

La correction est omise car elle ne revét aucun intérét : cest seulement en cherchant
activement quun étudiant pourra saméliorer. Les énoncés de cet ouvrage ont été soigneusement
sélectionnés pour offrir de multiples pistes de recherche et de réflexion. En particulier, aucun
exercice A astuce n'est inclus A l'exception des absolument incontournables.

Note de l'auteur.  En 2006 javais d¢ja rédigé un recueil dexercices de colles. Beaucoup ayant
chang¢ depuis, j’ai préféré repartir de zéro pour celui-ci. L'intersection de ces deux documents
est néanmoins significative. Voir :

Gaetan B1ssoN. Colles de mathématiques en classes de MPSI & MP™.

Lycées Louis-le-Grand et Chaptal; Paris, 2006.
https://gaati.org/bisson/tea/colles-old.pdf



Table des matiéres

Introduction

Premier semestre

Raisonnement et vocabulaire ensembliste . .. ........... ... ... .....

Compléments de calcul algébrique et de trigonométrie . . .. ..............

Nombres complexes .

Techniques fondamentales de calcul différentiel etintégral ... ... ... ...

Nombres réels et suites numériques . . . . ... ...

Fonctions d’'une variable réelle : limites et continuité, dérivabilité, convexité. . . . .

Arithmétique dans l'ensemble des entiers relatifs . ... .......... ... .. ..

Structures algébriquesusuelles . .. ... ... o o o o

Calcul matriciel et systemes linéaires . ... ... ... ..

Polynémes et fractions rationnelles ... ....... ... .. ... o L

Second semestre
Analyse asymptotique

Espaces vectoriels et applications lindaires . ... ......................

Matrices . .......

Groupe symétrique et déterminants . . . . ... ... ...

Intégration . . . .. ..
Dénombrement . . .
Probabilités . .. ...

Espaces préhilbertiensréels ... ... . Lo o

Procédés sommartoires diSCrets . . . . ..o vt v it e

Fonctionsdedeuxvariables . .. ...... ... ... .. . . .. . ...

Troisiéme semestre

Séries numériques et vectorielles . . ... ... L o o L

Suites et séries de fonctions . . . . ...

Séries enticres . . . . .

Structures algébriques usuelles (bis repetita) ... ... ... .
Réduction des endomorphismes et des matrices carrées. . . ... ... . ... ..

Topologie des espaces vectorielsnormés . ... ....... .. .. . L ...

Fonctions vectorielles

[

0 00 N1 NI G\ W W R

10
10
11
11
12
12
13
13
14
14

15
15
15
16
16
16
18
18



Quatriéme semestre 20

Intégration sur un intervalle quelconque . .. ... .. Lo o oL 20
Endomorphismes dun espaceeuclidien. . . .. ...... ... .. Lo L oL 20
Variables aléatoires discrétes . . . . . ... . 21
Equations différentielles linéaires . . . .. ...... ... . ... ... 21
Calcul différentiel et optimisation . . ... ..o 22
Bibliographie 23



Premier semestre

Raisonnement et vocabulaire ensembliste

1. Soient A, B et C trois ensembles de cardinal k. Supposant |ANB|=|BNC| =k —1, que
direde |[ANC|?

2 (ordinaux de von Neumann). Oz considére la suite densembles f, = @ et f, ., = s(f,) ot
s(E)=E U{E}. Montrer f, C f, < k < L. Considérant co = U/eeNf/f’ montrer o G s(ew).

3. Soit [ : N* — N* une fonction vérifiant f(n + 1) > f(f (n)) pour tout n. Montrer par

récurvence sur n limplication f(m) < n = m < n. En déduire { =id.

4. Pour toute fonction [ : E — E onnote c(f)=#{x € E : f(x) = x} son nombre de points
fixes. Caractériser les ensembles finis E vérifiant #E = # { feEE c(f)= 1}.

S. Soient B et C deux ensembles. Montrer que lassertion |B| > |C | est équivalente 4 la proposition

IfeCENAVheCLIgeBLh=Ffog.

6 (théoréme de Cantor-Bernstein). Soient f : X — Y et g : Y — X deux applications
injectives. Construire une application bijective de X vers Y. On pourra poser Xy = X \ g(Y') puis
Y, =f(X,) et X, = g(Y}); montrer alors que f réalise une bijection de| ) X), vers| ) Y.

7. Sur RR on défini f R g lorsque les quantités f(x)/g(x) et g(x)/ f(x) sont toutes deux
bornées lorsque x — oo. Montrer que cest une relation dégquivalence. Montrer quelle admet une
infinité de classes infinies.

Compléments de calcul algébrique et de trigonométrie
8. Dériver lexpression exp(sin(log(x))).

9. Dériver Lexpression log(cos(exp(x))).

10. Simplifier lexpression 37 _ (—1) k.

11. Simplifier lexpression 3% sin(k0).

12. Simplifier lexpression >, _, >_, min(k, £).

13. Simplifier lexpression 35 _, >7,_; |k —£|.

14. Démontrer Lidentité (f - g)") =37_ Ckf8). g0n=k),



Nombres complexes

15. Résoudre en z € C léquation ¢* =7z.

16. Résoudre en z € C [équation e*” = 1.

17. Soit n € N. Caractériser lensemble des nombres complexes z € C vérifiant z” +1 = 0.
18. Déterminer tous les couples (a, b) € C* pour lesquels a” — b™ converge.

19 (réseau de Fibonacci). Soit ¢ > 1 un réel et n > 1 un entier. On considére dans C la

partie finie
P R

Déterminer la plus petite distance entre deux points de F,. Discuter du choix ¢ = 145

2

Techniques fondamentales de calcul différentiel et intégral
20. Encadrer la quantité [ sin(sin(x ))d x.
21. Résoudre léquation différentielle y" + y = cos(x)? par variation de la constante.

. . 0l e
22. Soient k et € deux entiers. Que vaut la quantité [ x*(1—x)! d x ? Quobtient-on en effectuant

le changement de variable t = sin(x)* ?
23 (irrationalité¢ de 7). Supposons mw = § avec a,b entiers. On considére la quantité
1L (7, .»n

=i Jo %7 (bx —a) sin(x)d x. Montrer que cest un entier qui tend vers zéro lorsque n tend vers

Uinfini. Conclure.

24. Déterminer toutes les fonctions y € € (R, R) vérifiant xy’ = x + y et y(0) = y(1).

25. Soit y une fonction vérifiant y' = y [x + /x ; que dire de son comportement en zéro ?
26. Existe-t-il des fonctions réelles vérifiant y*) + y" = t et y(0) = y'(0) = y”(0) =07

27. Caractériser explicitement les fonctions [ %I(R:, R) vérifiant [ (;—‘) =f(x)=f(y)
28. Caractériser explicitement les fonctions [ € CYR,R) vérifiant f o f = f.

Nombres réels et suites numériques

29. Montrer que Uintersection de deux intervalles de la forme [a, B avec & < [3 est de cette
méme forme.

30. Montrer quesi I C R est un intervalle contenant zéro, lensemble {x € R : x* € I} en est
un aussi.

31. On étend tout opérateur ® sur R aux partiesde R par A®B ={a® b :a€ 4,b € B}.
Exprimer sup(A+ B), sup(A—B) et sup(A - B) en fonction de sup A4, sup B, inf A et inf B.

32. Démontrer linégalité |E(x)—E(y)| < |x —y|+ 1.

33. Montrer que la partie {2% sk € Z, € € N} est dense dans R. Et son complémentaire ?



34. Etudier la convergence de la suite uy =1 et u,, | = sin(u,,), puis celle de la suite vy = 1 et
v, = sin(sin(v,)) et enfin celle de la suite wy =1 et w, | = cos(cos(w,,)).

35 (moyenne de Cesaro). Oz dit quune suite (x,)), . converge au sens de Cesdro lorsque la suite
de terme général L (x| + x, + -+ + x,) converge. Montrer qu'une suite convergente converge au
sens de Cesaro. Que dive de la réciproque ?

36 (fraction continue). Montrer que la suite définie par xy = 1 et x; ., = 1+ é converge et

déterminer sa limite; on la note

1

1

1+

1+
1+

Erablir que tout réel irvationnel sécrit de maniére unique sous la forme

+ 1
4
a, +

T
a,+—

avec ay € Z et a, € N* pour k > 0. Quid des rationnels ?

37 (théoréme de Beatty). On appelle densité dune partie X de N* la limite, lorsquelle existe, de
la quantité L |X 0 {1,..., n}|. Donner une partie nadmettant pas de densité. Montrer que la
densité dune union disjointe est la somme des densités. Pour x € R donné, calculer la densité de
X, ={E(nx):n € N*}. En déduire que N* est lunion disjointe de X, et X si et seulement si x

et y sont irrationnels et vérifient ﬁ + i =1

Fonctions d’une variable réelle : limites et continuité, dérivabi-
lité, convexité

38. Etudier la continuité de la fonction x € R — E(x) + (x — E(x))*.

39. Soit [ une fonction vérifiant f(0) > 0 et f(1) < 0. On suppose qu’il existe une fonction
continue g telle que [ + g est croissante. Montrer que | admet un zéro sur 10, 1].

40. Pour quels entiers n existe-t-il une fonction réelle continue prenant exactement n fois chaque va-
leur?

41. Soit [ € €°([0, 1], R) vérifiant f(0) = f(1). Montrer que pour tout n € N* [équation
f(x+L)= f(x) admet une solution. Que dire pour f (x) = x — sinprex) lorsque n e R\ N?

sin(n7)

£Gsin(x)

42. Soit [ : R — Rune fonction continue. Montrer que converge en x — 09,

43. Caractériser toutes les fonctions f : R — RuérifiantV(x, y) € R?, f(x+y) = f(x)+f ().

44. Montrer que la fonction x — exp (—l / xz) est prolongeable par continuité en zéro; on note

[ son prolongement. Calculer f' puis f”'. Calculer f")(0) pour tout n € N.

45. Déterminer les triplets (@, B, k) € R x R x N pour lesquels la fonction x — x*sin(x?) est
de classe €* (R, R).

46. Soit f € 6°(R, R) une fonction bornée. Montrer que si f'*) admet un nombre fini de zéros
alors ) tend vers zéro en 00 pour 1 < £ < k. En déduire que f*) admet au moins k — 1 zéros.



47 (fonctions convexes). On note m(f) lensemble sur lequel une fonction [ réelle atteint
son minimum. Montrer que si f est convexe il sagit d'un intervalle. On considére dorénavant
forx— S0 x —a,|P aveca € R” er B € R fixés. Montrer que pour 3 > 1 il sagit d'une
fonction convexe. Expliciter alors m(f).

48 (inégalité¢ de Jensen). Soit [ une fonction réelle continue sur un intervalle [a, b et  une

fonction réelle convexe surim(f ). Etablir I'inégalité ¢ ( 7 1 - fﬂb f ) <3 1 - ff dof.

49. Soit f € €' (R, R,). Démontrer que \/ f est dérivable si et seulement siNx €R, f(x) =
0= f'(x)=0.

Arithmétique dans 'ensemble des entiers relatifs

50. Montrer que pour tout k donné il existe n € N tel que lensemble {n + 1,n +2,...,n +k}
ne contienne aucun nombre premier.

51. On note o la fonction associant a chaque entier la somme de ses diviseurs positifs; on a par
exemple 0(4) = 1 + 2+ 4 = 7. Montrer que si n et m sont premiers entre eux alors o(mn) =
o(m)o(n). En déduire que les entiers pairs n vérifiant o(n) = 2n sont exactement ceux de la
forme 2571 (2% — 1) 0s 2% — 1 est premier.

52 (formule de Legendre). Soit p un nombre premier et n un entier naturel. Montrer l'identité

vp(n!)=2{iJ.

k
fen-LP
En déduire par combien de zéros lécriture décimale de (107)\ se termine.

53. Montrer que tout nombre entier premier avec dix posséde un multiple dont [écriture décimale
se compose exclusivement du chiffre neuf.

S4. Que dire du comportement asymptotique de la suite o(n)/n ?

55. Montrer pour tout n € N la formule n = 32, o(d). Si p est premier, en déduire que
(Z] pZ)* contient au plus o(d) éléments dordre d. Conclure que (2] pZ)* est cycligue.

56. Soit p > 2 un nombre premier. Montrer pour tout k € N* lexistence d'un entier u premier
ap tel que(1+ p)?"* = 1+ up**'. En déduire que 1 + p est dordre p*=" dans (2] p* Z)*. Avec
Lexercice précédent, conclure que (Z.] p* Z)* est cyclique.

Structures algébriques usuelles

57 (transformations linéaires du plan). On considére le groupe des bijections de C dans lui-méme.
Montrer que chaque ensemble ci-dessous en est un sous-groupe commutatif :

— 9={2— pz:peR"}

— R={z—¢P2:0R}

— ¥ ={id,z >z}
Déterminer leurs sous-groupes finis. Montrer que DU R et D U .S engendrent chacun un sous-
groupe commautatif, mais que ce nest pas le cas de B U .S,

58. Montrer que lensemble des fonctions [ : 7 — Z vérifiant | f (x)— f(y)| = |x — y| quels
que soit (x, y) € Z? est un groupe pour la composition dont on caractérisera tous les sous groupes.



59 (groupe quotient). Soit G un groupe et H un sous-groupe notés multiplicativement. Montrer
quon définit une relation dégquivalence en posant xRy <> xy~' € H. Montrer que chaque
classe a exactement | H | éléments. Supposant que, pour tout x, on a x Hx' = H, montrer quon
définit une loi de groupe sur G [ R en posantx @ y = x7y.

60 (théoreme chinois). Soit G un groupe dordre pq avec pged(p, q) = 1. Montrer que G est
isomorphe au produit de ker(x — x?) et ker(x — x7).

61. Quevaut lasommey .z, ., xk?

Calcul matriciel et systemes linéaires

62. Montrer quune famille (a,b,c,d) € R4 vérifie ad — bc # 0 si et seulement si, pour tout
couple (u,v) € R?, le systéme

ax+by=u
cx+dy=v
admet un unique couple (x, y) solution.
63. Pour quels nombres A € C le systéme ci-dessous admet-il une unique solution ?
1+Ax+y+z=1
x+(1+A)y+z=1
x+y+(1+A)z=1
64. Déterminer toutes les matrices A€ M,(C) telles que A = id. De méme pour A* = id.
65. Lensemble des matrices nilpotentes est-il stable par la somme ? Et par le produit ?

66. Caractériser toutes les matrices nilpotentes de 7, (C).

67. Calculer Uinverse des matrices ci-dessous.

1 0 1 2
-1 1 2
0 2 -1
1 2 -1
2 -1 0
2 -1 1
2 -1 0

Polyndémes et fractions rationnelles

68 (critere d'Eisenstein). Soit p € P un nombre premier et P(X) =3"%_  a, X* € Z[X | un
polynome vérifiantNk €{0,...,n— 1}, p | a, ainsique p Y a,, et p* }ay. Montrer qu'il wexiste
ancun couple (Q (X), R(X)) € Q[X ] de polyndmes non constants vérifiant P(X ) = Q (X)R(X).

69 (identités de Newton). Considérons un polynéme complexe unitaire scindé 4 vacines simples;
B . " ) o ,
on note (x;)!_, ses racines et (¢, ), _, ses coefficients. Montrer que ¢, sexprime comme un polyndme

de degré k + 1 en les x,.

70. Montrer qu'un polynéme P est premier avec sa dérivée P’ si et seulement s'il nadmet pas de
Sfacteur carré.



71. Montrer pour tout couple (P, Q ) de polynémes de degré d vérifiant Q (0) # 0 lexistence d'une
unique suite (@) pour laquelle P(X) = Q (X)3}_y 2, X* + o(X"). Montrer que toute suite
récurrente linéaire homogéne dordre d sobtient ainsi.

72. On considére la fonction e : C(X) — CC associant 4 toute fraction rationnelle Q € C(X ) sa
Jfonction rationnelle x € C— Q (x) € C. Montrer quelle est injective mais pas surjective.

73. Déterminer les couples de fractions rationnelles (Q , R) € C(X Y tels que Q (R(X))=X.

k

74. Soit k et n deux entiers. Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle =—.



Second semestre

Analyse asymptotique

75 (théoréme dAlembert—Gauss). Montrer que tout polynéme P € C[X | non constant admet
une racine. On pourva montrer que z € C — |P(z)| € R admet un minimum absolu puis,
notant o une préimage de ce minimum, développer P(a + z ).

76. Calculer le développement limité en zéro er a [ordye trois de exp(sin(x) + cos(x)).
77. Calculer le développement limité en zéro et 4 lordye trois de In(cos(x ) + exp(x)).

78. Calculer le développement limité en zéro er a lordye trois de sin(exp(cos(x))).

sin(x)

79. Calculer le développement limité en zéro et a lordre trois de e

80. Soit () une suite de fonctions réelles. Montrer quiil existe une fonction g telle quen
Uinfini on ait f, = o(g) pour tout k € N.

81. Soit u € RN une suite vérifiant u,,, | = f (u,) pour une fonction f admettant en x =0 un
développement de la forme f(x) = x —ax" + o(x?) aveca > 0 et b > 1. On suppose aussi u,
positif et suffisamment petit. Déterminer un réel & pour lequel la différence u? |
limite non nulle. En déduire un équivalent de u,,. Que trouve-t-on pour f = sin?

— uZ admet une

82 (polyndmes de Bernoulli). Montrer lexistence et lunicité de la famille de polynémes (B,,), oy
satisfaisant lidentité ;f—: =>7 0B, (x)% +0(t")en t — 0 quel que soit n € N. Montrer
[¥galité B, (x)=3"7_, Ckb,_ x* ot b, = B,(0). Calculer B, (x + 1) — B (x) puis en déduire

une relation de récurrence sur les b,,.

83. Soit [ une fonction continue pour laquelle la guantité f (x + 1)— f (x) converge en x — oo.
Montrer que [ (x)/x admet cette méme limite.

Espaces vectoriels et applications linéaires

84. Soient E,, ..., E, des sous-espaces stricts d'un espace vectoriel E sur R. Montrer que E; U
--UE, #E.

) . . L. 1
85. Montrer que lensemble des fonctions [ continues vérifiant f 0 f = 0 est un sous-espace
vectoriel de €° ([0, 1], R). En donner un supplémentaire.

86. Montrer que toute famille de polyndmes (P,,), o vérifiant deg(P),) = k est une base de C[ X ].

87 (formules de Grassmann). Combien y a-t-il de familles libres 4 k éléments dans un espace
vectoriel de dimension n sur un corps 4 q éléments ? Et de sous-espaces vectoriels de dimension k ?

10



88. Sovient E et F deux sous-espaces d'un espace vectoriel donné. Démontrer lidentité dim(E +
F)=dim(E) +dim(F)—dim(E N F).

89. Soient E et F deux sous-espaces d'un espace vectoriel donné. Montrer que s'ils admettent un
supplémentaire commun alors ils sont de méme dimension.

90. Montrer que des sous-espaces vectoriels E,, . . ., E, sont en somme directe si et seulement si
dim(E)) +---+dim(E,) = dim(E, +--- + E}).

91 (suite des images). Soit ¢ une application linéaire. Montrer que la suite rg(p™) est décroissante
et convexe.

92 (polyndmes de Hilbert). On considére lendomorphisme A\ de R[X | défini par P(X) —
P(X +1)— P(X). Déterminer son noyau et son image. On pose maintenant H,(X ) = %X X -
1)+ (X —k +1); montrer Lidentité P(X ) = 3, o (AF) PY(0)H,, (X ). En déduire un méthode
pour calculer 3;_ P (k).

93 (polynémes de Bernoulli et relation de distribution). Montrer que, pour tout n € N, il existe
un unique polyndme B, € Q[ x| vérifiant fyy "B (x)dx = y”. Etablir alors, pour tout entier m,
Lidentité B, (¢t)=m"' 37"\ B, (ﬂ)

m

94. Soient p - E — F et  : F — E deux applications linéaires vérifiant o Yo = ¢ et
& o &b o = . Ensupposant les dimensions finies, montrer que E = ker ¢ & im ¢/

95. Soit p et q deux projecteurs. Montrer que p + q est un projecteur si et seulement si p o g =
q o p = 0. Exprimer alors son image et son noyan en fonction de ceux de p et q.

96. Soient ¢, ..., @, des endomorphismes d'un espace vectoriel E de dimension n. On suppose
b o, =idetSF tg(,) < n. Montrer que ces endomorphismes sont des projecteurs.

97. Soit E un sous espace vectoriel de C” stable par tous les éléments d'un sous groupe fini G de
GL,(C). Si 7t est une projection sur E, montrer que % de(; g oo g\ est un projectenr sur
E dont le noyau est stable par tout g € G.

Matrices

98. Montrer l'inversibilité de toute matrice M vérifiant \m;;| > 30,1, |m; ;| pour tout i.

99. Soit f : M, (K) — K une application non constante vérifiant f(AB) = f(A)f (B) quels
que soient A et B. Montrer quune matrice M est inversible si et seulement si f (M) # 0.

100. Montrer que toute forme linéaire sur M, (K) est de la forme M — t(AM ) avec A €
M, (K). Caractériser celles vérifiant f(MN) = f(NM).

101 (idéaux d'endomorphismes). Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On rappelle que
(End(E), +, 0) est un annean. Caractériser tous les sous-groupes (J, +) de (End(E), +) vérifiant
Vo €End(E), V€T, pocel

Groupe symétrique et déterminants

102. Calculer la somme Y., s o(1). Deméme poury., . o(o(1)).

11



103. On note d* le nombre de permutations de S , admettant exactement k points fixes. Montrer
larelation df = CFd" . En déduire lidentité kd} = nd*=!. Calculer alors le nombre moyen
de points fixes des permutations de & .

104 (résultant). Soient P et Q deux polyndmes de Q[ X |. On pose p = deg(P) et g = deg(Q ).
Ecrire la matrice du morphisme (U, V') € Q[ X]1xQ,y[X]— UP +VQ dansla base
canonique. A quelle condition est-il inversible ? En déduire tous les polyndmes de la forme X3 +
aX + b admettant une racine multiple.

105. Calculer le déterminant des matrices suivantes.

a4
1 - 1
. .. . . 0 1
Aid+ 1 - 1 Aid + a (m>(k,€)e{l ,,,,, n)?
b, b0
Intégration

106. Montrer que toute fonction réelle continue d'intégrale unité sur [0, /2] admet un point fixe.

107. Soit f une fonction réelle, continue et de période 3. Montrer que la quantité | ;H’E f(e)de
ne dépend pas de a.

108 (lemme de Lebesgue). Soit f € €°([a,b],R) et g : R — R une fonction T -périodique.
Montrer que la quantité fﬂb f(2)g(nt)dt tend, lorsque n — oo, vers (% fOT g) ff f.

109. Etant donnée f € €°([a, b],R%) on pose m (f) = (ﬁfjf(x)‘dx)l/s pour tout

s € R*. Déterminer la limite de cette quantité lorsque s — 0, +00 puis —oo.

110 (intégrale de Gauss). Oz rappelle lencadrement (1 — %) < e™ < (14 2)7 valable pour
tout x €[0,n] et n € N. Effectuer le changement de variable x = u* puis intégrer sur [0, \/n].
Donner alors un équivalent de [ (1+ u® )™ d u pour n — oo. On pourra utiliser la formule de

Stirling n! ~ (‘2)” V2rtn. En déduire [égalité [[° e du= ‘/TE
111. Pour quelles fonctions f € €°([0,1],C) a-t-on ( f f(t)dt| = [l1f(e)de?

112. Soit f € €'(I,U) avec I = [0,1]. Montrer que g : x € I — | %dt est dans
€'(I,C). Calculer f(x)exp(—g(x)). En déduire qu'il existe 6 € € (I, R) telle que f = ¢*°.

113. Pour f € €°(R,R), calculer la dérivée de x — f;z xf(xt)dz.

Dénombrement

114. Etant donné un ensemble E de cardinal n, déterminer la quantité’s” ; expe) [AYUBL.
115. Combien de familles de {—1,0,1}" sont de somme nulle ?
116. Combien y a-t-il de fonctions croissantes de {1,...,n} dans {1,...,m} ?

117. Etablir que le nombre r,) de relations déquivalences sur un ensemble 4 n éléments vérifie la
relation de récurrence v, = Z;(l) C f Ty

118. Que dire du nombre de fonctions de la forme f o f avec f : {1,...,n} = {1,...,n}?
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Probabilités

119. Montrer quon définit une relation dégquivalence sur les probabilités d'un univers fini QY en
posant P ~ P’ <= (VE c Q, P(E) =0 < P'(E) =0). Déterminer le cardinal du quotient.

120. Soit P une probabilité sur un univers fini Q). Montrer que pour toute fonction [ : Q0 — Qon
définit une probabilitépar f*P : E C QQ+— P ( fYE )) Caractériser les couples (P, P') vérifiant

3f,p = f*P.
121. Soit (E},) une suite croissante dévénements. Montrer que P(E,, | \ E,) converge.

122. Une urne contient k boules rouges et n — k boules noires avec k tiré uniformément dans
{0,..., n}. On tire une premiére boule; elle est rouge. On tire alors une seconde boule; on note p,,
la probabilité quelle soit rouge. Etablir p,, — 2/3 en n — oo.

123 (estimateur de Laplace). On fixe un réel p € [0, 1] uniformément distribué et on considére
une piéce pipée avec probabilité p dobtenir pile. Effectuant n lancers, on comptabilise k piles.
k+1

.
Montrer que Lespérance de p est alors 7.

124 (probleme du secrétaire). Afin de recruter le meillenr parmi n candidats, on invite chacun
4 une audition permettant dévaluer son mérite x, € Ro i € {1,...,n} dénote son rang de
passage; apreés chaque andition, on doit immédiatement décider dembaucher ou non le candida.
On admet que la meilleure stratégie est de la forme : anditionner les v premiers candidats sans en
embancher aucun ; anditionner les suivants et embaucher le candidat de rangi € {r +1,...,n}
si et seulement si x; > max{x,,...,x,}. On note r, la valeur de r maximisant la probabilité de
recruter ainsi le meilleur candidar. Calculer v, pour n < 5. Montrer quelimr, [n =1/e.

125. Soit (X,), . une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de
loi uniforme sur {—1,+1}; on pose ¥,) = X, +--- + X . Montrer que presque siirement la suite
(Y,),,en prend une infinité de valeurs nulles.

126. Soit une matrice uniformément distribuée dans M (F,) on F, dénote le corps a deux
éléments. Montrer que sa probabilité détre inversible est | T} _, ( 1— o ) Etablir que cette quantité
admet une limite lorsque n — oo. Toujours lorsque n — oo, démontrer que la probabilité qu'une
matrice de M, (C) a coefficients dans {0, 1} soit inversible tend vers un.

127. On modélise larrivée de clients dans une boulangerie par un processus de Poisson : sur tout

3
intervalle de € minutes, la probabilité quexactement k clients débarquent est ukil)e_’w ott la

constante A dénote le nombre moyen de client débarquant par minute. Si lunique serveuse traite
. . X 1 K ..
clients par minute, montrer que le temps dattente moyen est —=—. Quen advient-il si la
“ P > 9 P 2y =) Q

boulangerie embauche une seconde serveuse ?

Espaces préhilbertiens réels

128. Montrer que lespace R” contient k vecteurs v; pour lesquels i +j= <z/l., uj> <O0siet
seulement sik < n+ 1.

129 (matrices de Gram et inégalité I’ Hadamard). Soiz E un espace prébilbertien réel. Pour toute
famille de vecteurs v € E™ on note G(v) la matrice ((v,, v€>)(1c,f)e{l,...,n}2' Montrer que le rang
de la matrice G (v) est celui de la famille v et que son déterminant est positif: Montrer lidentiré
detG(x :v)=|jx — nt})tz detG(v) ot lon aposé x :: v = (x,vy,...,v,). En déduire que
det G(v) < Tllv, || e caractériser le cas dégalité.
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130 (polyndmes orthogonaux). Soit la fonction p : x — v/ 1 — x2 définie sur I =]—1,1[. On
muni lespace R{X | du produit scalairve (P,Q ) = [, PQ p et on applique le procédé dorthonor-
malisation de Gram—Schmidt 4 la base canonique (X*) afin dobtenir des polynomes (P),).
Montrer que P, est scindé 4 racines simples sur 1. Prowver lexistence de deux suites réelles A et
w vérifiant Py = (x + AP, — uy Py_y 5 établir uy, > 0. Montrer que les racines de Py sont
entrelacées avec celles de P,_,. Généraliser ces résultats 4 une classe plus générale de fonctions p.

Procédés sommatoires discrets

131. Pour quels couples (x, y) € R? la série 350 k* y* converge-t-elle ?

132. Soient 372 g ay et D72 by, deux sérvies convergentes a termes positifs. Montrer que la série
> ieo 4 by, converge aussi. De méme pour 377 Z/;:o a,b,_,.

133. Soit f € €' (R,,RY) une fonction telle que % ={¢ < 0enx — oo. Montrer que la

série de terme général f (k) converge et donner un équivalent de son reste.

134 (série harmonique). On pose H, =37} _, +. Etablir que H, —In(n) converge vers un réel
noté y. Montrer léquivalence H, —In(n)—y ~ 5. Poursuivre cette démarche afin dobtenir le

, _ 1 1 i 4
développement H,) = In(n) +y + 5. — 157 + 5507 +o(n").

_ » -1 ) o
135. Déterminer la somme de la série > o2 | % Que devient elle si [on réordonne ses termes
pour alterner p termes positzfv avec q termes negatiﬁ ? Montrer que, pour tout réel € et toute série
réelle (x,) convergente mais non absolument convergente, il existe une permutation ¢ de N pour

laguelle (x

o(n)) admet £ comme limite.

136. Pour tout f € 6°([0, 1], R) montrer que la quantité 1 32 _ (—1)* f (%) converge lorsque
n — co. Et si lon suppose seulement f € €°(]0,1],R)?

137. Lesquelles des familles —=, % + 5, ﬁ et 57 sont sommables pour (a, b) € (N*)*?

Fonctions de deux variables

14



Troisiéme semestre

Séries numériques et vectorielles

138. Soit f € €1 (R,,R%) une fonction telle que ff(( 7 ={ < 0enx — oo. Montrer que la

série de terme général f (/e) converge et donner un équivalent de son reste.

139 (série harmonique). On pose H, = > _ +. Etablir que H, —In(n) converge vers un réel
noté y. Montrer [¢quivalence H — ln( ) y o~ L . Poursuivre cette démarche afin dobtenir le
développement H, = In(n)+y + 5 + +o(n*).

12712 120n*

140. Déterminer la somme de la série > 02 | _n . Que devient elle si [on réordonne ses termes

pour alterner p termes positifs avec q termes négatifs ? Montrer que, pour tout réel £ et toute séyie

réelle (x,) convergente mais non absolument convergente, il existe une permutation @ de N pour
laquelle (x ) admet € comme limite.

141 (produit de Cauchy). Soient deux séries>. x, et> y,. Leur produit de Cauchy est la série
>z, de terme général z, = 37} _ x,y, . Montrer que si les deux séries convergent absolument,
leur produit de Cauchy aussi. Montrer que si les deux séries convergent simplement, leur produit
de Cauchy converge au sens de Cesaro.

Suites et séries de fonctions

142. Démontrer que f, : x € R— 1/ x2 + % est une suite de fonctions €' dont la limite nest
pas €.

143. Etudier la convergence de lasuite fy=1et f, : x €[0,1]— 1+ [ f,_ (£ —£?)d t.

144. En développant le membre de gauche, établir [égaliré fo xdx =372 Bk,

145. Montrer pour x €] — 1, 1{ légalité 3777 | % =— 01 —dt.
146. Montrer pour x € [—1, 1] [égalité 3772 | sin( x)xk = arctan(lf:i:izl)).
147. Montrer, pour x €] — 1,+00[, que la quantité S(x) =>"7 (— - m) est bien définie et

continue. El%dZEV sa monotonie. En déterminer un Eq%ll)ﬂl@i’lf en—1 et en +00.

148. Soient @ € R et n € N*. Pour x € [0, 1] on pose u(x) = n®x"(1 — x). Montrer que la
série de fonctions associées converge simplement. Calculer sa limite lorsque & = 0. Montrer que la
convergence nest pas uniforme pour o > 0.

149. Pour x ¢ Zon pose f(x)=>" ﬁ et g(x)= Sm(m) . Montrer que | — g admet un

prolongement b continue sur R. Soit H lopérateur sur €° ([0, 1], R) associant 4 i la fonction
X =i ( )+i ("H) Montrer linclusion sp(H) C [=2,2], calculer H(h) puis en déduire [ = g.
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Séries entiéres
B

150. Exprimer le rayon de convergence de la série entiére 3 (ac) + y)x* en fonction de celui de

S eyxtetdesréelsa, et y.

151. Soit (F,),c la suite de Fibonacci. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére
[ (%) =S on Fux*. Montrer que f(x) est une fraction rationnelle. Peut-on exploiter cela pour
calculer Fy, ? Quelle complexité aurait-on ?

X2

2 . s . 5 . 2
152. Déterminer le vayon de convergence de la série entiére T + {5 + 155 + - puis montrer quelle

o , . . . . 1 1 1 1 _
mz‘zsﬁzztz une équation différentielle du premier ordre. En déduire lidentiré 1tistmst =
1-¢

f0167Z dt.

153 (théroeme de Liouville). Soiz f (f) = > a, 2" une série entiére convergeant pour tout
>, L, r 6\ —ikb . 1 .

z € C. Montrer lidentité a;, = 527 o f (/oe‘ )e Y40 puis en déduire que si |f ()| est

bornée par un polyndme en |z| alors | est elle-méme un polynéme.

154 (mots bien parenthésés). Un mot formé de lettres « (» et « ) » est bien parenthésé sil est
syntaxiquement correct : « () (()) » lest mais pas « ()) (» ni « ((() ». Montrer que le nombre
¢, de tels mots de longueur 2n satisfait ¢, | = > _ c,¢,_y. Prouver que le rayon de convergence
de f(x) =3, cn ¢, 5" est non nul. Etablir x f (x)* = f (x) — 1 puis déduire ¢, = 25 C;..

Structures algébriques usuelles (bis repetita)

155 (groupe de Priifer). Soit p un nombre premier. Montrer que {z € C : In €N, z?" =1}
est un sous-groupe de C*. Montrer que tous ses sous-groupes stricts sont monogenes. En déduire
qu'il nest pas isomorphe au produit de deux groupes non triviaux.

156 (inversion de Mdbius). On muni lensemble des fonctions N* — C de laddition usuelle et
duproduit f x g :n €N — 3, f(d)g(%). Montrer quon obtient un annean commutatif.
En caractériser les éléments inversibles.

On pose u(n) = (—1)" lorsque n est le produit de r nombres premiers distincts et u(n) =0
sinon. Calculer u x 1 et en déduire [équivalence

f)=3gd) = gn=>u(5)r@.

dln d|n
Déterminer u * id.

157. Notons A lannean des suites 4 valeurs entiéres stationnaires 4 partir d'un certain rang.
Déterminer tous les morphismes de A dans 7.

158. Déterminer tous les idéaux de lannean 7] x .
159. Quels sont les idéaux 4 droite de lannean M, (K) ? Et 4 gauche ? Et les bilatéres ?

160. Soit M € M, (C). A quelle condition sur P € C[x ] la matrice P(M ) est-elle inversible ?

Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

161. Déterminer le polynéme caractéristique d'une matrice inversible en fonction de celui de
som inverse.
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162. A quelle condition sur P € C[x ] lensemble des matrices M € M, (C) vérifiant P(M) =0
est-il compact ? Méme question dans le cas réel.

163. Montrer que A€ M, (R) est nilpotente si et seulement si, pour tout k €N, on a tr(A*) = 0.
164. Caractériser la partie de R[X | formée des polyndmes minimaux des matrices de M, (R).

165 (calcul fonctionnel). Soit f € 6€°°(C,C) et x € M ,(C). Soit P un polyndme interpolant
f sursp(x); autrement dit, si [ (X — A*4 est le polyndme minimal de x alors P*)(A) = f*)(A)
pour 0 < k < k. Onpose J _(f) = P(x); montrer que cette quantité ne dépend pas du polynéme
P choisi. Dans le cas o1 k) < 1 pour tout A, montrer que gﬁ . est un morphisme dalgébre. En
déduire que pour x nilpotent [¢quation (id+y)* = id +x admet une solution y.

166. Montrer que deux matrices Aet B de M, (C) ont k valeurs propres communes si et seulement

si léquation AX = X B admet une solution X € M ,(C) de rang k.

167. Soit M € M, (C). Montrer que le sous espace F) = Uk ker ((M -1 id)k) est stable
. ” eN~

par M. Etablir que C" = @#Ec F . Montrer que la projection sur F suivant @ﬂ# F, estun

polynéme en M.

168. A quelle condition sur (a, b) € (R”)? la matrice ci-dessous est-elle diagonalisable ?

0 - 0 g
0 0 a,
by - b, 0

169. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € End(E) diagonalisable. On pose
%:v €End(E)— uov—vou. Montrer que i € End(End(E)) est diagonalisable. Déterminer
ses valeurs propres et ses espaces propres.

170. Montrer qu'une matrice carrée de rang unité est diagonalisable si et seulement si sa trace est
non nulle.

M M
171. Pour quelles matrices M € M, (R) la matrice par bloc < 0 M> est-elle diagonalisable ?

172. Soit E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie. Pour toute application linéaire

@+ E — F on pose ||@]| = sup.cp\ o LeC - pgypsrer que ||| est une norme sur £(E, F).

ll<Il
Montrer quune suite (¢} )yon) € L(E, F)N converge pour cette norme si et seulement si les
matrices des @, convergent coefficient par coefficient. On désigne par A le plus grand module des
valeurs propres complexes de . Dans quel cas a-t-on A= ||| ||| ?

173. Soit .of une algébre de dimension finie munie dune norme || - || sous-multiplicative, cest-d-
dire vérifiant ||uv|| < ||u|| - ||v||. Montrer que 1 — u est inversible dés que ||u|| < 1. Montrer que
lasérie’s”, o\ o converge.

174. Soit u un endomorphisme diagonalisable d'un espace vectoriel E de dimension finie. Prouver
que son endomorphisme adjoint ad(u) € End(End(E)) gui 4 v € End(E) associe u ov —v o u
est lui aussi diagonalisable. Déterminer ses valeurs propres et les dimensions de ses espaces propres.
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Topologie des espaces vectoriels normés

175. Soit E un espace vectoriel réel normé. Pour tour X C E onposedy : y € E — inf _y ||x —
Y |- Démontrer que lassertion dy (y) = 0 équivaunt a y € X. Prouver que si X est convexe alors il
en va de méme pour X. Méme question lorsque X est un sous espace vectoriel.

176. Sur lespace 6°([0, 1], R) on considére les normes N (f ) = sup o171/ (%) ez N (f) =

1 .
o |f (2)|d t. Montrer que tout ouvert pour N, est un onvert pour N, mais que ces deux normes

ne sont pas équivalentes.

177. Montrer que l'ensemble E des suites réelles convergeant vers zéro est un espace vectoriel.
Montrer guon deﬁinit une norme sur E en posant ||x || = sup, oy |5, |. Démontrer que lapplication
x € E — 37N o est bien définie. Montrer quelle est continue pour la norme ci-dessus.

178. Pour toute partie X d'un espace vectoriel normé E on note X' lensemble des points a € E
adhérents 4 X \ {a}. Caractériser le cas X' = @. Montrer X" C X'. Posant X(«) =) hen X @),

peut-on avoir X @+ ¢ X(«)

179 (sous-groupes de R). Montrer quun sous-groupe de R est soit dense soit de la forme xZ. En
déduire que si p est un entier non carré alors la partie fractionnaire de n ./ p pour n € N est dense
dans[0,1].

180. On considére la suite u, = sin(log(n)). Montrer que (u,,, | — u,,) tend vers zéro. En déduire
que lensemble {u, : n € N} est dense dans [—1, 1]. De méme pour v, = n'/? cos(+/n).

181 (théoré¢me de Banach-Steinhaus). Soiz E un espace vectoriel normé de dimension finie sur
R. Montrer que E est un espace de Baire, cest-a-dire que toute intersection dénombrable douverts
denses est dense.

182. Montrer que tout sous groupe de GL (R) admettant lidentité comme point intérieur est
ouvert et fermé. Quen déduire ?

183. Dans lespace M, (R), on considére la partie X = {M € M (R): rg(M) € R}. Donner
une condition nécessaire et suffisante sur R pour que Xy soit ouvert ? Et fermé ? Et compacte ? Et
connexe par arc? Quelle est son adhérence ? Et son intérieur ?

184. Soit C une partie compacte d'un espace normé. Montrer que de tout reconvrement de C par
des ouverts on peut extraive un recouvrement ﬁm’. Soit maintenant fn : C — Runesuite croissante
de fonctions continues convergeant simplement vers une fonction | continue; en considérant les
ensembles {x € C : f(x)— [, (x) < &} pour & > 0 fixé, montrer que la convergence est uniforme.

185. On pose Q = R\ Q. Déterminer lesquelles des parties de R? suivantes sont connexes par

arc:A:QxQU@x@;B:QX@U@XQ.

Fonctions vectorielles

186. Caractériser les fonctions f :[0,1] — R” continues vérifiant [ || f|| = ||[ ]|

187. Soit E un espace norméet f : E — E continue laissant stable un compact et vérifiant

ILf ()= f D < |l = y|| pour tout x + y. Montrer que f admet un point fixe.

188. Soit X une partie compacte non vide d'un espace vectoriel normé E. Prouver que si | :
X — X continue vérifie ¥(x,y) € X%, || f (x) — f )|l = ||x — y|| alors cette inégalité est en
réalité une égalité, puis que f (X ) est dense, puis que f est bijective. Etablir réciproquement que si
|+ X — X est continue et bijective alors cest une isométrie.
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189. O se place dans un espace vectoriel réel E de dimension infinie. Soit C un convexe. Montrer
que toute partie contenant C et contenne dans C est connexe par arc. Soit H un hyperplan.
Montrer que E \ H est connexe par arc si et seulement si H nest pas fermé.

1
190. Pour x = (xy,...,x,) € (RL)" et a # 0 on pose M (x) = (% . xl.‘") " Montrer que
la fonction o — M ,(x) est croissante. Déterminer ses limites en —oo, en 0 et en +00.

191. Soit E un espace vectoriel de dimension n. On veut montrer que, pour toute norme || - ||,
il existe une norme euclidienne | - | vérifiant Vx € E, ||x|| < |x| < V/7||x||. Montrer que cela
revient & prouver que, pour tout compact convexe symétrique K, il existe un ellipsoide B tel que
B c K C /nB. Etant donné un tel K, établir lexistence d'un ellipsoide de volume maximal
inclus dans K. Conclure.
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%atriéme semestre

Intégration sur un intervalle quelconque

192. Montrer que si ¢ est une fonction continue, décroissante et intégrable de R, dans R, alors
la quantité ¢ 32| Dk &) admer une limite en ¢ — 0%,

193 (intégrale de Bertrand). Déterminer les couples (a, 3) € R* pour lesquels la_fonction
x = x%In(x)? est intégrable sur e, ool

194. Sur quels intervalles la fonction x — ﬁ est-elle intégrable ?
195. Déterminer le domaine de définition de g (x) = [;° %d t. Montrer que cette fonction

est lipschitzienne puis bornée.

196 (fonction Gamma). Démontrer que la quantitéY(z) = [[° t*" e~ d t est bien définie pour
tout z € C vérifiant R(z) > 0. Quelle est la classe de cette fonction ? Calculer T(n) pour n € N*.
En posant u = +/t montrer [égalité T'() = \/7t. En déduire une expression pour T(n — 1),

, oo x2-t? . , . .y . .
197. Montrer que la fonction f(x)= [T e d ¢ satisfait une équation différentielle linéaire
dordre un. En déduire que (#+1) o5t une combinaison linéaire de ¥a () et I =1 Prowver alors

_ S . g _ 1
que 4, = 75 vérifie la relation q, = T Conclure enfin que [ (x) = por——
x+

3

X+
4

X+

Endomorphismes d’un espace euclidien

198. Soit o une symétrie orthogonale et o une rotation de R3. Caractériser lisométrie o o poo.

199. Soient u et v deux vecteurs d’un espace vectoriel euclidien de dimension finie. On considére
lapplication x — x — (x, u)v. Quels sont ses espaces propres ? Est-elle diagonalisable ? Donner
une condition nécessaire et suffisante dinversibilité et donner son adjoint. Montrer que pour tout
u # 0 il existe un unique v pour lequel p est orthogonal.

200 (diagonalisation simultanée). Soient u et v deux endomorphismes d'un espace euclidien
vérifiant u o v = v o u. Montrer que les espaces propres de u ainsi que leurs orthogonaux sont
stables par v. En déduire lexistence dune base orthonormée diagonalisant simultanément u et v.

201. Soit 7t un projectenr d’un espace euclidien. Montrer que son adjoint est un projectenr. Montrer
que 7e est orthogonal si et seulement si T = .

202. Soit u un endomorphisme antoadjoint d'un espace euclidien E de dimension finie. Montrer
légalité {(u(x),x) : x € E,||x|| = 1} = [minsp(x), maxsp(x)].
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Variables aléatoires discretes

203. Lensemble des bijections de N sur lui-méme est-il dénombrable ?

204. Montrer que si un ensemble E est indénombrable alors lensemble des fonctions f - E — E
vérifiant f o | = id lest aussi. Montrer que la réciproque est fausse.

205. Onmuni R de la tribu engendrée par les intervalles ouverts. Montrer que pour toute fonction
[ R — R, dintégrale unité on définit une loi de probabilité en posant P (], 3[) = fff(x)d x.

Cette construction permet-elle dobtenir toutes les lois possibles ?

206. Notons c,, le nombre darbres binaires (ordonnés) de taille k et soit F(t) = 3,y ¢,
Leur série génératrice. Etablir léquation fonctionnelle t F(t)* — F () + 1 = 0 puis en déduire
¢, = 75 Ck . Que dire du nombre darbres binaires & k feuilles ?

207 (lemme de Borel-Cantelli). Etant donnée une suite dévénements (E,) on pose F =
ﬂn U 15, Ei (intuitivement < une infinité des E, se réalise » ). Montrer que si 3 P(E ) converge
alors P(F) = 0. Supposant les E;, indépendants, montrer P(F ) =1 dans le cas inverse.

208. On modélise le temps de réponse aux emails pas une loi de Pareto : pour tout ¢ € [1,+00],
La probabilité qu'un email recoive une réponse aprés t heures est (k — 1)t % pour une certaine
constante k > 1. Montrer que lespérance du temps de réponse sachant qu'il est supérieur 4 s est de
%5. Si lon a déja attendu une réponse s heures, combien d'heures supplémentaires doit on encore
attendre en moyenne ?

209 (jeu de Penney). On modélise une suite de tirages pile ou face indépendants comme un mot
binaire infini et on va déterminer la probabilité que le facteur 001 y apparaisse avant le facteur
011. Soit A(x), B(x) et C(x) les séries formelles dont le k* coefficient dénote le nombre de mots
binaires de longueur k respectivement dans lesquels 001 apparait en premier, dans lesquels 011
apparait en premier et dans lesquels aucun de ces deux facteurs napparait. Montrer les relations
142xC =A+B+C et x>C = Aet x>C = x A+ B puis en déduire A(1/2) et conclure.

Equations différentielles linéaires
210. Déterminer toutes les fonctions f € ‘€' (R, R) vérifiantVx € R, f(x)— [ uf(u)du = 1.

211. Résoudre [¢quation différentielle y©® = y.

212. Pour A € M, (R), on consideére le probléme différentiel X' = AX en X € €'(R,R”).
Montrer que la norme des solutions est constante si et seulement si A est antisymétrigue.

213 (théorie de Sturm). Soient y et z deux fonctions tells que y” + py =0 et 2" + gz = 0 pour
p et q deux fonctions de classe 6°(1, R) vérifiant p < q sur un intervalle I. Si « et [3 sont deux
2éros consécutifs de y, montrer que z sannule sur |, ,3 ! Quen déduiresip =g ¢ Etant donné un
encadrement 0 < m < p < M, encadyer la distance entre deux zéros consécutifs de y. On trouve

n/VM < B—a </ m.

214. Soit f €€ 1 (R +» R) monotone et admettant une limite finie en +00 ; montrer que toutes
les solutions de [¢quation différenticlle y" + y = f sont bornées.

215. Sur lespace vectoriel € *° (R, C) on considére lendomorphisme D de dérivation. Montrer
que pour tout polynéme P € C[X | les deux propositions suivantes sont équivalentes.

— Les racines de P sont toutes de partie réelle strictement négative.

— Pour tout [, 5i P(D)(f) = 0, alors f —, 0.
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Calcul différentiel et optimisation

216. Calculer lexponentielle de la matrice <§ 1)

—X

0
217. Calculer lexponentielle de la matrice < g) pour x € R.

218. On considére lexponenticlle de matrices restreinte a lespace 7,7 (R). Quelle en est limage ?
Est-elle injective ?

219. On e place dans lespace vectoriel R” usuel. Soit g : R” — R” une application différentiable
pour laquelle il existe un réel y €10, 1] tel que ||d g || < y. On pose f = id+g. Montrer que f
est injective. Montrer que lim | _, o, L (x)]| = oo.

220. Pour p € R, fixé on considére le domaine D = {x S (R:)” P> i = /o}. Déterminer

les extremums de la fonction D — R : x — 37| x;.

221. Soit f € €°(B,R) de classe €* sur B oi B dénote la boule unité en dimension deux.

IS 1 9? 9% Y-y » .
Supposant Uinégalité Af = = )]:2 + # > 0 vérifide sur B, montrer que | admet un maximum

sur dB. Commencer par le cas A f > 0 et considérer la matrice hessienne.

222 (intégrale de Dirichlet). Montrer que la fonction x — %(x) nest pas intégrable sur R’ en

¢l

valeur absolue. Intégrer la fonction z — “— sur : le segment réel ¢, p; le demi-cercle allant de
p d—p; le segment réel [—p, —¢]; le demi-cercle allant de —c a c. Avece — 0 et p — 00, en

déduire [¢galité f 0°° Sir;ﬁd x=Z
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