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Introduction

Ce cours pose les bases rigoureuses sur lesquelles les mathématiques modernes sont
construites : d’une part, le formalisme; d’autre part, les structures algébriques élémentaires.
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Chapitre 1

Raisonnement et vocabulaire
ensembliste

En mathématiques, il est extrémement important de sexprimer sans ambiguité. On utilise
donc un langage clair et précis et, pour éviter les longues phrases, on a parfois recours a des
formules faisant intervenir des symboles spécifiques.

1.1 Propositions

On appelle proposition tout énoncé dont on peut affirmer qu’il est soit vrai soit faux. Selon
le cas, sa valeur de vérité sera notée V' ou F. Une proposition peut étre écrite avec des mots ou
encore avec des symboles, tant qu'ils sont bien définis.

Exemple. Considérons les énoncés :
— « 243 =5 »: proposition vvaie.
— «2+4=5 » : proposition fausse.
— «2+4x =5 : pas une proposition! (Ca dépend de la valeur de x.)

Seule la véracité d'une poignée de propositions appelées axiomes est admise;; toute autre
affirmation doit résulter d'une démonstration, cest-a-dire de déductions logiques partant de
ces axiomes ou de propositions déja démontrées.

Remarque. Les mathématiques formelles sont construites 4 partir de neuf axiomes seulement,
théorie connue sous le nom de ZFC. Ici toutefois nous accepterons comme axiome toute proposition
jugée suffisamment évidente. Toujours est-il que la véracité de toute proposition non triviale devra
faire lobjet d'une démonstration rigoureuse.

Nous reviendrons bientdt sur cette notion de démonstration mais, avant toute chose, il
nous faut apprendre & manipuler des propositions.

Définition. Soient p et q deux propositions. On appelle :
— négation —p, la proposition vraie si et seulement si (ssi) p est fausse.
— conjonction p N q, la proposition vraie ssi p et q sont vraies.
— disjonction p N q, la proposition viaie ssi lune (au moins) de p ou q est vraie.

— équivalence p <> q, la proposition vraie ssi p et q ont la méme valeur.



— implication p = q, la proposition vraie ssi q est vraie ou p est fausse.

On peut résumer cette définition sous la forme d’une table de vérité; cela consiste 4 énu-
mérer les combinaisons possibles des valeurs de vérité de p et ¢ en indiquant pour chacune la
valeur que prend chaque connecteur logique ci-dessus.

(2 la|-2]ona]ovalrea]r=>a]
VIVIE|] v | v v %

V| F F F
F|V|] V F
F|F \Y% F

<<

F F
F \Y%
\Y% \Y%

Observons que ces opérations présentent une certaine redondance : en les combinant on
peut arriver 4 des propositions équivalentes, cest-2-dire prenant la méme valeur de vérité quelles
que soient celles de leurs variables.

Exemple. Les propositions —p N q et p = q sont équivalentes. Pour le prouver on écrit leur table
de vérité.

(2 ]a]-rvalr=4a]

V|V \Y% A%
V| F F F
FI|V v A%
F | F v v

Exercice. Montrer que la proposition p = q est équivalente 4 ~q = —p.

Plus généralement, on peut transformer une proposition suivant les régles ci-dessous sans
changer sa valeur de vérité. Le lecteur prendra soin de vérifier ces équivalences en écrivant les
tables de vérité correspondantes.

pAp équivauta p
pVP b4
PN qNp
rVyq qVp
PA(gAT) (pAq)NT
pV(gVr) (pVa)Vr
pA V) (pANg)V(pAT)
pV(gAr) (pVg)N(pVr)
—~(pNq) —pV—q
~(pVaq) —pN—q
pA(—P) F
pV(—p) v
=(=p) P
P=1q —pVyq
P (p=>q)N\(q=p)



Ces regles permettent deffectuer des calculs sur les propositions afin de les résoudre ou de les
mettre sous des formes plus propices 4 leur résolution. Leur maitrise est donc indispensable.

Exercice. Développer la proposition —(p N (q V 7). Faire de méme pour —(p = (q V r)) puis
~(p = (q V7))

Exercice. Démontrer la véracité de la proposition ((p = q) N(q = 7)) = (p = 7).

1.2 Prédicats

Les propositions sont les phrases du langage mathématique et, 4 ce titre, portent souvent
sur la structure mathématique fondamentale que sont les ensembles. Le terme technique de
prédicat désigne une proposition portant sur les ensembles, méme si cette appellation est peu
usitée en dehors du cadre de la logique formelle.

Définition. Un ensemble est une collection dobjets définis et distincts, appelés éléments de l'en-
semble. Lorsque lobjet x est un élément de lensemble E, on note x € E et on dit que x appartient
4 E ou encore que x est dans E. (Dans le cas contraire, on note x ¢ E.)

Lensemble qui na aucun élément est appelé ensemble vide et noté .

Exemple. Vous connaissez déja les ensembles de nombres classiques :

— les entiers naturels : 0,1,2,3... N
— les entiers relatifs : ..., —3,-2,—1,0,1,2,3... Z
— les nombres rationnels : ’y—‘ avec x et y entierset y # 0 (un quart, %2, etc.) Q
— les nombres réels : quantités mesurables (nombres décimanx, V2, 7, ete. ) R
— les nombres complexes : a + bi avec a et b véels et pour i vérifiant i* = —1 C

On note les ensembles en écrivant leurs éléments entre accolades, soit en extension (c’est-3-
dire explicitement) soit en compréhension (cest-a-dire en les construisant ou sélectionnant
3 partir d’autres ensembles). Par exemple, I'ensemble des entiers pairs sécrit

{0,2,4,6,8,10,12,...} = {2k : k €N} = {k €N:2 | k}

et celui des rationnels se note
x
Q:{— :er,yEN,y#O}.
Y

Considérons a présent des propositions portant sur des ensembles, par exemple :

— Six estdans @, alors x est dans R.

— DPour tout x dans R, si x > 2, alors x2 > 4.

— Six est dans Z, alors x2 est dans N.

— Il existe un unique x dans R tel que 2x = 1.

— Tout réel admet un entier plus grand que lui.
Elles sont toutes vraies et vous devriez pouvoir démontrer chacune (sauf peut-étre la dernicre)
en moins d’'une ligne. Pour écrire ces propositions formellement, on utilise une notation dédiée.
Définition. On appelle quantificateurs les symboles suivants :

—V « pour tout »,

— 3 «il existe au moins un »,



— 3V «il existe un unique ».
1Ils sutilisent exclusivement suivant le schéma «Nx € E, p(x) » qui se lit « pour tout x dans E,

la propriété p(x) est vérifide ». Ce ne sont pas des abréviations sensées faciliter la prise de note.

La variable qui est introduite par un quantificateur n'est définie que dans la proposition
qui lui succede et nulle part ailleurs. On peut librement la renommer; autrement dit, les
propositions Vx € E, p(x) et Vy € E, p(y) sont équivalentes.

On peut ainsi écrire les cinq propositions ci-dessus :

— VxeQ,xeR.
— VyeRy>2=yr>4
— VzeZz?eN.
— JlzeR,2a=1.
— VxeR,IneNn>x
Remarque. Faites particuliérement attention 4 lordre décriture des quantificateurs. Si on les

inverse dans la derniére proposition ci-dessus on obtient In e N,VYx € R, n > x, ce qui est faux.
On pourra uniquement intervertir deux quantificateurs de méme type lorsqu’ils se succédent.

Remarque. Le quantificateur « 3\ est redondant et introduit uniquement par commodité : la

proposition Ax € E, p(x) est équivalente 4 Ix € E, (p(x)AVy € E, p(y) = y = x).

Remarque. Le cas de lensemble vide nest pas complétement intuitif mais on se convaincra
néanmoins que, quelle que soit la proposition p, la proposition N x € @, p(x) est vraie alors que
dx € @, p(x) est fausse.

Nous avons déja vu les regles permettant de calculer la négation d’une proposition sans
quantificateur; dans le cas d'un prédicat, il conviendra d’appliquer successivement les équiva-
lences suivantes.

—(3x € E, p(x)) équivautd Vxe€E,—p(x)
—(Vx € E, p(x)) dx e E,—p(x)

Exemple. Pour calculer la négation de Ix € Z, Ny € Z,(x < y) = (y € N) on écrirait :

~(AxeZVyeZ (x<y)= (y€N))
> VxeZ~(VyeZ(x<y)=(yeN))
<>VxeZAyeZ~((x<y)=(yeN))
<= VxeZIyeZ ~(~(x <y)V(y €N))
<< Vx€Z3yeZ (x<y)AN(y ¢N)

Ceest évidemment une proposition fausse puisque celle de départ érait vraie.

Exercice. Calculer la négation de la propositionVx e N,Jy e R, y > x*.

1.3 Preuves

En mathématiques on prouve systématiquement la véracité des propositions quon énonce
en faisant une démonstration. On pourra alors les présenter sous différents intitulés :

— 'Théoréme. Résultat tres important.



— Proposition. Résultat relativement important.
— Lemme. Résultat utile pour en prouver d’autres.
— Corollaire. Résultat qui découle d’'un autre.

Une démonstration consiste en une suite de déductions logiques partant d’axiomes et de
propositions déja démontrées et aboutissant au résultat voulu. Le raisonnement doit étre im-
peccablement rédigé dans son intégralité, de sorte & ce que le résultat soit irréfutable. A chaque
étape, avant deffectuer déventuels calculs, il faudra notamment expliquer ce que 'on va montrer,
par quelle méthode et avec quelles hypothéses. On utilise pour cela un vocabulaire propre.

Définition. Pour indiquer la véracité de limplication p = q on dira indifféremment que :

—  p est une condition sufffisante pour q ;

— g est une condition nécessaire pour p;

— pour que p soit vraie il faut que q le soit;

— pour que q soit vraie il suffit que p le soit;

—  p est vraie seulement si q lest;

— g estvraiesi p lest.
Lexpression « condition nécessaire et suffisante » (parfois abrégée CNS) est donc identique
4 « condition équivalente » ou encore au connectenr « si et seulement si ».

Voici maintenant quelques techniques de démonstration.

Méthode (contraposition). Prouver limplication p = q revient a prouver sa contraposée
Méthode (double implication). Pour prouver léquivalence p <> q on prouvera indépendam-

ment les deux implications p = q et g = p.

Méthode (contre-exemple). Pour prouver que la proposition N x € E, p(x) est fausse, on trouve
un élément xy € E pour lequel p(x,) est fausse.

Méthode (par I'absurde). Prouver p revient 4 prowver —p = F. Cela consiste 4 supposer que p
est fausse et arriver 4 une contradiction, typiquement, obtenir qu'une proposition q et sa négation
—q sont simultanément vraies. On conclue alors que p est vraie.

Méthode (disjonction des cas). Pourprouver p on prouve indépendamment les deux implications

q = p et(—q) = p pour une proposition q bien choisie.

Méthode (récurrence). Démontrer une proposition dépendant d'un entier n € N revient 4 :
— Démontrer quelle est vraie pour n = 0. (initialisation)
— Montrer que sa véracité pour n implique sa véracité pour n + 1. (hérédité)

On peut aussi utiliser le principe dit de récurrence forte consistant 4 :

— Démontrer quelle est vraie pour n = 0. (initialisation)
— Montrer que sa véracité pour 0, 1, ..., n implique sa véracité pour n + 1. (hérédité)
Toute démonstration doit clairement indiquer de quelles méthodes de raisonnement
elle fait usage. Leur rédaction devra de surcroit étre méticuleuse. Ce sont principalement les
démonstrations par I'absurde et par récurrence qui vous demanderont le plus grand soin.
Exemple. Prouver les propositions suivantes :

— Vn € Z,n® impair = n impair (contraposition)



— Vn € Z, n® impair < n impair (double implication)

— - (Vn € Z,n* impair) (contre-exemple)
— V2 ¢Q (par [absurde)
— VxeR,x24+x4+2>0 (disjonction des cas)
— IxeRx¢QA xV2e Q (disjonction des cas)
— VneN,n*—n pair (récurrence)

La méthode de démonstration par récurrence repose sur le résultat formel que voici.

Lemme. Soit une infinité de propositions py, p» p,, etc. Ces trois propositions sont équivalentes :
O VzeN,p,
@ poNY2ENp, = Py
@ poAVREN po APy A Npy = pui

Démonstration. Les implications Q) = ) et @ = () sont évidentes. Montrons @) = (D.
Notant E l'ensemble des indices £ € N pour lesquels p, est fausse, la proposition (D

équivaut & £ = @ ce que nous allons prouver par 'absurde. Supposons donc que E soit non

vide; il admet alors un plus petit élément que nous notons £. Deux cas peuvent se présenter :

— k =0, clest-a-dire que l'initialisation (p,) est fausse;
— k > 0, quiimplique que les propositions p,, ..., p,_; sontvraies (puisque £ est minimal)
donc que P'hérédité (py A py A=+ A p, = p,,) est fausse.

Dans les deux cas, on obtient une contradiction avec (3). Cela prouve 3) = (D. O
Cette preuve repose sur une propriété fondamentale des entiers que nous admettons.

Théoreme. Toute partie non vide de N posséde un plus petit élément.

1.4 Ensembles

D’apres la définition empirique donnée plus haut, un ensemble est caractérisé par les
éléments qui le composent; cela se traduit formellement par la condition d*égalité :

(A=B) <= (Vx,x € A< x €B).

Définition. Soient A et B deux ensembles. Lorsque tout élément de A est élément de B on note
A C B etondit que A est inclus dans B, ou encore que B contient A, ou encore que A est un
sous-ensemble de B ou encore que A est une partie de B. Formellement, cela sécrit :

(AcB) <= (Vx,x € A= x €B),
< (Vx e 4,x€B).

Par exemple,onaN c Z c Q c R c C ou encore {2, 4,8} c {2k : # € N}. Remarquer

que, quel que soit I'ensemble 4, on a les inclusions
@ C A, AcC A

Corollaire. Deux ensembles A et B sont égaux si et seulement siona AC B ANB C A.

Montrer [¢égalité de deux ensembles revient donc & montrer que chaque élément du premier
est dans le second et inversement. Cette méthode, communément appelée double inclusion, est
souvent le moyen le plus facile pour montrer Iégalité de deux ensembles.



FIGURE 1.1 : Union de deux convexes du plan.

ANB

FIGURE 1.2 : Intersection de deux convexes du plan.

Proposition. Quels que soient les ensembles A, B et C,ona(ACBABcC)= AcC.

Définition. La réunion de deux ensembles A et B est lensemble noté AU B _formé des éléments
appartenant 4 A ou 4 B. Formellement, cela sécrit :

AUB ={x:x€ AV x €B}.

Définition. Lintersection de deux ensembles A et B est lensemble noté AN B _formé des éléments
appartenant 4 A et 4 B. Formellement, cela sécrit :

ANB ={x:x € ANx € B}.

On dit que A et B sont disjoints lorsque ANB = @.

Définition. La différence d'un ensemble A par un ensemble B est lensemble noté A\ B (fami-
liérement « A privé de B ») formé des éléments appartenant a A mais pas a B. Formellement,
cela sécrit :

A\B={x:x€ ANx ¢ B}.
La différence de A par B est aussi appelée complémentaire de B dans A et notée G ,B.

Voir les figures 1.1, 1.2 et 1.3 pour des représentations graphiques de ces trois notions.
Par exemple, ona:

{0,2,4,6,8}U{1,2,4,8,16} = {0,1,2,4,6,8,16},

{0,2,4,6,8}N{1,2,4,8,16} = {2,4,8},
{0,2,4,6,8}\ {1,2,4,8,16} = {0,6}.



A\ B

FIGURE 1.3 : Différence de deux convexes du plan.

Les opérations sur les ensembles reposent sur les opérations logiques : la disjonction donne
la réunion, la conjonction I'intersection, etc. Elles présentent ainsi des identités semblables.
Qlf:ls que soient les ensembles 4, B et C, on aura:

ANA = A

AuAd = A4

ANB = BN4A

AUB = BUA
AN(BNC) (ANB)NC
AU(BUC) = (4UB)UC
AN(BUC) = (4ANB)U(ANC)
AUBNC) = (AUB)N(AUC)
A\(BNC) = (4\B)U(A\C)
A\(BUC) = (A\B)N(4\C)

ANB\A) = @
AU(B\A) = AUB
A\(A\B) = ANB

Noter aussi les cas particuliers faisant intervenir lensemble vide :

AV@p=4 A\@=4
ANg=0 o\A=a
Définition. Lensemble des parties d'un ensemble A est [ensemble formé des sous ensembles de A.

Formellement, cela sécrit :

P(A) ={x:x c A}.
Par exemple, ona:
P2)={o} #2,
PB({0,2,4}) = {2, {0}, {2}, {4}, {0, 2}, {2,4},{0, 4}, {0, 2, 4}}.

Dans ce dernier exemple, Lobjet {2} est simultanément un ensemble et un élément d’'un
ensemble plus grand. Cela ne doit pas vous inquiéter : plus le cours avancera plus nous considé-
rerons des ensembles construits 4 partir d'objets eux méme complexes.

Définition. On appelle famille 4 k éléments, ou k-uplet, route collection ordonnée de k objets
non nécessairement distincts que lon notera entre parenthéses (xy, ..., x;).
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Le cas £ = 2 est celui des couples (x, y) et lorsque £ = 3 on parle de triplets (x, 3, z).
Attention 4 ne pas confondre ce concept avec celui densemble : le triplet (1,1,2) n’a rien
A voir ni avec le triplet (2, 1, 1) ni le couple (2, 1) et encore moins avec lensemble {1,1,2} =

(21,1} = {2,1}.

Définition. Le produit cartésien de k ensembles A,, A,, .. ., A, est lensemble formé des k-uplets
(ay,ay,...,a,) aveca, € A, a, € A, etc. Formellement, cela sécrit :

Ay x-oxdy ={(ay,...,a;):Vie{l,....k},a; € 4 }.
En outre, on appelle k¢ puissance cartésienne de A lensemble

A =Ax Ax--x A.
—
k fois A

Cette notation généralise notamment celles du plan R* et de l'espace R?.

A

Finissons en présentant une notion qui sera détaillée en cours de dénombrement.

Définition. On appelle cardinal dun ensemble E et [on note #E ou |E | son nombre déléments.
Lorsque E est fini, cest un entier; sinon, on note |E| = oo.

On a par exemple :

{0, 1}| =2 |Z| = oo 2| =0
{1,2,4,8}| =4 IC| = oo Ho} =1

Proposition. Cette notion satisfait les assertions suivantes pour tout ensembles A et B :
|[AUB| =|4|+|B|—|4NB]| AcB=>|4|<|B|
|4 B =|4] < |B] B =2

Exercice. Calculer les cardinauxde{(x, y)) ENxR:xy =4}etde{(x,y) e NxN:xy =4}

1.5 Applications

Létude dobjets mathématiques passe souvent par celle de leurs transformations. Dans le
cas fondamental des ensembles, il s'agit applications aussi connues sous le nom de fonctions.

Définition. Soient E et F deux ensembles. On appelle fonction (ou application) définie sur E et
4 valeurs dans F (ou simplement « fonction de E dans F » ) tout objer [ qui, 4 chaque élément
x € E, associe un unique élément de F noté [ (x). Formellement, on écrit :

E—F
fﬂ{x~+fu>

On dit que E est le domaine et que F est le codomaine de f. Lorsque y = f(x), on dit que y est
Limage de x par f ou encore que x est une préimage (ou un antécédent) de y par f. On note F£
Llensemble de routes les fonctions de E dans F .

11



Vous connaissez déja de nombreuses fonctions :

— Lafonction x — ﬁ définie sur R \ {—1} et 2 valeurs dans R. Le réel % admet 4 pour
unique antécédent.

— Lafonction tan définie sur R\ {§ + k7 : k € Z} et 4 valeurs dans R qui associe 4 un
nombre la tangente de langle quil représente en radians. Zéro admet comme antécédents
tous les réels de la forme k£ 7r avec £ € Z.

— Pour tout ensemble E, la fonction identité notée id; quid x € E associex € E.

— DPour tout couple d’ensembles (E, F) et tout objet y € F, on peut définir la fonction

x € E— y € F quiatout élément x € E associc la valeur fixe y € F ; on I'appelle la
fonction constante de valeur y.

Remarque. La notation FE généralise la notion de puissance cartésienne car les k-uplets 4 coeffi-
cients dans F correspondent naturellement aux fonctions de {1, ..., k} dans F grice a lidentifica-
tion

(xl,...,xk)GFk «— {{1"“’/6}—)]:.

i —x

Le domaine et le codomaine, famili¢rement appelés ensemble de départ et ensemble darrivée,
sont des éléments primordiaux de la définition d’'une fonction. Deux fonctions f': E — F
et g: G — HnesontégalesquesiE =G, F =H et Vx € E, f(x) = g(x). Par exemple, la
fonction x — sin(7rx) définie sur N est constante égale 4 zéro : Punité nadmet donc aucun
antécédent par elle; elle est bien distincte de la fonction x — sin(7rx) définie sur R.

Lorsque l'on souhaitera modifier ces ensembles il faudra le faire explicitement :

Définition. Soit [ : A — B une fonction. On appelle :

2 — B )
x— fl(x)
A—> §
x—> f(x)

— vrestriction de [ a un sous-ensemble A de Ala fonction f | 5: {

— corestriction de f 4 un sous-ensemble B de B la fonction f'|P : {

(lorsqueNx € 4, f(x) € B);
. s 5. [4—B
— doublerestrictionde f 4 AC Aet B C B lafonction f|%:
4 x—= f(x)

(lorsque ¥V x € /q,f(x) €B).

Lorsque la fonction g est une double restriction de la fonction f* on dira aussi que f* est
un prolongement de g.

Définition. Soient f: A — B et g: C — D deux fonctions vérifiant B ¢ C. On appelle
composée de [ et g la fonction :

A— D
£of: {xagw»

Exercice. Dans la liste ci-dessous, tronver les fonctions qui sont égales :
— idg
— id,

— tanoarctan

12



— sino(n € Z— nn €R)

— fof,avecf:x€eR——x€eR
— gog,zwerg:xGRxH%ERx
— x€Z—0eR

Ces trois importantes classes de fonctions vous suivront tout au long de votre scolarité.

Définition. Oz dit quune fonction est :
— surjective si tout élément du codomaine admet an moins un antécédent;
— injective si tout élément du codomaine admet au plus un antécédent;

— bijective si tout élément du codomaine admet exactement un antécédent.

Ces définitions sécrivent formellement comme il suit :

f X — Y estsurjective = VacY,dbeX,f(b)=a
f X — Y extinjective = VaeX VbeX,fa)=f(b)=>a=b

Exemple. Ilustrons ces propriétés et remarquons encore le role crucial que jouent le domaine et le
codomaine :

— La fonction x € R — x* € R nest ni surjective ni injective.

— Savestriction x €R — x? € R est injective mais pas surjective.
— Sacorestriction x €R— x* €R |, ¢St surjective mais pas injective.
— Sadouble restriction x € R, — x> € R, est bijective.

Ces notions possédent un lien fort avec celle de cardinal d'un ensemble. Pour le cas relati-
vement naif que nous considérons (cardinaux A valeurs dans NU {co}) on pourra démontrer
directement les deux résultats ci-dessous sans difficulté particulicre.

Proposition. Soit f': G — H une fonction.
— 8i [ est injective alors |G| < |H|.
— 8i [ est surjective alors |G| > |H|.
— 8i f est bijective alors |G| = |H|.

La contraposée de la premiére assertion est communément appelée principe des tiroirs.
Considérant que G contient des objets et A des tiroirs, ce principe stipule que, si lon a davan-

tage d'objets que de tiroirs, alors toute répartition de ces objets dans ces tiroirs (donnée par )
placera au moins deux objets dans un méme tiroir.

Proposition. Soit f: G — H avec G et H deux ensembles finis de méme cardinal. Alors f* est
bijective si et seulement si elle est injective (vesp. surjective).

Enfin, ces notions sont aussi liées avec la composition.

Proposition. Soient f': A— B et g: B — C deux fonctions.
— Si f et g sont injectives alors g o [ est injective.
— Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
— Si g o f estinjective alors f est injective.

— Si g o f estsurjective alors g est surjective.
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Démonstration. Soient f et ¢ deux fonctions injectives. On souhaite montrer que g o f est
injective. Soient donc x et x” deux éléments de G pour lesquels g o f(x) = g o f(x’). On

adonc g(f(x)) = g(f(x’)). Puisque g est injective, on déduit f(x) = £ (x’) et, puisque f
est surjective, on conclue x = x’. La fonction ¢ o f est donc injective.
On démontrera les autres assertions a la maison. O

Exercice. Exhiber des contre exemples aux réciproques de ces quatre implications.

#S

Tout l'intérét de la notion de fonction bijective réside dans sa réciprocité.

Définition. Si f: E — F est une fonction bijective, on appelle réciproque ou inverse de f la
Jfonction notée f 7' F — E qui a tout élément de F associe son unique préimage par f .

Vous connaissez déja de nombreuses fonctions réciproques :
— Lafonction log: R} — R réciproque de x € R — ¢* € RY.
— Lafonction ,/=: R, —» R, réciproquede x e R, — x? € R,.

— Lafonction arcsin: [—1, 1] — [=F, 5] réciproque de sin |{_11 }E].

2°2

Proposition. Si f: E — F est bijective alors f ' : F — E lest aussi et elles vérifient :

(F ) '=f  flof=idp  fofT'=id,

Proposition. Si f: A— B et g: B — C sont deux fonctions bijectives alors g o f est elle aussi
bijective et vérifie (g of)*1 :ffl ogil.

Les expressions faisant intervenir des composées et réciproques de fonctions peuvent ainsi
étre simplifiées de maniére qui n'est pas sans rappeler les produits et inverses de nombres.

Définition. Soit [ : E — F une fonction. Limage d'un sous-ensemble G de E par [ est len-

~

semble [ (G)={f (x): x € G}. La préimage ou image réciproque d'un sous-ensemble H de F

~

par [ estlensemble f~(H) = {x € E : f(x) € H}. On définit ainsi deux fonctions dites « des

parties » :
7, {‘13(5)—>‘I?(F)
G—{f(x):x G}

7 {%(F)—”B(E)
' H—{x€eE: f(x)eH}

Lensemble ],;(E ) se note aussi im(f) est sappelle limage de f.

Remarquer que, si la fonction réciproque f° ~1 yest définie que lorsque /" est bijective, la
fonction partie réciproque f° 1 est quant 4 elle toujours bien définie; ces deux fonctions sont
bien distinctes, comme le sont f et f. A l'avenir, on pourra néanmoins sautoriser 'abus de

notation consistant a écrire ' (G) plutdt que f(G) lorsque cela ne causera aucune ambigiiité.

Proposition. Soit f: E — F une fonction. Pour tout sous-ensembles Aet B de E, on a :
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— fl@)=2
— AcB= f(A)c f(B)
— f(4UB)=f(A)U f(B)
— fAnB)c f(A)Nf(B)
Pour tout sous-ensembles Aet B de F, ona:
— fo)=2
— AcB= f1(4)c f71(B)
— fTHAUB)=fTH(AUf(B)
— fTiANB)=fH(ANf(B)
Tout comme l'ensemble du cours, ces propositions ne doivent pas nécessairement étre

apprises par cceur : il suffit de savoir les retrouver. Evidemment, il faudra procéder avec beaucoup
de rigueur afin de retrouver des formules correctes.

Exemple. Considérons la fonction x — x*. Limage de {—2,0} est {0,4} et celle de {0,2}
est aussi {0,4}. Lintersection des images vaut donc {0, 4}, mais limage de lintersection vaut
seulement {0}.

Exercice. Montrer quune fonction [ : E — F est injective si et seulement si

VAeRFE)|f 1 (4) < |4

et quelle est surjective si et seulement si

VA R(E) |f ()] > |4

~ —_—] ~

Exercice. Montrer lesidentités fog=fogetfog =g 'of

A

Les fonctions & valeurs dans un ensemble de nombres tel C peuvent aussi étre combinées
par les opérations de cet ensemble.

Définition. Soient f et g deux fonctions de E dans C. On pose :

E—C

fre: {x*—>f(x)+g<x)

E—C
fog {x'—>f(x)—g(x)

E—C
fe {xﬁf(x)-g(x)

fle: {E\g- <{0}>—><fc(x)

T ®

Les fonctions de codomaine {0, 1} forment le plus petit cas intéressant.
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Définition. Soir E un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction indicatrice de A dans
E [application

E—){O,l}
1,: 1 sixed
X —>
0 sz'xgéA

Proposition. Soient A et B deux partiesde E. On a :
— Ig=1-1,
— Lnp=1,1

— D =1,+1;-1,1,

Proposition. Soit E un ensemble. Lapplication qui & une partie A € P(E ) associe sa fonction
indicatrice 1 ; € {0, 1}% est une bijection.

Ces fonctions permettent donc de représenter les parties d'un ensemble sous une forme avec
laquelle il est relativement agréable de calculer. Le cas particulier suivant est particuli¢rement
classique et omniprésent.

Exemple. La fonction delta de Kronecker sonvent aussi appelée symbole de Kronecker est
définie ainsi :
5, = 1 sii=k
0 sii#k

Notons E lensemble anquel les varviables i et k appartiennent méme si, comme ci-dessus, il nest
souvent pas indiqué explicitement. Ce fameux delta nest alors autre que la fonction indicatrice de
la diagonale D = {(i,i):i € E} C E*; autrement dit, ona & = 1,,.

Exercice. Montrer lidentité 8;, = & ) /«2)8 (3)k) lorsque i et k sont des nombres complexes.
Considérons pour finir les représentations graphiques des fonctions elles-mémes.

Définition. Le graphe dune fonction [ : E — F est le sous-ensemble de E x F formé des couples
(%, f(x)) lorsque x parcours E. Formellement, on pose

Iy ={(x.f(x): x €E}.

Par exemple, le graphe de /': x € R+— 2x + 1 € R est une droite du plan R?, alors que
celuide g: x € R+ 2x2 + 1 € R est une parabole.

Proposition. Si E et F sont deux parties de R et si f+ E — F est bijective alors dans un
repére orthonormé (O, x, y) son graphe et celui de sa réciproque sont symétriques par rapport 4 la
droite x = y.

1.6 Relations

Pour finir ce chapitre nous allons introduire une notion permettant de caractériser certains
couples d'¢éléments d'un méme ensemble. Elle est en elle méme assez peu féconde mais nous
allonsla développer dans deux directions qui savéreront plus tard trés importantes : les relations
déquivalence et les relations d’ordre.
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Définition. Oz appelle relation binaire sur un ensemble X route fonction :

X x X — {vrai, faux}
N (a4 b)— aRb

On dit qu'une telle relation est :

réflexive, siNa € X,aRa;

transitive, siNa e X,VNb e X, VNc € X, aRbNbRc = aRc.
symétrique, siNa € X,Nb € X,aRb = bRa.
antisymétrique, siNa € X, Vb € X, aRb NbRa=>a=1b;
totale, siNa € X, Vb €X,aRb N bRa.

Considérons par exemple la relation % définie sur l'ensemble R® des fonctions réelles par

f2g < f(0)< ¢g(0). Quelles propriéeés vérifie-t-elle 2

Définition. Une relation déquivalence est une relation binaire réflexive, transitive et symétrique.
Une relation dordre est une relation binaire réflexive, transitive et antisymétrique; elle est qualifiée
de totale ou de partielle selon le cas.

On a les relations classiques suivantes :

ordre < sur N (ordre total)
ordre < sur Q (ordre total)
divisibilité sur N* (ordre partiel)
inclusion sur B(E) (ordre partiel si |E| > 2)
égalité en zéro des fonctionsde R — R (relation dégquivalence)
égalité du cardinal des éléments de P(E) (relation dégquivalence)
égalité des restes modulo 7 des entiers (relation dégquivalence)
égalité sur E (relation déquivalence et ordre partiel)
)

Les relations déquivalences servent 4 identifier les éléments d’'un ensemble partageant une

caractéristique commune. (Relire la définition 4 la lumitre de cette interprétation.) Regroupons

donc ces éléments.

Définition. Soit R une relation déquivalence sur un ensemble X . On appelle classe d'un élément
a € X lensemble s = {b € X : bRa}. Lensemble des classes sappelle lensemble quotient
X/R={a:aeX}.

Exercice. Montrer que les relations suivantes sont déquivalence et expliciter leur quotient :

xRy < x —y pairsur{1,2,3,4,5,6,7};
xRy S 4|x—ysurl;
xRy < sin(x) =sin(y) sur R.
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Proposition. Soit R une relation dégquivalence sur un ensemble X . Lensemble quotient X | R
forme une partition de X, cest-d-dire quon a :

VeeX/R,c+o,

VeeX/RNd X /R, c=dVend =g,

) e=x.

ceX /R
Chaque élément de X appartient ainsi 4 une unique classe.

Remarque. Soit [: X — Y une fonction. La relation déquivalence aR b < f(a) = f(b)
partitionne X en classes appelées les fibres de f. Inversement, si R est une relation déquivalence
sur X, la fonction a € X — a € X | R permet de retrouver les classes voulues. Autrement dit, les
relations déquivalences ne sont autres que les projections sur leurs classes.

A

Soit Z une relation dordre. On notera x < y plutdt que x % y par commodité et I'on
défini alors la relation dite dordye strict associée parx < y <> x < y Ax # y.

Définition. Si (E, <) est un ensemble ordonné, pour tout (a, b) € E* on définit les intervalles :
— [a, {x€E:a<x<b}

b]=
— Jab[={x€E:a<x<b}
— [ab[={x€E:a<x<b}
— la,b]l={x€E:a<x<b}

Proposition. Si (E, <) est totalement ordonné alors, quels que soienta < b < c onala, b]U

[6,c]=[a,c]

Attention toutefois & ne pas croire en une trop grande similitude entre les intervalles dans
le cas général et dans celui de (R, <) qui vous est dangereusement familier.

Exemple. Lorsque E =*B({1,2,3}) muni de Uinclusion, la proposition ci-dessus fausse pour
a=@b={1,2}etc={1,2,3}.

Exercice. Décrire les intervalles pour les relations dordre classiques vues plus haut.

Inversement, on peut chercher a retrouver les extrémités d’'un intervalle donné comme
une partie arbitraire d'un ensemble ordonné. Cela donne naissance aux notions subtilement
différentes mais bien distinctes ci-dessous.

Définition. Soit X une partie d'un ensemble ordonné (E, <). On dit qu'un élément m € E est :
— un élément minimal de X lorsque m e X NNx € X, x <m = x =m.
— un élément maximal de X lorsque m e X NNx e X, m < x = x =
— le plus petit élément de X lorsque m € X ANNx € X, m < x.
— le plus grand élément de X lorsque m e X NNx € X, x < m.
— un minorant de X lorsqueNx € X, m < x.

— un majorant de X lorsqueNx € X, x < m.

— la borne inférieure de X lorsque m est le plus grand des minorants de X .
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— la borne supérienre de X lorsque m est le plus petir des majorants de X .

Exercice. Trouver des parties densembles ordonnés nadmettant pas délément minimal; nadmer-
tant ni élément minimal ni plus petit élément; admettant des éléments minimaux mais pas de
plus petit élément; etc.

Certaines de ces notions sont parfois confondues. On a notamment :

Proposition. Le plus petit élément, lorsqu’il existe, est la borne inférieure.
Le plus petit élément, lorsqu’il existe, est lunique élément minimal.
Si lordre est total, tout élément minimal est le plus petit élément.

Pareillement, on a une proposition semblable concernant le plus grand élément.
Nous admettrons le résultat ci-dessous; il est profond et soutient d’'innombrables tech-
niques, notamment la méthode de preuve par récurrence précédemment énoncée.

Théoréme (bon ordre). Toute partie non vide de N posséde un plus petit élément.
On peut combiner des ensembles ordonnés pour en construire d’autres.

Définition. Soir (E;, <y),...,(E,, <)) une famille densembles ordonnés. On appelle ordre

n

lexicographique sur E| x -+ x E, lordre défini par :

(e %,) S (pse- 5 9,)
(o <)V =3 A5 <)V Vg =y A Ax, =9, A%, <, 3,)

1l consiste a comparer les deux n-uplets élément par élément jusqui trouver une différence.
Exercice. Décrire les intervalles de (R, <).

Exercice. Montrer quesi E et F sont des ensembles totalement ordonnés, alors lordre lexicogra-
phigue sur E x F est un ordre total. Montrer que si E et F sont des ensembles bien ordonnés, alors
Lordre lexicographique sur E x F est un bon ordre.
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Chapitre 2

Calcul matriciel et systemes
linéaires

Le concept de matrice est indispensable en algebre et nous 'aborderons ici d'un point
de vue purement calculatoire. Aussi nous repousserons au second voire troisitme semestre
les démonstrations des résultats qui ne sont pas enti¢rement élémentaires. Lobjectif est de se
familiariser avec un concept algébrique relativement nouveau afin de préparer l'introduction
d’abstractions plus poussées.

2.1 Systemes linéaires

Toutes les quantités (coeficients, inconnues, etc.) de ce chapitre seront implicitement sup-
posées étre des nombres complexes mais précisons que les techniques présentées ici sappliquent
plus généralement & tout corps commutatif dont notamment @, R et C.

Définition. Uz systéme linéaire de m équations en les inconnues x,, . . ., x,, est de la forme

X+ px, + e 4+ ox, = d

1%+ X%, + e 4+ ox, = d,
(E)

X+ o Cpxy + -+ c,x, = d,

pour des coefficients (cij )ie{l,m,m} et (d')ie{l,u.,m} donnés.

je{l,..n} !

On appelle solution de ce systéme tout n-uplet (x|, x,,...,x,) € C" satisfaisant simultané-
ment chacune des équations.

Génériquement (vous I'entendrez notamment en physique), un systéme linéaire de 7
équations a 7 inconnues admet une infinité de solutions lorsque 72 < 7, une seule lorsque 72 =
n et aucune lorsque 7 > z. Prenez toutefois garde aux cas dégénérés qui peuvent apparaitre
lorsque les équations sont redondantes, par exemple :

x =y =1 _
x -y + z =1
o= 2 - x + 3y - z =1
- x + 3y = -1
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Nous allons commencer par voir que, des lors quon connait une solution particuliére d'un
tel systéme, on peut se rameneraucas d; =d, =... =d,, = 0. Ce principe trouvera également
des applications en physique concernant les circuits électriques notamment.

Définition. On appelle systéme homogéne associé a (E ) le systéme

Xy o e+ X,
, Xy + opx, + s+ x, = 0
(E7)

¥ + %, + -+ oc,x, = 0

Proposition (principe de superposition). Soir (yy,...,y,) une solution de (E). Alors
(%15...,x,) est une solution de (E') si et seulement si (x, + yy,...,x, + y,) est une solu-

tion de (E).

Afin de manipuler plus confortablement de tels systémes on introduit la notion de matrice
Y

qui ne sera au premier abord quune maniére trés commode et transparente d’en stocker les

coeflicients.

2.2 Espaces de matrices

Définition. Soient m et n deux entiers supérieurs ou égaux 4 un. On appelle matrice de taille
m x n 4 coefficients dans C tout tablean rectangulaire de nombres complexes comportant m lignes
et n colonnes. Lensemble de ces matrices se note M, ,(C).

Une matrice se note en écrivant le tableau de ses coefficients entre parentheses ou, plus
rarement, entre crochets, comme I'illustre cet exemple de matrice dans .4, 5(C) :

1 2 3
2 3 4

Plus généralement, les lignes d'une matrice 4 € .#,, ,(C) sont indicées de haut en bas par
les entiers de 1 & 7 et ses colonnes de gauche 4 droite par les entiers de 1 & #. On note a; le
coeflicient d'indice (7, ) dans 4, cest-2-dire celui situé A 'intersection de la 7€ ligne et de la ¢
colonne. Par exemple, la matrice ci-dessus satisfait ay3= 4,

On peut aussi définir une matrice par le terme général de ses coefficients en écrivant :

A= (ﬂij)i‘e{l,...,m}

je{l,..n}

Remarquons qu'il est alors crucial de préciser les indices et la taille si ceux-ci ne sont pas
clairement indiqués par le contexte. On aura par exemple :

1 2 3
= l+]—1 ie{1,2
>3 4)7 >jeii,z,§}

D’un point de vue plus abstrait, l'espace des matrices A4, , (C) s'identific ainsi 4 la puissance

cartésienne (C”)” par 'application : ‘
M,,,(C)— (C")

m,n

(o et = ()t
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Nous conserverons cependant pour lensemble des matrices la notation dédi¢e 4, ,(C) afin
de mettre en avant les opérations et propriétés qui lui sont propres.

Remarque. Certains cas particuliers de matrices sont déja bien connus. En effet, on identifiera
lespace M., |(C) a lensemble C* et Lon qualifiera ses éléments de vecteurs colonnes. Pareillement,
on identifiera M, ,(C) et C" et parlera de vecteurs lignes. Par commodité, les coefficients de tels
vecteurs seront alors notés x; plutor que x,| ou x,; quand bien méme il sagit en réalité de matrices.

Introduisons 2 présent plusieurs familles usuelles de matrices.

Définition. O appelle matrice nulle de taille m x n la matrice dont tous les coefficients sont nuls.
Lorsque sa taille est implicite, on la notera tout simplement « 0 ».

Définition. Oz appelle matrice identité de taille n x n et lon note id,, ou seulement id la
matrice dont les coefficients sont nuls 4 lexception de ceux situés sur la diagonale de valeur unité,
Formellement, on écrit :

Définition. Une matrice est dite élémentaire lovsque tous ses coefficients sont nuls sauf un valant
Lunité; lorsque sa taille est claire, une telle matrice se note Ey, ons k et £ dénotent respectivement
Uindice de la ligne et celui de la colonne du coefficient non nul.

Dans lespace #,, ,(C) on a donc l'identité suivante :

E, = (é\i/e é\jé)ie{l,...,m}
JE{Len}

Introduisons 4 présent des opérations sur les matrices dans loptique de manipuler les
systemes linéaires correspondants, & commencer par le principe de superposition.

Définition. Soient A= (a,;)et B = (b, ;) deux matricesde M., ,(C). Leur somme est la matrice
A+B = (aij + bij) de M., ,(C). La multiplication scalaire de A par un scalaive A € C est la
matrice Ad = (Aa;;) de M, ,(C).

m,n

Définition. On appelle matrice scalaire toute matrice de la forme Aid avec A € C.

Proposition. Dans lensemble M = M., ,(C), laddition de deux matrices vérifie :

— VA4 Be X, A+B=B+ A4 (commutativité)
— V4,B,C e, A+B+C)=(4+B)+C (associativité)
— d0e M, NAe M, A+0=0+A4A=4 (élément nul)
— Vde #,3Be M, A+B=B+A4=0 (opposé)
Et la multiplication scalaire satisfait :

— VYde 4, 14=4 (neutre multiplicatif)
— VAde M N peC, (Au)d= ANud) (associativité mixte)
— VAde M N peC, (A+pu)d=4+ ud

VYA Be M ,N1eC, A(A+B)=A14+ AB (compatibilité avec 'addition)

Il est particuli¢rement fructueux de combiner ces deux opérations.
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Détinition. Soient (A, ..., A,) une famille de matrices de M., ,(C). On appelle combinaison
linéaire de ces matrices toute matrice de la forme A, 4, + -+ A A avec(4,,..., 1) C".

Proposition. Toute matrice de M, ,(C) est combinaison linéaire de matrices élémentaires.

La richesse des matrices provient de l'opération suivante qui savérera correspondre a la
combinaison de deux systemes linéaires, c’est-2-dire au remplacement des variables d’un systéme
par les valeurs données par un autre.

Définition. Soient A= (a;;) € M, ,(C) et B = (by,) € M, (C) denx matrices vérifiant
n = p, autrement dit, pour lesquelles le nombre de colonnes de la premiére est égal au nombre de

lignes de la seconde. Leur produit matriciel est la matrice A- B = (ZZ:I m bw) e,,C)

Le produit matriciel se calcule comme ci-dessous oulonabien26 =1-3+2-4+3-5.

B

<32 26| 20 14>

2 3 4 47 38 29 20

A A-B

On vérifiera aussi que le produit de deux matrices élémentaires est donné par 'identité :
Ez'j By = (Sj/eEi(Z

Proposition. Pour tout scalaire A et toutes matrices A, B, C pour lesquelles il est défini, le produit
matriciel satisfair :

— A-(B-C)=(4-B)-C (associativité)
— A-(B+C)=A4-B+A4-C (distributivité droite)
— (A+B)-C=4-C+B-C (distributivité gauche)

)

— AMA4-B)=(A4)-B =A4-(4AB) (homogénéité

On prendra garde au fait que le produit matriciel n'est pas commutatif, c’est-a-dire quon
n’a pas généralement 4B = B A. Par exemple, dans lespace .4, ,(C) I'identité ci-dessus donne
E,E,, = E|, mais aussi E,, E|, = 0. Pire encore : lorsque 4 € ./ ,(C) et B € M, ,(C),le
produit 4 - B est bien défini mais ce nest pasle casde B - 4.

On notera dorénavant la multiplication matricielle en juxtaposant ses opérandes, c’est-a-
dire quon écrira AB = A- B, comme on le fait pour la multiplication des nombres complexes;
on sera toutefois vigilant de ne pas mélanger les propriétés de ces opérations bien différentes.

Cette opération nous permet de récrire le systeme linéaire

X X%, + e 4+ o,x, = d;
1%+ X, + e+ ox, = dy
Xy + %y + o+ c,x, = d,
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en la forme matricielle complétement équivalente

‘1 2 Cln X d,
G Con X d,
[ml [mZ [mn xn dm

et nous verrons que cela permet de manipuler bien plus aisément.

Définition. Soir A= (al-j )ie{l,...,m} une matrice de //lm,n((C).

j€{l,...n}
Sa transposée est la matrice * 4 = (aji) iefl,...ny de M., ,(C), parfois aussi notée AT.

je{l..m}
La transposition est donc une application de l'espace .#,, ,,(C) vers lespace 4, ,,(C) qui
associe notamment a la matrice élémentaire E, , la matrice élémentaire ;.

Proposition. Pour toutes matrices A et B la transposition satisfair :

(4+B)="4+'B ‘(Ad)=A"4 “(4B)='B 4

2.3 Opérations élémentaires

Nous allons maintenant opérer sur les matrices des transformations qui préservent les
solutions du systéme linéaire correspondant, ceci dans l'objectif de rendre ce systéme plus facile
arésoudre. Les transformations ci-dessous sont communément appelées opérations élémentaires.

Permuter deux lignes.  Intervertir la position de deux équations dans un systéme ne change
¢videmment en rien ensemble de ses solutions; cela équivaut & permuter deux lignes dans la
matrice correspondante. Formellement, la matrice obtenue en permutant les lignes £ et £ de la
matrice A sécrit ainsi :

(id—Ep —Epp +Epy + Eyy ) A

Multiplier une ligne par un scalaire non nul.  Multiplier le membre de gauche et celui de
droite d'une équation E, par un méme coefficient non nul A n'en change pas les solutions;
cela revient dans la matrice & multiplier tous les coefficients de la ligne correspondante par ce
scalaire. Formellement la matrice ainsi obtenue de A sécrit :

(d+(A—1)E,,) 4

Ajouter un multiple d’une ligne 4 une autre.  Les solutions du systéme (£, E,) sont exacte-
ment celles du systéme (E, + AE,, E,); dans la matrice correspondante au syst¢éme complet,
cela équivaut 4 ajouter un multiple d’'une ligne 4 une autre. Formellement, la matrice ainsi
obtenue de A sécrit :

(id+AE,,) 4

Soit maintenant un systéme de 7 équations linéaires en & inconnues, cest-a-dire du type :

X X, e+ oux, = d
1%+ X, e+ oyx, = d,y
CaXy o+ opx, A+ o+ oux, = d,
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En lui appliquant des opérations élémentaires suivant l'algorithme ci-dessous, on peut mettre
ce systéme sous forme triangulaire supérieure, cest-a-dire vérifiant ¢ = 0 lorsque i > j,ceci
sans en changer lensemble des solutions.

Algorithme (pivot de Gauss).
ENTREE :  Un systéme déquations (L;) avec coefficients (c; ;) (s, n) -
i €{1,....,m
SORTIE :  Un systéme triangulaire admettant les mémes sol;z‘;om. }
Poser € < 1.
Pourk delam:
Pouridelan:
Sic, £0:
Appliquer (L;) — (Ly).
Sicy #0:
Appliguer (L,) — i(L[).
Pouridel+1an:
Appliquer (L;) — (L;) = ;4 (Ly).
Poser £ — ¢ + 1.

S 0 % N N R BN~

~

Lavariable £ dénote I'indice de I'inconnue en cours délimination; les lignes restant A traiter
sont celles d’indices > £. Pour vérifier la correction de cet algorithme on peut prendre comme
invariant de boucle 4 tape 3 la proposition « la sous matrice d’indices (7, j) € {1,..., €} x
{1,..., £} est triangulaire supéricure ».

Attention, lexistence de solutions n'équivaut pas a I'inégalité 2 > ». Toutefois la méthode
du pivot de Gauss éliminera naturellement la redondance entre les équations de sorte que :

— Sim < » mais quune solution existe, on obtiendra des lignes de la forme 0 = 0.
— Sim > » mais quaucune solution n'existe, on obtiendra une ligne de la forme 0 = 1.
Remarque. Nous avons ici manipulé les lignes d'une matrice en lui appliquant des multiplica-

tions par la gauche. Symétriquement, on peut aussi manipuler les colonnes d’une matrice en la
multipliant par la droite, mais la correspondance avec les systémes linéaires est moins évidente.

2.4 Algebre des matrices carrées

Définition. Une matrice est dite carrée lorsquelle comporte antant de lignes que de colonnes. On
note M., (C) lensemble des matrices de taille n x n 4 coefficients dans C.

A titre d'exemple, les matrices identités et scalaires que nous avons déja introduites sont
nécessairement carrées. Tout I'intérét des matrices carrées réside dans le résultat que voici.

Lemme. La multiplication scalaire, somme et produit de matrices de M, (C) sont dans M, (C).

Ces opérations conferent & ./, (C) une structure dite d’algébre. On sera cependant parti-
culi¢rement attentif au fait que la multiplication matricielle de distingue amplement de son
homonyme scalaire, notamment par les particularités suivantes :

, o .
— Ce n'est pas une opération commutative : £, E,, # ELE,.
— Un produit de termes non nuls peut étre nul : E,, E,, = 0.

— Une puissance d'une matrice non nulle peut étre nulle : Elz2 =0.
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Définition. On dit que deux matrices A et B commutent lorsquelles satisfont AB = BA. On
qualifie de diviseurs de zéro les matrices non nulles A et B vérifiant AB = 0. On qualifie de
nilpotentes les matrices A pour lesquelles il existe un entier k € N* tel que A =0,

Avant d¢tudier de manicre plus approfondie ces propriétés de I'algebre des matrices carrées,

introduisons plusieurs familles classiques de matrices.
Définition. O dit dune matrice carrée A€ M, (C) quelle est :

— diagonale lorsque i #+ j = a, ;=05

— triangulaire inférieure lorsque i < j = a, ;=05

— triangulaire supérieure lorsque i > j = a; ;=05

— antisymétrigue lorsque a; IiaTh

— symétrique lorsque a, =4
On note respectivement ces ensembles de matrices 9, (C), g,fﬂf (C), 7,"(C), .4/, (C) et Z,(C).

A ce stade ces ensembles joueront principalement un réle de cobaye pour les exercices;
leurs propriétés théoriques non élémentaires seront étudiées en seconde année.

Exercice. Démontrer que tout couple de parties parmi T ((C), T(C), A, (C)et Z,(C)est
dintersection {0} ou 9,(C).

Proposition. La multiplication scalaire, somme et produit de matrices diagonales sont diagonales.
Il en va de méme pour les matrices triangulaires supérieures ainsi que triangulaires inférieures.

Ces formes de matrices sont particulicrement pratiques & manipuler et nous I'avons notam-
ment constaté concernant les systemes linéaires dans le contexte du pivot de Gauss. Voyons
a présent que cest encore le cas concernant le calcul des puissances.

Exercice. Expliciter autant que possible les coefficients des puissances k¢ des matrices ci-dessous.

1 1 1 1 1 1 2
2 2 1 1 3 4
Proposition. Lorsque A et B commutent, la formule du bindme de Newton est vérifiée :
k
(4+B) =>"Cl4a B
=0
Exercice. Soit Alamatricede M ,(C)vérifianta;; = 8,y ;. Déterminer une formule explicite
pour (2id+AY* pour n = 2. Eaire de méme pour n = 3 puis pour n quelconque.
L’aspect le plus important des matrices carrées est certainement le suivant.

Définition. Unre matrice A est dite inversible sl existe une matrice B vérifiant AB = BA=id;
cette matrice B est alors unique, sappelle linverse de A et se note A, Le sous-ensemble de M, (C)
formé des matrices inversibles sappelle le groupe linéaire et se note GL,(C).

Proposition. Linversion satisfait les identités suivantes :

-1

@By =7t (A=) () =(4) () =4

Dans certains cas particuliers, I'inversibilité se détermine aisément.
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Proposition. Une matrice carrée diagonale, triangulaire supérieure on triangulaire inférieure est
inversible si et seulement si aucun de ses coefficients diagonaux nest nul. Linverse est alors de la
méme forme que la matrice initiale.

Puisque les opérations élémentaires reviennent & multiplier par des matrices explicites dont
on vérifiera facilement l'inversibilité, il sensuit le résultat ci-dessous.

Corollaire. Le groupe linéaire GL, (C) est stable par les opérations élémentaires sur les lignes et
les colonnes.

Nous avons introduit les matrices 4 € #,(C) comme stockant les coefficients d'un systeme
linéaire du type ¥ = AX avec X, Y € C”. Lorsque A est inversible, en multipliant & gauche
par 47! on obtient 47'Y = X et calculer I'inverse de A revient donc a résoudre le systéme
linéaire associé. Comme nous 'avons vu cela peut se faire avec les opérations élémentaires !

Plus explicitement, afin de calculer I'inverse d'une matrice 4 € ., (C), on appliquera
lalgorithme du pivot de Gauss 4 la matrice par bloc (4 id) € A

.2, (C) jusqua obtenir une
matrice de la forme (id B) et on aura alors B = 471,

Exemple. On aura par exemple :

1 2 0 1 1 2 0 1
1 1 1 R — —1 -1 1
R
0 2 1 1 2 1 0 1
1 2 0 1
E— 1 -1 —1
Lyl
2 1 0 1
1 2 0 1
S —— 1 -1 1 -1
L,—L,—2L,
3 -2 2 1
1 2 0 1
E— 1 -1 1 -1
L}“%Lz 1 2 2 1
3 3 3

On remonte ensuite afin déliminer les coefficients du bloc gauche situés au dessus de la diagonale.

1 2 1 0
- L _1 1
P 3 3 3
L+l A7
3 3 3
1 2 2
1 3005 73
- 1 r_1 1
L—L,—2L, 3 303
12 21
3003 3
Dot [on déduit enfin [égalité :
-1
1 2 0 i 1 2 =2
1 1 1 == 1 =1 1
3
0 2 1 -2 2 1
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On admettra pour l'instant le résultat ci-dessous car il sera aisément démontré lorsque des
techniques plus poussées d’algebre linéaire auront été développées.

Proposition. Une matrice non nulle est un diviseur de zéro si et seulement si elle west pas inversible.
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Chapitre 3

Arithmétique dans 'ensemble des
entiers relatifs

Les propositions ci-apres justifient 4 elles seules la grande majorité des calculs que I'on
effectue couramment avec les entiers. Elles vous paraissent évidentes mais gardez a lesprit
quelles ne seront plus nécessairement vérifiées lorsquon calculera dans d’autres ensembles.
Au chapitre suivant, on les résumera en disant que ensemble des entiers relatifs muni de ses
opérations usuelles forme un anneau commutatif, autrement dit qu'il satisfait :

— pour l'addition :

— Vxe€eZVyeZNVNzeZx+(y+z)=(x+y)+z (associativité)
— VxeZVyeZx+y=y+x (commutativité)
— 0e€Z,VxeZ, x+0=x (élément neutre)
— Vxe€Z3IyeZx+y=0 (inverse)
— pour la multiplication :
— VxeZVyeZNVNzeZx-(y-z)=(x-y) 2z (associativité)
— VxeZVyeZx-y=y-x (commutativité)
— N eZVxeZ,x-1=x (élément neutre)
— pour la compatibilité :
— Vxe€eZVyeZVzeZx-(y+z)=x-y+x-2 (distributivité)
Il est de surcroit totalement ordonné, cest-a-dire qu'il vérifie :
— pour lordre :
— Vx€Z,x<x (réflexivité)
— VxeZVyeZVzeZx<yAy<z=>x<z (transitivité)
— VxeZVyeZx<yAysx=>x=y (antisymétrie)
— Vxe€eZVyeZ x<yVy<x (totalité)
— pour la compatibilité :
— VxeZVyeZVzeZx<y=>x+z<y+z (addition)
— Vxe€eZVyeZO0<xN0<y=>0<xy (multiplication)

Dans ce chapitre nous allons étudier la structure de Z au dela de ces postulats de base. Nous
mettrons ainsi en pratique les notions du premier chapitre mais cela nous permettra surtout
d’introduire des exemples classiques de structures algébriques avant de développer au chapitre
suivant les propriétés abstraites de ces structures.
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3.1 Dibvisibilité

En sciences physiques, les entiers ne sont que des nombres réels parmi d’autres, il est donc
parfaitement pertinent décrire 2/3 = 0, 66666. .. ou encore encore v 2 = 1,41421 .. .. Ici
nous allons au contraire nous restreindre 4 ensemble des entiers relatifs, ot les quantités 2/3
et v/ 2 nexistent pas.

Définition. Soient x et y deux entiers. Sl existe g € 7 tel que y = qx on dit que :
— y est divisible par x ;
— y est un multiple de x ;
— x estun diviseur de y ;
— x divise y, ce quon note x | y.

Les entiers pairs sont par définition ceux qui sont divisibles par deux; autrement dit, ce
sont exactement ceux qui sécrivent sous la forme 2x pour un certain x € Z.

Lemme. Tout entier est divisible par lui-méme ainsi que par un; tout entier divise zéro.

Proposition. Quels gue soient a,b,x,y,z €Zona:
— Six|yety|z,alorsx|z.
— Six|yetalb,alorsax|by.
— Six|yetx |z, alorsx|ay+bz.

— Six|yety>0,alorsx <y.
Lorsquun entier n'est pas divisible par un autre, on sait exactement pourquoi :

Théoreme (division euclidienne). Soiens x # 0 et y deux entiers relatifs. Il existe un unique
couple (q,7) € Z? vérifiant y = qx +r et r € {0,...,|x| — 1}. Les entiers q et r sappellent
respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de y par x.

Exemple. Notant 27 [ensemble des entiers pairs et 37 celui des multiples de trois, la division
euclidienne donne les équivalences suivantes :

ne2l=keZ,n=2k

n¢2l < 3IkecZn=2k+1

n €32 < Ik €l,n=73k

n¢3l < Ikecln=3k+1Vn=3k+2

En CE1 vous avez appris une méthode arithmétique efficace pour calculer le couple (¢, 7):

12345 | 67
100 x 67 | 184
5645
—80 x 67
285
—4 x 67

17

On peut aussi obtenir le couple (¢, ) numériquement :
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Proposition. Le quotient de y par x est la partie entiére de la quantité réelle x | y.

Le reste 7 = y — g x sensuit. D’un point de vue calculatoire, cette approche est équivalente
a celle vue en CEI mais nettement moins pratique & mettre en ceuvre.

Définition. Un entier n > 1 est dit composé s'il admet au moins un diviseur positif autre que 1 et
n; dans le cas contraire il est dit premier.

Nous utiliserons dés maintenant cette terminologie et développerons ces notions plus tard.

3.2 Diviseurs communs

Lorsque x divise y ona y = gx mais encore y = (—¢ )(—x) donc —x divise lui aussi y. Les
problémes de divisibilité restent donc inchangés par multiplication par +1. Dorénavant, pour
simplifier les énoncés, nous nous restreindrons souvent aux diviseurs strictement positifs.

Définition. Soient x et y deux entiers relatifs non nuls. Leur plus grand diviseur commun
(PGCD) est le plus grand entier strictement positif divisant x et y. Leur plus petit multiple
commun (PPCM) est le plus petit entier strictement positif multiple de x et de y. On note :
pged(x, y)=max{d eN":d |x Ad | y}
ppem(x, y)=min{m eN":x | m Ay | m}

LPar convention, on pose de surcroit :
pged(x, 0) = pged(0,x) =|x|  ppem(x,0) = ppem(0,x) =0

Ces quantités sont bien définies car les sous-ensembles de N* ci-dessus sont respectivement
non-vide majoré et non-vide minoré.
Pour tout (x, y) € Z* \ {(0,0)} on ales identités :

pged(x, y) = pged(y, x) pged(x, 1) =1
ppem(x, y) = ppem(y, x) ppem(x, 1) = |x|

On peut naivement calculer un plus grand commun diviseur en énumérant les diviseurs
des deux nombres mais la méthode suivante est bien plus efficace.

Algorithme (Euclide).
ENTREE :  Deux entiers x et y.
SORTIE :  Leur pged.

1. Tantquey +0:

2. Calculer le reste v de la division euclidienne de x par y.
3. Assigner x < yety < r.
4.

Renvoyer x.

Exemple. Pour calculer pged(42, 60) on pent écrire :

42 =0 x 60 + 42
60=1x42+18
42=2x18+ 6
18=3x 6+ 0
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Afin de démontrer quapres un nombre fini d’itérations cet algorithme renvoi un résultat
et que celui-ci est correct, on se repose sur le résultat ci-aprés qui se démontrera facilement en
exercice.

Lemme. Pour tout triplet (x, y, k) € Z3, on a pged(x + k y, b) = pged(x, y).

Preuve de lalgorithme. Lalgorithme est correct car la valeur pged(x, y) est invariante d’une
itération 4 la suivante. Il termine car les valeurs prises par 7 sont positives et strictement
décroissantes. Par ailleurs, deux itérations donnent » < » mod (y mod ) et en distinguant
les cas (y mod ») € {0,..., 5} U{%,..., 7} on montre que le nombre d’itérations est au plus
logarithmique en les arguments, soit linéaire en leur taille. O

Sid est un diviseur commun de x et y alors, quels que soient les entiers 4 et &, on a toujours
d |ax + by.Le cas dégalité est exactement celui du pged :

Théoréme (Bézout). Le pged de deusx entiers x et y est le plus petit entier strictement positif
d pour lequel il existe des entiers a et b vérifiant d = ax + by. Une telle équation sappelle une
relation de Bézout.

Démonstration. Dans l'algorithme d’Euclide chaque valeur de 7 est, par récurrence, de la
forme ax + b y ; Cest donc le cas du pged. Tout autre combinaison linéaire 4 coefficients entiers
ax + by > 0 est un multiple du pged (puisqu'il divise x et y) et ne peut donc étre plus
petite. 0

Algorithme (Euclide étendu).

ENTREE :  Deux entiers x et y.

SortiE:  Un triplet (d, a, b) vérifiant d = pged(x, y)=ax + by.

1. Assigner(a,u)=(1,0)et(b,v)=(0,1).
2. Tantquey >0:
3 Calculer le quotient q de la division euclidienne de x par y.
4. Assigner (x,y) < (5,x —qy).
S. Assigner (a, n) — (u,a—qu).
6. Assigner (b,v) < (v, b —qv).
7. Renvoyer (x,a,b).

Démonstration. Vérifier les invariants a = ayu + byv et b = ays + byt O

3.3 Primalité relative

Théoreme. Les diviseurs communs de deux entiers sont exactement ceux de leur pged.
Les multiples communs de deux entiers sont exactement ceux de lenr ppcm.

Démonstration. Tout diviseur commun divise les combinaisons linéaires donc le pged. Soit
maintenant 72 = ppcm g + 7 la division euclidienne d'un multiple commun par le ppem; le
reste 7 est un multiple commun strictement inférieur au ppem donc il est nul. O

On en déduit notamment les propriétés fondamentales ci-dessous.

Proposition. Soienta, b et ¢ trois entiers. On a :

— ppem(ca,cb) =|c|ppem(a, b)
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— pged(ca, cb) =|c|pged(a, b)
— pged(a, b)ppem(a, b) = |ab|

Démonstration. Pour la derniere égalité, se ramener au cas ol pged(a, 4) = 1. O
Définition. O dit que deux entiers a et b sont premiers entre eux lorsque pged(a, b) = 1.

Précisons que la notions de primalité relative et celle de nombre premier sont bien distinctes
et ne présentent qu'un lointain lien de parenté; les deux résultats suivants sefforcent dexpliciter
ce lien afin d’éviter toute confusion.

Proposition. Pour tout entier n et tout nombre premier p, on a :

1 sipin

pged(n, p) = .
p sip|n

Corollaire. Soient p et q deux nombres premiers. On a léquivalence pged(p,g)=1 < p #¢q.

Afin d’exploiter hypothese que deux entiers sont premiers entre cux, il faudra systémati-
quement utiliser soit une relation de Bézout soit le résultat suivant.

Lemme (Gauss). Sia et b sont premiers entre eux etsia | be, alorsa | c.

Démonstration. Multiplions par ¢ une relation de Bézout 1 = ax + bv; on obtient ¢ =
acu + bcv etle résultat est clair. O

3.4 Nombres premiers

La renommée des nombres premiers sexplique par la multitudes d’applications qu’ils
trouvent en mathématiques tant pures que appliquées; celles-ci reposent toutes sur le fait que
ces nombres sont les briques de base des entiers pour leur structure multiplicative.

Proposition. Tout entier n > 0 peut se décomposer en produit fini de nombres premiers.

Démonstration. Clest clairement le cas de 1. Supposons ce résultat vérifié pour {1,...,72 —1}.
Si 7 n'est pas premier, il admet un diviseur strict 4 € {2,..., 7 — 1} et on applique I'hypothése
de récurrence a d eta % avant d'en faire le produit.

Théoréme. La décomposition d'un entier n > 0 comme produit de facteurs premiers est unique
a4 lordre de ces facteurs prés.

Démonstration. Soient p,---p, = ¢q,---q,, deux tels décompositions o1 I'on suppose que
les facteurs premiers sont ordonnés par ordre croissant. Quitte a intervertir, supposons aussi
?1 < ¢,. Comme p, divise le membre de gauche, il divise nécessairement au moins un des
facteurs du membre de droite. Par le lemme de Gauss, on obtient que p; = g,. On peut alors
diviser chaque membre par ce méme facteur afin de se ramener au cas de décompositions moins

longues. O
De l'existence d’'une telle décomposition découle le résultat fondamental suivant.
Théoréme. I/ existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Supposons quil n’y en ait que z et notons les p,..., p,; alors lentier 1 +
Py P, nest divisible par aucun de ces nombres, ce qui contredit l'existence d'une décomposi-
tion en produit de facteurs premiers. O
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Lensemble des nombres premiers, que l'on note &, est donc infini. On dispose notamment
de la méthode suivante pour ['énumérer.

Algorithme (crible d’Eratosthéne).
ENTREE:  Un entier n.

SORTIE :  Les nombres premiers inférieurs a n.

Soit E lensemble {2,3,...,n}.

Soit P [ensemble vide.

Tant que E est non vide :
Soit p le plus petit élément de E.
Enlever de E tous les multiples de p.

SR N~

Ajouter p a 2.
7. Renvoyer 2.

Il est fastidieux d’énumérer tous ces multiples. On peut en réalité s'arréter bien avant # car,
on un entier & ne divise jamais 7 tout seul : son cofacteur 7 le divise tout autant. Comme le
montre la proposition ci-dessous, 'un de ces deux facteurs est nécessairement petit.

Proposition. Si 7z > 1 nadmet aucun diviseur dans {2, 3. |vn J} alors il est premier.

Démonstration. Montrons la contraposée. Soit 7z un nombre admettant un diviseur non trivial
d.Sid < y/n alors le résultat est clair. Si /72 < d < # alors on a encore

n n n
n=—>—>—=1
vr N

donc % est un diviseur dans ensemble donné. O

Cette proposition permet d'effectuer le crible de maniere plus efficace : lorsque p > /7
on peut directement afficher tous les éléments de E restants comme premiers.

Proposition. Soit p un nombre premier et o un entier positif; lensemble des diviseurs de p* est
exactement {1, p, p>, p>,..., p& L, p®}. Si a et b sont deux entiers, les diviseurs de ab sont les
produits d'un diviseur de a par un diviseur de b. Si de surcroit a et b sont premiers entre eux, tous
ces produits sont distincts.

Démonstration. Tout diviseur du produit 2b se décompose en d = pged(a, d ) —— ot le
pged(a.d)

premier facteur divise 4 et le second divise 4. En prenanta = p et & = p® on obtient un preuve

par récurrence du premier résultat. En supposant pged(4, &) = 1 on a de surcroit l'unicité de

cette décomposition. O

A

Introduisons enfin une notation qui nous permettra de manipuler bien plus commodément
les décompositions en produits de facteurs premiers et dexprimer en leurs termes les notions

de divisibilité, de pged et de ppem.

Définition. La valuation d'un entier n en un nombre premier p, notée v

n), est le plus grand
» pius g

entier k tel que p* divise n ; formellement, on a :

vp(n)zmax{k eN:p*| n}
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Pour 7 = 24, on a par exemple :

v,(24) = max{k € N: 2°|24} = max{0,1,2,3} =3
v,(24) = max{k € N : 3|24} = max{0, 1} = 1

v5(24) = max{k eN: 5|24} = max{0} =0
v,(24) = max{k € N : 7* |24} = max{0} = 0

Remarque. Pour tout entier n, la quantité v ,(n) est nulle pour presque tous les nombres premiers
P> le qualificatif « presque tous » signifiant ici « tous sauf un nombre fini ». En effet, tout nombre
premier p > |n| satisfait p  n et donc v, (n) = 0.

Lemme. On alesidentité v, (nm)=v ,(n)+v,(m)et ”p(]’k) =k.

La décomposition de z € N* en produit de facteurs premiers sécrit ainsi simplement

n= l_lpv”(”);

Pe?

sice produit peut sembler infini, presque tous ses facteurs sont égaux a lunité d’apres la remarque
ci-dessus. Par exemple, on a:

24:1—[}7%(24):23'31.50.70“':23'31
pEP

Proposition. Soient n et m deux entiers naturels. On a :

n|lm<=VpeP,v,(n)<v,(m)

pecd(r,m) =[] p™ o)

PEP

ppem(a,m) =] pmlo i)
pPEP

Exercice. En déduire les expressions ci-dessous pour le nombre et la somme des diviseurs positifs
d'un entier n.

#{d EN:d|n}:1_[(vP(n)+l)

peP?
Zd _ 1_[ pvp(n)+l —1
dln PEP p—1

3.5 Congruences

Définition. O dit que x est congru 4 y modulo n (tous trois entiers avec n # 0) lorsque (x — )
est divisible par n ; on note cela x = y mod n ou parfois aussi x = y [n].

La notion de congruence est plus explicite sous la forme que donne lui résultat suivant.

Lemme. Le reste de la division euclidienne de x par n est le plus petit entier positif congru 4 x
modulo n. Deux entiers sont congrus modulo n si et seulement si leurs divisions euclidiennes par n
donnent le méme reste.
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+10 1 2 3 4 x|0 1 2 3 4
0(0 1 2 3 4 0{0 0 0 0 O
1{1 2 3 4 0 10 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 01 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

FIGURE 3.1 : Tables d’addition et de multiplication dans Z /5Z.

+10 1 2 3 4 5 x|0 1 2 3 4 5
00 1 2 3 4 5 0j0 0 0 0 0 O
111 2 3 4 50 10 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 210 2 4 0 2 4
3134 501 2 3]0 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
515 01 2 3 4 510 5 4 3 2 1

FIGURE 3.2 : Tables d’addition et de multiplication dans Z/6Z.

La relation de congruence modulo 7 est une relation déquivalence. Elle est de surcroit
compatible avec les opérations d’addition et de multiplication :

— VYae€ZNb €l NceZNd €Zya=bNc=d=>a+c=b+d (addition)
—VYaecZNbeZ,NceZNdeZl,a=bNc=d=>a-c=b-d (multiplication)

On peut donc calculer modulo n, Cest-a-dire sans se préoccuper de savoir de quels entiers exac-
tement les restes quon manipule proviennent. Plus formellement, cela donne l'objet suivant :

Définition. Oz note Z/nZ lensemble des classes de congruences modulo n muni des opérations
induites par [addition et la multiplication.

Exemple. On a Z/5Z = {0,1,2,3,4} onx = {x + Sk : k € Z}; ses lois daddition et de
multiplication sont décrites par la figure 3.1. On portera une attention toute particuliére 4 ce que
les nombres indiqués représentent des classes de 7S et non des entiers de 7.

Lannean 7/ 6Z est pareillement décrit par la figure 3.2.

Proposition. Soit n € N* fixé. Dans I/ nlZ, les identités suivantes sont vérifides :

— pour laddition :
— Vxe€eZVyeZVzeZx+(y+z)=(x+y)+z (associativité)
— Vxe€eZVyeZx+y=y+x (commutativité)
— 0€Z,Vx€Z,x+0=x (élément neutre)
— Vx€Z3yeZx+y=0 (inverse)
— pour la multiplication :
— VxeZVyeZNzeZx-(y-z)=(x-y) 2 (associativité)
— Vxe€eZVyeZx-y=y-x (commutativité)
— N e€ZVxeZ x-1=x (élément neutre)
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— pour la compatibilité :
— Vx€ZVyeZVNze€Zx-(y+z)=x-y+x-2 (distributivité)

On dit que ./ nZ est un anneau commutatif.

L’inverse pour l'addition sera communément appelé opposé et lorsquon patlera d’inverse
sans autre précision il s'agira de celui pour la multiplication. Dans les anneaux Z /#Z, contrai-
rement 4 Z, des éléments autres que 1 peuvent étre inversibles.

Proposition. La classe d'un entier x dans 7/ n’L est inversible si et seulement si pged(x, n) = 1.

Démonstration. Laclassede x estinversible s'il existe y telque x y = 1 mod 7 soitx y = 1+k#,
ce qui est une relation de Bézout équivalente  pged(x, 7) = 1. O

Corollaire. Soit p un nombre premier. Dans L] pZ, tous les éléments non nuls sont inversibles.

Or on peut justement ramener [étude de Z/#Z A Iétude des Z/ p®Z par le résultat
que voici.

Théoreme (dit des restes chinois). Soient m et n deux entiers non nuls. Lapplication

Z/mnl —> Z]mZ x L] nZ

x —> (x mod 72, x mod )

est bijective si et seulement si m et n sont premiers entre eux.
Démonstration. Ecrire une relation de Bézout entre 7 et . O
Finissons en considérant un aspect important des éléments inversibles.

Définition. La fonction indicatrice d’Euler, notée @, associe a tout entier n le nombre déléments
inversibles de 7./ nZ.

Proposition. Si p est un nombre premier, pour tout « € N*, on a o(p*) = (p —1)p*~".
Si n et m sont premiers entre eux, on a (nm) = @(n)p(m).

Démonstration. La premitre assertion découle du calcul explicite

e(p™)=#{x €{l,.... p"} : pged(x, p) = 1},
=p“—#{xe{l,....p"}: plx},

a—1

a
=p —pr
Et la seconde découle de I'isomorphisme d’anneau donné par le théoreme chinois. O

On en déduit le célebre résultat ci-aprés. Nous le démontrerons en exploitant la notion
dordre dans un groupe qui sera vue plus tard : le groupe sera (Z/nZ)*, son ordre ¢(z) et on
considerera le cas particulier » = p.

Théoréme (petit théoreme de Fermat). Si p est premier alors :
— Pour tout x non divisible par p, on a x?71=1mod p-

— Pour tout x, on a x? = x mod p-
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Chapitre 4

Structures algébriques usuelles

Les ensembles munis d'opérations raisonnables forment les structures fondamentales de
lalgebre, en premier lieu celles de groupes, d’anneaux et de corps. Ces notions abstraites dé-
crivent des structures communes & de nombreuses situations et nous permettront de démontrer
certaines propriétés simultanément dans chacune de ces situations.

4.1 Lois

Commencons par munir les ensembles dopérations sur eux mémes.

Définition. On appelle loi de composition sur un ensemble A toute fonction du type

) Ax A— A
) — ey

On dit quelle :
— estassociativesiNx € ANye ANz edxad(yoz)=(x0y)dz;
— st commutativesiNx € ANy eAx@y=y®x;
— admet e € Acomme élément neutresiNx € e ®x =x®e =x.
Parmi les exemples de lois de composition ci-dessous on essaiera d’en garder quelques uns

a l'esprit dont au moins un non commutatif afin d’illustrer les différents cas de figure que nous
aborderons au cours de ce chapitre :

— additiondans N, Z, Q, R, C ouencore N*, N\ {0, 1}, R, R%;

— multiplication dans N, Z, Q, R, C ou encore N*, Z*, Q*, R*, R, R*, C*;
— différence dans Z, Q, R, C;

— quotient dans Q*, R*, R%, C*;

— puissance dans N, N*, N\ {0, 1}, R, R? ;

— composition dans lensemble £ E des fonctions E — E;

— union, intersection ou différence dans B(E);
Proposition. Lorsqu’il existe, [élément neutre est unique.

Définition. Etant donnée une loi ® sur A avec élément neutre e, on dit que y € A est un inverse
4 gauche (resp. droite) de x € Asiy ® x = ¢ (resp. x ® y = e ). Alors x est dit inversible 4 gauche
(resp. droite).
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Proposition. Lorsque la loi est associative, si un élément admet un inverse 4 ganche et un inverse
a droite, ces deux inverses sont identiques. (On parle alors délément inversible sans autre précision.)

Exemple. Soit E = RR lensemble des fonctions de R dans lui-méme muni de la loi de composition ;
celle-ci est associative et admet pour élément neutre la fonction identité. Lélément exp € E admet

un inverse 4 gauche mais pas 4 droite. En effet, on alog o exp = id oz [on a posé

0 six <0,

log: x eR+—> _
log(x) six>0.
En revanche, aucune fonction | ne satisfait expof = id puisque exp nest pas surjective.

Bien qu'il faille étre conscient de cette subtilité, en pratique, nous ne travaillerons désormais
que dans des contextes ot Iexistence d’un inverse & gauche équivaut 4 celle d’un inverse a droite.

4.2  Groupes

Définition. Uz groupe est un ensemble muni d'une loi de composition qui est associative, admet
un élément neutre et pour laquelle chaque élément est inversible. Il est dit commutatif ou abélien
lorsque cest le cas de sa loi.

On a notamment comme groupces :

— les entiers relatifs munis de 'addition; Z
— les nombres rationnels munis de 'addition;; Q
— les nombres réels munis de I'addition ; R
— les nombres complexes munis de 'addition; C
— les nombres rationnels non nuls munis de la multiplication; Q"
— les nombres réels non nuls munis de la multiplication; R*
— les nombres réels strictement positifs munis de la multiplication; RY
— les nombres complexes non nuls munis de la multiplication; Cx*
— les nombres complexes de module unité munis de la multiplication; U
— les nombres complexes racines ¢ de lunité; M,
— les entiers modulo 7 munis de 'addition; Z/nZ
— les entiers non nuls modulo p munis de la multiplication. (Z/pz)*

Tous les groupes ci-dessus sont commutatifs; afin de ne pas se former de fausses idées, il est
crucial de les compléter en gardant a lesprit un exemple de groupe non commutatif; on pourra
notamment considérer :

— les matrices de taille z x 7 inversibles munies de la multiplication; GL,(R)
— les bijections d'un ensemble £ dans lui-méme munies de la composition. (G
Ce dernier groupe est appelé groupe symétrique et noté S, pour E = {1,2,...,z}.
Exemple. Ona &, = {id, (12),(13),(23),(123), (132)} 0zt (x; - - - x;, ) dénote la bijection définie

parx; = x;, |, x, — x| et x — x pour x ¢ {x,..., %, }. Chaque élément est son propre inverse
a4 lexception de (123) er (132) qui sont inverses [un de lautre.

Exercice. Soit E un ensemble arbitraire. Montrer que lensemble des parties B(E ) forme un
groupe muni de la différence symétrique.
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Remarquons quooutre ce dernier exemple indéniablement exotique, les seuls groupes finis
introduits jusqua présent sont ceux de la forme y,, Z/#Z, (Z/nZ)*, tous trois commutatifs,
et &, non commutatif dés lors que |[E| > 3.

Remarque. Lorsque la loi de composition dun groupe G est clairement identifide par le contexte,
on pourra la noter comme laddition ou la multiplication usuelles; on dira alors que G est noté
additivement ou multiplicativement. Les notations du tablean suivant en découleront.

ADDITIVE MULTIPLICATIVE
élément neutre : 0 1
inverse de x : —x x1
composée de (x;),_, : PR [Tz, %

composée de n copiesde x :  nx=x+x+--+x | x"=x-x---%

propriété a démontrer : (—=n)x =—(nx) x7=(x")!

On prendya soin de réserver la notation additive au cas commutatif. Et on gardera bien a lesprit que
les symboles « + » et « x » ne vérifient alors pas nécessairement routes les propriétés de laddition
et de la multiplication usuelles!

Puisqu’un groupe ne possede qu'une loi de composition, la notion de calcul y est nécessai-
rement limitée; au dela de lassociativité, la seule identité pertinente est la suivante.

Proposition. Dans tout groupe, on a lidentité (ab)™ = b~ a™".
Construisons 4 présent de nouveaux groupes a partir de groupes connus.

Proposition. Soient (G, ®) et (H, R) deux groupes. Leur produit direct est le groupe (G x H, ®)
ot la loi est définie par :

(GxH)x(GxH)— GxH
(@, x).(6,9))— (a@b, xR y)
Exemple. Le produit direct de deux copies de (R, +) donne R* muni de laddition des vecteurs.
Inversement on peut chercher des groupes comme parties de groupes connus.

Définition. On dit quune partie H dun ensemble G est stable par une fonction f: G — G
lorsque f(H) C H. Pareillement pour une fonction f: G* — G on demande que f(H*) C H.

Ainsi, étant donné un groupe (G, ®), toute partic H de G stable par & peut étre munie de
la loi de composition ®|%, appelée loi induite sur H par ®. Lorsque H muni de cette loi est
lui-méme un groupe, on dit que c’est un sous-groupe de G

Définition. On appelle sous-groupe d'un groupe (G, ®) tout groupe (H,®|4,) avec H C G.

Exercice. Montrer que si H est un sous-groupe de G il admet le méme élément neutre. En déduire
que Uinverse d'un élément x dans H est le méme que dans G.

En particulier, tout groupe (G, ®) admet deux sous-groupes évidents : le sous-groupe dit
trivial {e;} et le groupe G lui-méme. Afin de montrer (ou d’infirmer) quune partie donnée
est un sous-groupe, on utilisera le résultat ci-dessous.

Proposition. Pour gue H C G soit un sous-groupe, il faut et il suffit qu’il contienne lélément
neutre et soit stable par la loi de composition et linverse.
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Exercice. Donner des sous-groupes de chacun des groupes listés plus haut.

Trés souvent, lorsqu'on aura & montrer qu'un ensemble muni d'une loi donnée (H, ®) forme
un groupe, plutdt que d’appliquer naivement la définition, on montrera en fait que (H, ®) est
un sous-groupe d’un groupe connu (G, @). Il sagira donc d’exhiber un ensemble G contenant
H etuneloi @ prolongeant & tels que (G, @) forme un groupe connu; il ne restera alors qua
montrer que H contient I‘élément neutre, les inverses et les produits de ses propres éléments.

Exercice. Montrer que (R’ x) est un sous-groupe de R* et en déduire que cest un groupe.
Montrer que ., est un sous-groupe de C* et en déduire que cest un groupe.

Corollaire. Toute intersection de sous-groupes est un sous-groupe.
Le résultat précédant légitime la définition que voici.

Définition. Soit P une partie d'un groupe G. On appelle sous-groupe engendré par P le plus petit
sous-groupe de G contenant P. On le note (P).

Par exemple, le sous-groupe de Z engendré par deux est celui des entiers pairs; celui engen-
dré par {2, 3} n'est autre que Z tout entier. Dans u 3» tout ¢lément autre que le neutre engendre
le groupe tout entier.

Exercice. Montrer que le sous-groupe engendré par un élément x d’un groupe noté multiplicative-
ment est (x) = {x* : k € Z}; en déduire que ce sous-groupe est commutatif

Définition. Lordre dun groupe est son cardinal.
Lordre d'un élément est celui du sous-groupe qu’il engendre.

Lordre d’un élément x est donc le cardinal du sous-groupe (x) = {x* : & € Z}; on pourra
montrer en exercice que cette quantité vaut min{k € N* : xk = 1}, ce qui donne un moyen
relativement efficace de la calculer.

Théoreme (Lagrange). Lordre de tout sous-groupe divise celui du groupe.

Démonstration. Le sous-groupe H C G induit une relation d'équivalence xZy < xy ™' €
H dont les classes comptent chacune |H | éléments et partitionnent G. O

On retiendra en particulier que ordre de tout élément divise celui du groupe.

4.3 Morphismes de groupes

Larichesse de chaque structure algébrique est en grande partie révélée par Iétude des appli-
cations qui la préservent. Dans le cas particulier des groupes, il n’y a que la loi de composition
a préserver.

Définition. On appelle morphisme de groupe toute application f: G — H d'un groupe (G, ®;)
vers un groupe (H, ® ;) vérifiant

Vi€ Gy G, f(x09)=f(x)0y ()

Exemple. Les applications ci-dessous sont des morphismes.

{Z—>Q {RX—>RX {Rj—nR {RXXR—>CX
2 || x —> log(x) (0,6) — pe'?

n— =

2 X —>

On sera particuliérement attentif en examinant ces deux derniers exemples : ils font intervenir
4 la fois des lois notées additivement et des lois notés multiplicativement.
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Enongons maintenant quelques propriétés qui découlent directement de la définition.

Lemme. Soit '+ G — H un morphisme otx G et H sont deux groupes notés multiplicativement.
Ona f(1z)=1y et, pourtoutx € G, f(x71) = f(x)"

Proposition. La composition de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupe. La
Jfonction réciproque d'un morphisme de groupe bijectif est un morphisme de groupe.

Proposition. Soit [ : G — H un morphisme de groupes. Limage par | de tout sous-groupe de
G est un sous-groupe de H. La préimage par | de tout sous-groupe de H est un sous-groupe de G.

Mentionnons certains cas particuliers notables.

Définition. Soit f: G — H un morphisme. On appelle noyau de f le sous-groupe de G

ker(F)=fF"'({1}) ={x € G : f(x)=1}.
On appelle image de [ le sous-groupe de H

im(f) = £(G) = {f(x): x € G}.
Exercice. Déterminer les noyaux et images de tous les morphismes ci-dessus.

Proposition. Un morphisme [ : G — H est injectif si et seulement sil vérifie ker(f) = {1}. I
est surjectif si et seulement sil vérifie im(f') = H.

Le critere d'injectivité est tout particuli¢rement utile. Notamment, lorsqu’il sagira de
démontrer que ¢b: G — H est bijectif, on se contentera d’établir les égalités |G| = |H]| et

ker(@) = {1}.

Définition. Soit : G — H un morphisme de groupes. Lorsque & est bijectif on le qualifie
disomorphisme; on dit alors que G et H sont isomorphes et on note G ~ H. Lorsque G = H on
parle dendomorphisme. Lorsque ces deux conditions sont réunies on parle d automorphisme.

A titre dexemple, voici un isomorphisme :

RY xR/2nZ — C*
(/0,9)*—>Ioei€

4.4 Anneaux et corps
Rajoutons maintenant une seconde loi de composition 4 un groupe commutatif.

Définition. Soit (A, ®) un groupe commautatif- On dit que (A, &, ®) est un anneau si ® :
— est associative;
— admet un élément neutre;

— est distributive par rapport 4 &, cest-a-dire :

V(x,p2)e L, x0(@z)=(x0y)e(xoz)
ANxoy)oz=(x0z)0(y©xz)
Lorsquaucune ambigiiité ne sera possible, on sempressera de noter les lois @ et ® respective-

ment additivement et multiplicativement et de dénoter leurs éléments neutres respectivement
par 0 et 1. Certaines identités bien connues se généralisent sans peine aux anneaux.
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Proposition. Soit x et y deux éléments dun méme anneau qui commutent, cest-d-dire qui
satisfont x y = yx. Alors pour tout k € N* on a les identités suivantes :

k
() =30y
=0

k k k—l ¢—
=yt = =) > W

=1

On peut donc calculer dans un anneau 4 condition toutefois d’avancer avec prudence en
veillant & ne pas implicitement supposer que toute identité valable dans C sapplique.

Définition. Oz dit qu'un anneau (A, ®, ©) non réduir a {0} est :
— uncorpssiVx € A\{0},Iye 4 x0y=yox=1;
— intégresiNx € AVyeAx0y=0=>x=0Vy=0.

Exemple. Considérer notamment :
— le corps C des nombres complexes ;
— le corps R des nombres réels ;
— le corps Q des nombres rationnels ;
— [anneaw intégre 7 des nombres entiers;
— lanneau 7| n’ des classes dentiers modulo n ; corps si et seulement sin € P ;
— [anneau intégre L[\ 2] formé des nombres a + b2 avec (a, b) € 72;
— lecorps Q2] formé des nombres a + b2 avec (a, b) € Q*;
— [anneau M, (C) des matrices carrées de taille n 4 coefficients complexes;
— lanneau R x| des polyndmes 4 coefficients réels;
— Lanneaun RN des suites réelles, munies de laddition et du produit terme a terme;

— lanneau c(R) des suites réelles convergentes, munies de ces mémes opérations.

Lappellation corps est tres souvent réservée au cas ot la loi de multiplication est commuta-
tive; on emploiera lappellation algébre a division plutdt que corps non commutatif.

Proposition. Tout corps est intégre. Tout anneau intégre fini est un corps.

Démonstration. Soit A un anneau intégre fini et z € A4 un élément non nul. Lapplication
x € A~ xz € A est injective puisque A est integre; elle est donc bijective et [unité admet
ainsi une préimage; cela montre que z est inversible. O

Par exemple, l'ensemble {0, 1,4, 6} muni des lois ci-dessous est un corps noté F,.

1 a4 b 0 1 a b
00 1 a4 b o(fo o0 0 O
0 b a 0 1 a b
ala b 0 1 a |0 a4 b 1
bbb a 1 0 b |10 b 1 a

Les propriétés des lois de composition font quavec un peu d’attention on peut calculer
dans un anneau presque comme on a habitude de le faire dans les ensembles de nombres
classiques. Résoudre par exemple ax + & = 1 dans F,,.
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Définition. On appelle groupe multiplicatif d'un annean (A, +, X) et on note A lensemble des
éléments inversibles pour x muni de cette loi.

Pour les corps, notamment @, R et C, cette notion se confond avec la notation astérisque
dénotant lenlévement du zéro. On écrit donc indistinctement C* = C*. C'est n'est cependant
pas généralement le cas pour les anneaux et on a notamment Z* = {£1} £ Z*.

Définition. On appelle sous-anncan d'un annean (A, ®,®) tout annean de la forme
(B.ol5,,®%,) avec1 ;€ B et B C A.

Par exemple, l'anneau ./, (C) admet comme sous-anneaux %, (C), 7,"(C) et 7,"*(C).
L'anneau des suites réelles RY admet quant 2 lui comme sous-anneaux celui des suites bornées
ou encore celui ¢(R) des suites convergentes. En revanche, on prendra garde au fait que le

sous-ensemble

0
o :xeC

ne constitue pas un sous-anneau de ./, (C) : cest bien un anneau pour les lois d'addition et de
multiplication des matrices mais son élément neutre pour la multiplication est distinct de celui
de A, (C) et ce n'en est donc pas un sous-anneau.

Définition. On appelle morphisme dannean toute application f: A— B d'un annean (A4, +, )
vers un anneau (B, +, -) vérifiant

— VxedVyeB, f(x+y)=f(x)+f(y)
— VxedVyeB f(x-y)=f(x)f(»)
— f)=1

a méme terminologie (noyau, image, isomorphisme, etc.) que précédemment sapplique.
L t log: ). /g b tc.) q A t q

Exemple. Les applications ci-dessous sont des morphismes danneaux.

C— C
//12( 0) R[x]——>R C(R)——>R
2 (z) P— P(a) (% e — limy_, o 2,
z

Pour m et n deux entiers non nuls, on a aussi le morphisme dit des restes chinois

Z|mnl —> Z|mZ x L] nZ

x —> (x mod 72, x mod )

qui est un isomorphisme si et seulement si m et n sont premiers entre eux.

Concluons par quelques propriéeés triviales.
Proposition. Un morphisme dannean est injectif si et seulement si son noyan est réduir 4 {0}.
Proposition. Limage d’un morphisme danneau est un sous-annean du codomaine.

Attention toutefois a ce que le noyau d'un morphisme d’anneau nest pas un sous-anneau,
ne serait-ce que parce qu'il ne contient pas I'unité; c’est ce quon appelle un idéal, notion qui
sera abordée 'an prochain.
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Annexe A

Feuilles de TD

Une des qualités les plus importantes que vous allez devoir acquérir en CUPGE,
tout particuli¢rement 2 travers les travaux dirigés et les colles, est d’apprendre & 7e
Jjamais blogquer sur un probléme : lorsquune question vous semble inaccessible,
faites ce que vous pouvez en lien avec elle méme si vous n'en voyez pas encore la
pertinence.
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A.1 Raisonnement et vocabulaire ensembliste

Propositions
1. Les propositions (p = q) = 7 et p = (q = r) sont-elles équivalentes ?
2. Trouver une proposition simple équivalente 4 (p Nq)V (—p N—q).
3. Calculer la négation de la proposition p = (q N\ 7).
4. Simplifier la proposition (p = q)V (—r = p).
5

. Combien peut on écrire de propositions deux-a-deux non équivalentes en deux variables ?
Méme questions pour des propositions en k variables avec k € N arbitraire.

6 (formes normales). On appelle forme normale disjonctive toute proposition consistant en la
disjonction d’une ou plusieurs conjonctions en les variables et leurs négations; cest par exemple
lecasde (p Nq Nr)V (p N—q)V r. Montrer que toute proposition admet une forme normale
disjonctive qui lui est équivalente. Est-elle unique ?

Mémes questions pour les formes normales conjonctives, cest-a-dire les conjonctions de dis-
Jjonctions en les variables et leurs négations.

7 (connecteurs universels). Montrer que le connecteur logique non-et noté N et défini par léqui-
valence pAg < —(p A q) est universel, cest-a-dire que toute proposition en deux variables
équivant & une expression ne faisant intervenir que les variables, le connecteur N\ et des parenthéses.
Généraliser ce résultat 4 un nombre arbitraire de variables. Donner un majorant du nombre de
connectenrs N nécessaire pour écrire ainsi une proposition en k variables.

Montrer que la disjonction exclusive notée & et définie par p ® ¢ < (p Nq)V (—p N—q)
nest pas un connecteur universel.

Prédicats

8. Que désigne lensemble {§ x€RyER y£0N(x—y) = 0} ?

9 (nombres décimaux). On considére D = {x eR:3keN,(10¢x) e Z}.

Montrer que tout entier est dans D, puis que tout élément de D est rationnel.

10. Ecrire formellement lensemble des multiples de trois.

De méme pour lensemble des nombres complexes dont une puissance non nulle vant un.
11. Déterminer lesquelles de ces propositions sont vraies :

— JweZVxeQ,dJyeRVzeCw+x+y+2=0

— YweZIxeQ,VyeRIzeCw+x+y+2=0

— Jw E(C,VxER,Hy EQ,Vz €Z,w+x+y+z=0

— YweCdxeRVyeQIzeZ,w+x+y+2=0

12. Pour chacune des huit propositions ci-dessous, déterminer lesquelles des sept autres elle implique.

Vx R, p(x) A g(x) (Vx eR, p(x)) A (Vx € R, q(x))
Vx eR, p(x)Vq(x) (Vx eR, p(x))V(Vx € R, q(x))
dx €R, p(x) A g(x) (Ax eR, p(x)) A(Ax e R, g(x))
dx eR, p(x) Vgq(x) (Fx eR, p(x))V(3Ix eR, g(x))
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13. Calculer la négation des propositions :
— dx€ZAyeZ Iz €Z,(xyz £0)A(x" +y" + 2" =0)
— VxeR(x>0)=>(FyeR,y>0Axy>1)

14. Ecrirela négation de la propositionVx € R,le € Z,e <x Ax <e+ 1.

Preuves

15. Soient x et y deux réels vérifiant x € Q er y ¢ Q. Montrer (x + y) ¢ Q.
En déduire qu’il existe une infinité de réels irrationnels.

16. Montrer que la quantité x> — x + 1 est positive quel que soit x € Q.
17. Prouver que V3 west pas rationnel.

18. Montrer que pour tout n € Nonan < 2”.

19. Montrer que pour tout n € N la quantité 23" — 1 est divisible par 7.

20 (suites arithmético-géométriques). Soienta # 1 et b deux complexes et n un entier. Montrer
que si des nombres xy, x,, ..., x,, vérifient lavelation x| = ax, +b pour toutk € {0,...,n—1}

alors on a
b " b
x, = x— a + .
1—a 1—a

21. Soit [+ N* — N* une fonction vérifiant f(n + 1) > f(f (n)) pour tout n.

Montrer par récurrence sur n Uimplication f(m) < n = m < n. En déduire { = id.

Ensembles

22. Soient A, B et C trois ensembles. Montrer les équivalences :
— (AUB)cC <= (AcC)ABcC()
— Ac(BNC)<=(AcB)AN(4cC)

23. Soient Aet B deux parties d'un ensemble C. Montrer AC B <= (C \ B) c (C \ A).
Trouver un contre-exemple lorsque AUB ¢ C.

24. On définit la différence symétrique de deux ensembles A et B par ANB = (A\ B)U (B \ A).

Montrer les propositions :
— AAB =@ <=> A=8
— AAB =(AUB)\ (4N B)
— AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
25. Soient k un entier et A et B deux ensembles. A quelle condition a-t-on (A\ B)* = A4* \ B* ?
26 (inégalités triangulaires). Montrer |[AUB| < | 4|+ |B| et |A|—|B| < |4\ B]|.
27. Montrer qu'un ensemble E est fini si et seulement si E\JB(E) lest.

28. Montrer que si A et B sont disjoints alors les ensembles (AU B) et P(A) x P(B) ont le
méme cardinal. Construire une correspondance naturelle entre ces deux ensembles.
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Applications

29. Pour quels intervalles A et B de R la fonction sin |5 est-elle bijective ?

30. On poselog”: x € R} — min{k € N : log®®(x) < 1} 0st La notation ) dénote la
composée de k copies de f. Donner [image et une préimage de 3 par log”. Cette fonction est-elle
injective ? Surjective ?

31. Soient E et F deux ensembles de cardinal n et soit f: E — F une fonction vérifiant
|im(f)| = 7 — 1. Montrer que seules deux restrictions de [ 4 des parties de E de cardinal n — 1
admettent un prolongement bijectif de E dans F .

32. Etant données deux fonctions [+ A— B et g: C — D on définit

fx ‘{AXC—>BXD
1 @) — (fla) g(e))

Montrer que cela définit une application de B x D€ dans (B x D)) injective dés lors que A
et C sont non vides. Dans quels cas est-elle bijective ?

33. A quelle condition sur f : E — F lapplication f : P(E) — P(F) est-elle injective ? Surjec-
tive ? Bijective ? Mémes questions pour lapplication f~': P(F) — P(E).

34. Soit [+ E — F une application. Montrer que pour toute partie A C E on a linclusion
Ac fUf(A). Montrer quon a [¢galité pour tout Asi et seulement si f est injective.
Montrer inclusion f (f ~1(B)) C B pour toute partie B C F. Décrire le cas dégalité.

35 (formule du crible). Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E.
Ecrive une expression donnant 1 4 g - en fonctionde 1 , 15 et 1.
Généraliser cette identité 4 lunion de k parties A,, ..., A,.

36. Montrer quun ensemble E est infini si et seulement si, pour toute fonction f : E — E, il
existe une partie H de E vérifiant f (H) C H autre que lensemble vide et E lui-méme.

Relations

37. Ondéfinit unerelation R sur les points de lespace R” par PR Q < (P—Q ) € Z". Montrer
quil sagit d’une relation déquivalence. Dans le cas n = 1, prouver que lintervalle [0, 1] est un
domaine fondamental, cest-d-dire quil contient un élément de chaque classe et un seul. Généraliser
ce résultat pour n quelconque.

38. Sur N on considére la relation définie par x Ry <> g € Q*, y = x1. Montrer que cest une
relation déquivalence. En décrire les classes.

39. Soit E un ensemble fini fixé. On considére [application qui a toute relation déquivalence sur
E associe lensemble de ses classes dans YB(P(E )). Montrer quelle est injective mais pas surjective.

40. On considére la relation R définie sur R* par xRy <> + < 1. Montrer qu'il sagit d'une
xSy

relation dordre. Montrer quelle est compatible avec la multiplication dans le sens o1t x Ry =
Vz € RY, x2R yz. Est-elle aussi compatible avec laddition ?

41. Montrer que la relation R définie sur N* par (a, b)R(c,d) < (a+b <c+d)V(a+b=
¢ +d Na < c)est un ordre. Quels sont les cing plus petits éléments de N* pour cet ordre ? En
utilisant le fait que lordre usuel sur N est un bon ordre, cest-a-dire que toute partie non vide de N
admet un plus petit élément, montrer que cest aussi le cas de R. Construire alors une bijection de
N2 dans N. En déduire une bijection entre Q et N.
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42. Montrer qu'il existe une bijection préservant lordre entre deux ensembles finis totalement
ordonnés si et seulement sils ont le méme cardinal. Exhiber cette bijection dans le cas de

({1,...,3, <) er({1,...,9},<).

43. Montrer qu’il existe une unique relation dordre totale R sur {@,{@}, {{@}},...} vérifiant
a € b = aRb. Exhiber une bijection de cet ensemble vers N préservant leurs ordyes respectifs.
Montrer quaucune bijection entre N et N* ne préserve leurs ordyes naturels.
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A.2 Calcul matriciel et systemes linéaires

Systemes linéaires

2_
44. Résoudye le systéme {x 5 -7
y=x
2 + 2 =1
45. Résoudye le systéme {x Y
xy=1

Ax+y+z=1
46. Déterminer en fonction de A € Cles triplets (x, y, z) € C3 solutionsde { x + Ay +z =1
x+y+Az=1

x) =z
47. Trouver les triplets (x, y,z) € Ri vérifiant Yo =x

z¥=y
48. Soient les systémes :
E. ax+by=1 12 ax+cy=1
cx+dy=1 bx+dy=1

Montrer que E admet un unique couple (x, y) solution si et seulement si cest aussi le cas de E’.
Généraliser ce résultat 4 des systémes en n équations a n variables pour n arbitraire.

Espaces de matrices

49. Déterminer une formule explicite pour les puissances n® des matrices ci-dessous.
1 1 2 1 1 1
1 1 0 2 -1 1
50. Identifier toutes les matrices B pour lesquelles AB = B A ons
1 2
A= .
3 4

S1. Déterminer toutes les matrices carrées M € M,(C) vérifiant M*> = ("M ).

52. Exhiber trois matrices A, B, C de M ,(C) telles que A er B commutent, B et C commutent
mais A et C ne commutent pas.

53. On fixe une matvice M € M, (C). Montrer que le systéme MX = 0 admer des vecteurs
solutions X € C” si et seulement si cest encore le cas du systéme ("M )X = 0.

S4. Pour toute matrice carrée M on pose tt(M) = > m;;. Montrer identité t(AB) = tr(B A)
et exhiber des matrices satisfaisant tr(AB) # tr(A) tr(B).
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Opérations élémentaires

55. Résoudre le systéme linéaire :

x+2y+3z=1
2x +3y+4z =1
3x+4y+5z =1

56. Résoudre le systéme linéaire :

x+2y—z=1
w+2x—y=1
2w—x+z=1
—w+y+2z=1

57. Pour quels nombres A € C le systéme ci-dessous admet-il une unique solution ?

1+Ax+y+z=1
x+(1+Ay+z=1
x+x+(l+)z=1

Anneau des matrices carrées

58. Caractériser les matrices nilpotentes parmi ﬂ”mf (C).

59. Calculer linverse de la matrice

N =
S IV )
S o\ W

60. Résoudre en A€ M,(R) léquation matricielle A~ = A.

61. Expliciter toutes les matrices de M,(C) diviseurs de zéro.

. . . . _ k
62. Montrer que si N est nilpotente alors Aid+N admet pour inverse 37, <71N ) . Peut-on
généraliser cela 4 la somme d'une matrice diagonale et d'une matrice nilpotente qui commutent ?

63. Démontrer que lensemble des matrices M € M, (C) vérifiant "M M = id est stable par la
multiplication. Expliciter ses éléments dans le cas n = 2.
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A.3 Arithmétique dans 'ensemble des entiers relatifs

Divisibilité

2

64. Montrer que pour tout n € Z lentier n* — n est pair. Montrer de méme 3 | n® — n.

65. Déterminer les entiers n € Z vérifiant n —2 | n + 2. De méme pour n +2 | n* + 2.
66. Montrer que pour tout n € 7. la quantité n* + 3n® + 4 est composée.

67. Soit P(X) € Z[X | un polynéme a coefficients entiers. Montrer que P(n+k P (n)) est divisible
par P(n) quels que soient les entiers k et n. En déduire que tout polynéme non constant prend une
infinité de valeurs composées.

68. Soit k un entier positif: Montrer que le produit n(n + 1)(n +2)- - (n + k — 1) est divisible
par (k) quelque soit n € Z.

69. On note d(n) le nombre de diviseurs positifs dun entier n. Montrer que la suite de terme

énéral 2% converge
& P ge.

Diviseurs communs

70. Discuter selon lentier n des valeurs possibles de pged(n, n + 6).
71. Déterminer tous les couples (k, £) € Z? qui vérifient 2k + 6¢ = 4.
72. Montrer lidentité pged(a, ppem(a, b)) = ppem(a, pged(a, £)).

73. Montrer l'inégalité pged(a, b) pged(c, d) < pged(ac, bd).
Etablir que cest une égalité lorsquea = c et b = d.

74. Caractériser tous les couples (a, b) € N* vérifiant pged(a, b) + ppem(a, b) = a + b.

75 (suite de Fibonacci). Soit la suite vérifiant b, = b, + &, | avec by =0et | = 1. Mon-
trer que pged(p . & ,.1) = 1. On va maintenant généraliser ce résultat. Prouver par récurrence
sur m Z)égﬂ[ité ¢n+m = ¢m¢n+l + ?Smflsén' En déduire ngd(¢n’ ¢/en+r) = ngd(¢n’ ¢r)
Conclure enfin que pged(&,,, & ,,) = ¢pgcd(n,m)-

76 (nombres de Mersenne). Soit n et k > 1 deux entiers tels que n* — 1 soit premier. Montrer
que n =2 et que k est premier. Montrer alors pged(My, My) = M,y o) 0tk My, = 28 —1.

Primalité relative

77. Soient deux entiers premiers entre eux. Montrer que leur somme et leur produit le sont aussi.

78. Montrer que si a et ¢ sont premiers entre eux alors on a pged(ab, ¢) = pged(b, ¢).
Plus généralement, quand a-t-on pged(ab, c) = pged(a, ¢) pged(b, ¢)?

79. On dit que n entiers x,, .. ., x,, sont premiers dans leur ensemble lorsque leur seul diviseur
positif commun 4 tous est Lunité. Montrer que cela équivaut 4 lexistence d'une relation de Bézout
généralisée 1 = u x|, +---+u,x, avecu € 1"

On dit que n entiers x,,...,x, sont premiers denx-d-deux lorsque pour tout k + € on
a pged(xy, x,) = 1. Montrer que cela implique qu'ils sont premiers dans leur ensemble. Remarquer
que Uimplication réciproque est fausse.
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80 (nombres de Fermat). Montrer que si 2" + 1 est premier alors n = 2*. On pose mainte-
nant F, = 22 + 1 pour k € N. Montrer lidentité F, = (F, — 1)*"" + 1. En déduire [4galité
pged(E,, F,) = 1 deéslors que b # €.

81. Soit x € C vérifiant x* = x* = 1 avec k et € premiers entre eux. Montrer que x = 1.

Nombres premiers

82. Combien lentier 1728 admet-il de diviseurs ? Quelle est leur somme ?
83. Montrer que p est premier si et seulement si p | C]f pourtourk €{1,...,p—1}.

84 (formule de Legendre). Soit p un nombre premier et n un entier naturel. Montrer lidentité

v, (n) =2 pen- [ﬁ J En déduire par combien de zéros [écriture décimale de (107)! se termine.

85. Montrer que pour tout k donné il existe n € N tel que lensemble {n +1,n+2,...,n+ k}
ne contienne aucun nombre premier.

86 (nombres parfaits). Oz note o la fonction associant 4 chaque entier la somme de ses diviseurs
positifs; on apar exemple o (4) = 1+2+4 = 7. Montrer que si n et m sont premiers entre eux alors
o(mn) = o(m)o(n). En déduire que les entiers pairs n vérifiant o(n) = 2n sont exactement
ceux de la forme 2671 (2% — 1) 04 2% — 1 est premier.

87 (critere d’Eisenstein). Uz polynéme a coefficients entiers P(X) = >t _ a,x* est dit d’Ei-
senstein s'il existe un nombre premier p tel que p | a;, pour toutk €{0,...,n— 1} et p* }a, et
P ta,. Montrer que tout diviseur d'un polynéme d’Eisenstein est d’Eisenstein. En déduire que
tout polynéme d Eisenstein est irréductible sur Z[ X ).

Congruences

88. Soient k et £ deux entiers pour lesquels k* + 0 est un multiple de 7. Montrer que k et £ sont
tous deux multiples de 7.

89 (théoreme de Wilson). Montrer que p est premier si et seulement si(p—1)! = (p—1) mod p.

90 (nombres de Carmichael). Verifier que lentier n = 561 présente la propriété que voici : pour
tout facteur premier p | n, ona p* Y n et p — 1 | n— 1. Montrer que pour tout tel n [équation
x” = x est vérifide quel que soit x € L/ nZ.

91. Montrer pour tout n € N la formule n = 3, ¢(d). Si p est premier, en déduire que
(Z] pZ)* contient au plus o(d) éléments dordre d. Conclure que (] pZ)* est cycligue.

92. Soit p > 2 un nombre premier. Montrer pour tout k € N* lexistence d’un entier u premier
4 p telque(1+ p)?"* = 1+ up**'. En déduire que 1 + p est dordre p*=" dans (2] p* Z)*. Avec
Lexercice précédent, conclure que (2] p* Z)* est cyclique.
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A.4  Structures algébriques usuelles

Lois
93. Quedirede[a[oisurRR définiepar f @ g =(fog)—(gof)?

94. Montrer quon définit une loi sur RU {oo} en posant x & y = tan(arctan(x ) + arctan(y)).
Quelles sont ses propriétés ?

95. Soit ® une loi sur un ensemble E. On définit une loi par x@®y = (x ® y) @ (y @ x). Montrer
que si ® est commutative alors cest aussi le cas de ®. La réciproque est-elle vraie ?

96. On considére la loi & sur N définie par la récurrence k ® n = (k — 1) ® (k & (n — 1)) avec
0Odn=1+nekd0=*k+1. Calculer 3 @ 3. Admet-elle un élément neutre?

97 (loi induite). Soit & une loi sur E. On dit qu'une partie H de E est stable par & lorsque
im(®|,.) C H. On appelle alors loi induite sur H la restriction ®|%.,. Montrer que si & est
associative alors toute loi quelle induit lest aussi. De méme pour la commutativité et enfin lexistence
d'un élément neutre lorsque celui-ci est dans H. Que dire des réciproques de ces trois implications ?

98 (produit cartésien). Soient @, ..., @, des lois sur des ensembles E,, . . ., Ey,. Sur le produit
E, x--x E, on définit une loi par (x|, ..., x,)®(yp>- > y4) = (%, 01 ¥15 - - -, x, D, ¥, ). Montrer
que cette nonvelle loi est associative si et seulement si chacune des lois @, lest. Faire de méme pour
la commutativité puis lexistence dun élément neutre.

Que vaut ® lorsque chaque &, est [addition usuelle sur R ?

Groupes

99. Soit E un ensemble quelconque. Montrer que (Y(E ), A) est un groupe commutatif.

100. Soient k et € deux entiers non nuls. Montrer que 1, = {x € C : x* = 1} forme un groupe
pour la multiplication usuelle. Ecrive explicitement ses éléments en utilisant la décomposition
polaire. Montrer alors que 11, C u, si et seulement si k | L.

101. Soient x et y deux éléments d'un groupe G. On suppose que x y est dordre k. Montrer que
yx est aussi dordre k.

102. Soient x et y deux éléments d'un groupe commutatif G. Montrer que si leurs ordres sont
premiers entre eux alors [ordre du produit x y est le produit des ordres de x et de y.

103. Pour tous entiers k et n, montrer que le groupe u,, contient exactement (k) éléments dordre
k si k divise n et aucun sinon.

104 (centre d’un groupe). Soit G un groupe noté multiplicativement. On appelle centre la partie
{g¢ €G:VheG,gh=Dhg} Montrer que cest un sous-groupe commutatif- Le calculer pour le
groupe G = D, des isométries laissant stable un polygone régulier de degré n.

105 (exposant d'un groupe). Soit G un groupe fini noté multiplicativement. On appelle exposant
de G le plus petit entier k € N* vérifiantN g € G, g* = 1. Montrer que cest aussi le ppcm des
ordres des éléments de G. En déduire que lexposant divise lordre du groupe. Dans le cas on G est
abélien, montrer qu’il existe un élément de G dont lordre est lexposant de G.

106 (groupe de Priifer). Soit p un nombre premier. Montrer que {z eC:3keN,z? = 1}
est un sous-groupe de C*. En décrire les sous-groupes.
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Morphismes de groupes

107 (décomposition polaire). Montrer que Lapplication (p, ) € R* x R — pexp(i)) e C*
est un morphisme dont on déterminera le noyau et limage.

108. Déterminer tous les morphismesde Z — 7, de . — Q, de Q — Z et de Q — Q.

109. Soit o: G — H un morphisme de groupes. Montrer quon définit une relation déquivalence
sur G par xRy < ¢(x) = @(y). En déduire [¢galité |G| = | ker(o)| - | im(¢)|.

110. Soit G un groupe fini commutatif noté multiplicativement et soit k un entier. Montrer que
Lapplication g € G — g* € G est un isomorphisme si et seulement si k est premier avec |G |.

111. Soit p un nombre premier et k un entier. Calculer I xk.

;. .ol
112. Montrer que x € (Z/ pZ)* est un carrési et seulement six = = 1.

113. Encadrer lordre du groupe dantomorphismes Aut(G) en fonction de celui du groupe G.

Anneaux et corps

114. Soit E un ensemble non vide. Montrer que (Y(E ), A, N) est un anneau commutatif-

115. Montrer que Lensemble Z[v/ 2] = {a + b2 : (a, b) € Z2} est un anneau pour Laddition
et la multiplication usuelle. Montrer que Lapplication N : (a + b+/2) € Z[V2] — (a* —2b%) €
Z satisfait N(xy) = N(x)N(y). En déduire qui x € Z[\2] est inversible si et seulement si
N(x) = 1. Déterminer alors le groupe multiplicatif de Z[ /2.

116 (inversion de Mabius). On muni lensemble des fonctions de N* dans C de laddition point
par point et du produit définipar f x g:n €N*— 32, f(d)g(%). Montrer que cela en fait
un anneau commutatif. En caractériser les éléments inversibles.

Considérons maintenant la fonction u(n) quivant (—1)" lorsque n est le produit de r nombres
premiers distincts et sannule lorsque n admet un facteur carvé. Calculer i * (n — 1). En déduire
léquivalence

FO)=2¢ld) = gl =2u(7) /@)

dn

117. Dans un anneau fixé soit w un élément nilpotent, cest-d-dire vérifiant w” = 0 pour un
certain n € N. Montrer que [élément | —w admet pour inverse 1 +w +w? +---+w"'. Montrer
plus généralement que si x est inversible alors x + w est inversible.

118 (anneaux connexes). Montrer gu'nun anneau dont tous les éléments sont idempotents (cest-d-
direNa € A,a* = a) est commutatif. Montrer qu'un anneau commutatif posséde au moins deux
idempotents.

119. Sit Alannean des suites a valeurs entiéres stationnaires a partir d'un certain rang. Déterminer
tous les morphismes de A dans Z.

120. Soient o et [ deux entiers non nuls. Montrer que les corps Q(y/a) et Q(4/ B) sont iso-
morphes si et seulement si \/ a 3 est un nombre entier.

55



Bibliographie

En mathématiques, I'usage de livres n'est pas nécessaire ni méme recommandé. Si toutefois
vous le souhaitez, apres avoir assimilé le cours et les travaux dirigés, vous pourrez jeter un ceil
aux chapitres correspondants d’un voire deux bouquins. Attention, la littérature abonde et les
mauvais bouquins foisonnent; cantonnez vous donc aux ouvrages ci-dessous et préférez les
derniéres éditions pour éviter les coquilles et les programmes obsoletes.

Pour revoir et compléter le cours, on préferera [5] et [6] en premiére année puis [7] et [8]
en seconde. Dans un style axé sur la pratique, voir aussi [1] et [2] mais sachez que depuis le
programme sest aminci. Enfin, pour aller plus loin, on consultera avec profit [4] et [3].

[1] Xavier MERLIN. MéthodiX Algébre. Ellipses, 1998. 1SBN : 2-7298-9555-8.

[2] Xavier MERLIN. MéthodiX Analyse. Ellipses, 1999. 1SBN : 2-7298-9901-4.

[3] Xavier GOURDON. Les maths en téte. Analyse. Ellipses, 2008. 1SBN : 2-7298-3759-0.
[4] Xavier GOURDON. Les maths en téte. Algébre. Ellipses, 2009. 1SBN : 2-7298-5014-7.
[5] Claude DEscHAMPs, Frangois MOULIN et André WARUSFEL.

Mathématiques tout-en-un. MPSI. Dunod, 2015. 18BN : 2-10-072659-5.

[6] Jean-Marie MONIER, Guillaume HABERER et Cécile LARDON.
Mathématiques méthodes et exercices. MPSI. Dunod, 2015. 1sBN : 2-10-072780-X.

[7] Claude DEscHAMPS, Francois MOULIN et André WARUSFEL.
Mathématiques tout-en-un. MP-MP*. Dunod, 2016. 1sSBN : 2-10-071361-2.

[8] Jean-Marie MONIER, Guillaume HABERER et Cécile LARDON.
Mathématiques méthodes et exercices. MP-MP* Dunod, 2016. 1SBN : 2-10-074907-2.

56



