
Logique et fondements

Gaetan Bisson

https://gaati.org/bisson/



Introduction

Ce cours pose les bases rigoureuses sur lesquelles les mathématiques modernes sont
construites : d’une part, le formalisme; d’autre part, les structures algébriques élémentaires.
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Chapitre 1

Raisonnement et vocabulaire
ensembliste

En mathématiques, il est extrêmement important de s’exprimer sans ambiguïté. On utilise
donc un langage clair et précis et, pour éviter les longues phrases, on a parfois recours à des
formules faisant intervenir des symboles spécifiques.

1.1 Propositions
On appelle proposition tout énoncé dont on peut affirmer qu’il est soit vrai soit faux. Selon

le cas, sa valeur de vérité sera notéeV ou F . Une proposition peut être écrite avec des mots ou
encore avec des symboles, tant qu’ils sont bien définis.

Exemple. Considérons les énoncés :
— « 2+ 3 = 5» : proposition vraie.
— « 2+ 4 = 5» : proposition fausse.
— « 2+ x = 5» : pas une proposition! (Ça dépend de la valeur de x .)

Seule la véracité d’une poignée de propositions appelées axiomes est admise ; toute autre
affirmation doit résulter d’une démonstration, c’est-à-dire de déductions logiques partant de
ces axiomes ou de propositions déjà démontrées.

Remarque. Les mathématiques formelles sont construites à partir de neuf axiomes seulement,
théorie connue sous le nom de ZFC. Ici toutefois nous accepterons comme axiome toute proposition
jugée suffisamment évidente. Toujours est-il que la véracité de toute proposition non triviale devra
faire l’objet d’une démonstration rigoureuse.

Nous reviendrons bientôt sur cette notion de démonstration mais, avant toute chose, il
nous faut apprendre à manipuler des propositions.

Définition. Soient p et q deux propositions. On appelle :
— négation ¬p , la proposition vraie si et seulement si (ssi) p est fausse.
— conjonction p ∧ q , la proposition vraie ssi p et q sont vraies.
— disjonction p ∨ q , la proposition vraie ssi l’une (au moins) de p ou q est vraie.
— équivalence p ⇔ q , la proposition vraie ssi p et q ont la même valeur.
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— implication p ⇒ q , la proposition vraie ssi q est vraie ou p est fausse.

On peut résumer cette définition sous la forme d’une table de vérité ; cela consiste à énu-
mérer les combinaisons possibles des valeurs de vérité de p et q en indiquant pour chacune la
valeur que prend chaque connecteur logique ci-dessus.

p q ¬p p ∧ q p ∨ q p ⇔ q p ⇒ q

V V F V V V V
V F F F V F F
F V V F V F V
F F V F F V V

Observons que ces opérations présentent une certaine redondance : en les combinant on
peut arriver à des propositions équivalentes, c’est-à-dire prenant lamême valeur de vérité quelles
que soient celles de leurs variables.

Exemple. Les propositions¬p ∨ q et p ⇒ q sont équivalentes. Pour le prouver on écrit leur table
de vérité.

p q ¬p ∨ q p ⇒ q

V V V V
V F F F
F V V V
F F V V

Exercice. Montrer que la proposition p ⇒ q est équivalente à ¬q ⇒ ¬p .
Plus généralement, on peut transformer une proposition suivant les règles ci-dessous sans

changer sa valeur de vérité. Le lecteur prendra soin de vérifier ces équivalences en écrivant les
tables de vérité correspondantes.

p ∧ p équivaut à p

p ∨ p p

p ∧ q q ∧ p

p ∨ q q ∨ p

p ∧ (q ∧ r ) (p ∧ q )∧ r

p ∨ (q ∨ r ) (p ∨ q )∨ r

p ∧ (q ∨ r ) (p ∧ q )∨ (p ∧ r )
p ∨ (q ∧ r ) (p ∨ q )∧ (p ∨ r )
¬(p ∧ q ) ¬p ∨¬q
¬(p ∨ q ) ¬p ∧¬q
p ∧ (¬p) F

p ∨ (¬p) V

¬(¬p) p

p ⇒ q ¬p ∨ q

p ⇔ q (p ⇒ q )∧ (q ⇒ p)
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Ces règles permettent d’effectuer des calculs sur les propositions afin de les résoudre ou de les
mettre sous des formes plus propices à leur résolution. Leur maîtrise est donc indispensable.

Exercice. Développer la proposition ¬(p ∧ (q ∨ r )). Faire de même pour ¬(p ⇒ (q ∨ r )) puis
¬(p ⇔ (q ∨ r )).

Exercice. Démontrer la véracité de la proposition ((p ⇒ q )∧ (q ⇒ r ))⇒ (p ⇒ r ).

1.2 Prédicats
Les propositions sont les phrases du langage mathématique et, à ce titre, portent souvent

sur la structure mathématique fondamentale que sont les ensembles. Le terme technique de
prédicat désigne une proposition portant sur les ensembles, même si cette appellation est peu
usitée en dehors du cadre de la logique formelle.

Définition. Un ensemble est une collection d’objets définis et distincts, appelés éléments de l’en-
semble. Lorsque l’objet x est un élément de l’ensemble E , on note x ∈ E et on dit que x appartient
à E ou encore que x est dans E . (Dans le cas contraire, on note x /∈ E .)

L’ensemble qui n’a aucun élément est appelé ensemble vide et noté ∅.
Exemple. Vous connaissez déjà les ensembles de nombres classiques :

— les entiers naturels : 0, 1, 2, 3 . . . �
— les entiers relatifs : . . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 . . . �
— les nombres rationnels : x

y avec x et y entiers et y �= 0 (un quart, −23 , etc.) �
— les nombres réels : quantités mesurables (nombres décimaux,

�
2,π, etc.) �

— les nombres complexes : a + b i avec a et b réels et pour i vérifiant i 2 = −1 �
On note les ensembles en écrivant leurs éléments entre accolades, soit en extension (c’est-à-

dire explicitement) soit en compréhension (c’est-à-dire en les construisant ou sélectionnant
à partir d’autres ensembles). Par exemple, l’ensemble des entiers pairs s’écrit

{0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, . . .} = {2k : k ∈�} = {k ∈� : 2 | k}
et celui des rationnels se note

� =
�
x

y
: x ∈ �, y ∈�, y �= 0

�
.

Considérons à présent des propositions portant sur des ensembles, par exemple :
— Si x est dans�, alors x est dans�.
— Pour tout x dans�, si x > 2, alors x2 > 4.
— Si x est dans �, alors x2 est dans�.
— Il existe un unique x dans� tel que 2x = 1.
— Tout réel admet un entier plus grand que lui.

Elles sont toutes vraies et vous devriez pouvoir démontrer chacune (sauf peut-être la dernière)
en moins d’une ligne. Pour écrire ces propositions formellement, on utilise une notation dédiée.

Définition. On appelle quantificateurs les symboles suivants :
— ∀ «pour tout »,
— ∃ « il existe au moins un»,
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— ∃! « il existe un unique».
Ils s’utilisent exclusivement suivant le schéma «∀x ∈ E , p(x )» qui se lit « pour tout x dans E ,
la propriété p(x ) est vérifiée ». Ce ne sont pas des abréviations sensées faciliter la prise de note.

La variable qui est introduite par un quantificateur n’est définie que dans la proposition
qui lui succède et nulle part ailleurs. On peut librement la renommer; autrement dit, les
propositions ∀x ∈ E , p(x ) et ∀y ∈ E , p(y) sont équivalentes.

On peut ainsi écrire les cinq propositions ci-dessus :
— ∀x ∈�, x ∈�.
— ∀y ∈�, y > 2⇒ y2 > 4.
— ∀z ∈ �, z 2 ∈�.
— ∃!α ∈�, 2α = 1.
— ∀x ∈�, ∃n ∈�, n � x .

Remarque. Faites particulièrement attention à l’ordre d’écriture des quantificateurs. Si on les
inverse dans la dernière proposition ci-dessus on obtient ∃n ∈�,∀x ∈�, n � x , ce qui est faux.
On pourra uniquement intervertir deux quantificateurs de même type lorsqu’ils se succèdent.

Remarque. Le quantificateur «∃!» est redondant et introduit uniquement par commodité : la
proposition ∃!x ∈ E , p(x ) est équivalente à ∃x ∈ E , (p(x )∧∀y ∈ E , p(y)⇒ y = x ).

Remarque. Le cas de l’ensemble vide n’est pas complètement intuitif mais on se convaincra
néanmoins que, quelle que soit la proposition p , la proposition ∀x ∈ ∅, p(x ) est vraie alors que
∃x ∈ ∅, p(x ) est fausse.

Nous avons déjà vu les règles permettant de calculer la négation d’une proposition sans
quantificateur ; dans le cas d’un prédicat, il conviendra d’appliquer successivement les équiva-
lences suivantes.

¬(∃x ∈ E , p(x )) équivaut à ∀x ∈ E ,¬p(x )
¬(∀x ∈ E , p(x )) ∃x ∈ E ,¬p(x )

Exemple. Pour calculer la négation de ∃x ∈ �,∀y ∈ �, (x < y)⇒ (y ∈�) on écrirait :

¬�∃x ∈ �,∀y ∈ �, (x < y)⇒ (y ∈�)�

⇐⇒∀x ∈ �,¬�∀y ∈ �, (x < y)⇒ (y ∈�)�

⇐⇒∀x ∈ �, ∃y ∈ �,¬�(x < y)⇒ (y ∈�)�

⇐⇒∀x ∈ �, ∃y ∈ �,¬�¬(x < y)∨ (y ∈�)�

⇐⇒∀x ∈ �, ∃y ∈ �, (x < y)∧ (y /∈�)
C’est évidemment une proposition fausse puisque celle de départ était vraie.

Exercice. Calculer la négation de la proposition ∀x ∈�, ∃y ∈�, y > x x .

1.3 Preuves
En mathématiques on prouve systématiquement la véracité des propositions qu’on énonce

en faisant une démonstration. On pourra alors les présenter sous différents intitulés :
— Théorème. Résultat très important.
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— Proposition. Résultat relativement important.
— Lemme. Résultat utile pour en prouver d’autres.
— Corollaire. Résultat qui découle d’un autre.
Une démonstration consiste en une suite de déductions logiques partant d’axiomes et de

propositions déjà démontrées et aboutissant au résultat voulu. Le raisonnement doit être im-
peccablement rédigé dans son intégralité, de sorte à ce que le résultat soit irréfutable. À chaque
étape, avant d’effectuer d’éventuels calculs, il faudra notamment expliquer ce que l’on vamontrer,
par quelle méthode et avec quelles hypothèses. On utilise pour cela un vocabulaire propre.

Définition. Pour indiquer la véracité de l’implication p ⇒ q on dira indifféremment que :
— p est une condition suffisante pour q ;
— q est une condition nécessaire pour p ;
— pour que p soit vraie il faut que q le soit ;
— pour que q soit vraie il suffit que p le soit ;
— p est vraie seulement si q l’est ;
— q est vraie si p l’est.

L’expression « condition nécessaire et suffisante » (parfois abrégée CNS) est donc identique
à « condition équivalente » ou encore au connecteur « si et seulement si ».

Voici maintenant quelques techniques de démonstration.

Méthode (contraposition). Prouver l’implication p ⇒ q revient à prouver sa contraposée
¬q ⇒ ¬p .
Méthode (double implication). Pour prouver l’équivalence p ⇔ q on prouvera indépendam-
ment les deux implications p ⇒ q et q ⇒ p .

Méthode (contre-exemple). Pour prouver que la proposition ∀x ∈ E , p(x ) est fausse, on trouve
un élément x0 ∈ E pour lequel p(x0) est fausse.

Méthode (par l’absurde). Prouver p revient à prouver ¬p ⇒ F . Cela consiste à supposer que p
est fausse et arriver à une contradiction, typiquement, obtenir qu’une proposition q et sa négation
¬q sont simultanément vraies. On conclue alors que p est vraie.

Méthode (disjonctiondes cas). Pour prouver p on prouve indépendamment les deux implications
q ⇒ p et (¬q )⇒ p pour une proposition q bien choisie.

Méthode (récurrence). Démontrer une proposition dépendant d’un entier n ∈� revient à :
— Démontrer qu’elle est vraie pour n = 0. (initialisation)
— Montrer que sa véracité pour n implique sa véracité pour n + 1. (hérédité)

On peut aussi utiliser le principe dit de récurrence forte consistant à :
— Démontrer qu’elle est vraie pour n = 0. (initialisation)
— Montrer que sa véracité pour 0, 1, …, n implique sa véracité pour n + 1. (hérédité)

Toute démonstration doit clairement indiquer de quelles méthodes de raisonnement
elle fait usage. Leur rédaction devra de surcroit être méticuleuse. Ce sont principalement les
démonstrations par l’absurde et par récurrence qui vous demanderont le plus grand soin.

Exemple. Prouver les propositions suivantes :
— ∀n ∈ �, n2 impair⇒ n impair (contraposition)
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— ∀n ∈ �, n2 impair⇔ n impair (double implication)
— ¬ �∀n ∈ �, n2 impair

�
(contre-exemple)

—
�
2 �∈� (par l’absurde)

— ∀x ∈�, x2 + x + 2 > 0 (disjonction des cas)
— ∃x ∈�, x /∈�∧ x

�
2 ∈� (disjonction des cas)

— ∀n ∈�, n2 − n pair (récurrence)

La méthode de démonstration par récurrence repose sur le résultat formel que voici.

Lemme. Soit une infinité de propositions p0, p1, p2, etc. Ces trois propositions sont équivalentes :
1� ∀n ∈�, pn
2� p0 ∧∀n ∈�, pn ⇒ pn+1
3� p0 ∧∀n ∈�, p0 ∧ p1 ∧ · · ·∧ pn ⇒ pn+1

Démonstration. Les implications 1�⇒ 2� et 2�⇒ 3� sont évidentes. Montrons 3�⇒ 1�.
Notant E l’ensemble des indices k ∈ � pour lesquels pk est fausse, la proposition 1�

équivaut à E = ∅ ce que nous allons prouver par l’absurde. Supposons donc que E soit non
vide ; il admet alors un plus petit élément que nous notons k . Deux cas peuvent se présenter :

— k = 0, c’est-à-dire que l’initialisation (p0) est fausse ;
— k > 0, qui implique que les propositions p0, . . . , pk−1 sont vraies (puisque k estminimal)

donc que l’hérédité (p0 ∧ p1 ∧ · · ·∧ pn ⇒ pn) est fausse.
Dans les deux cas, on obtient une contradiction avec 3�. Cela prouve 3�⇒ 1�.

Cette preuve repose sur une propriété fondamentale des entiers que nous admettons.

Théorème. Toute partie non vide de� possède un plus petit élément.

1.4 Ensembles
D’après la définition empirique donnée plus haut, un ensemble est caractérisé par les

éléments qui le composent ; cela se traduit formellement par la condition d’égalité :

(A= B )⇐⇒ (∀x , x ∈ A⇔ x ∈ B ) .

Définition. Soient A et B deux ensembles. Lorsque tout élément de A est élément de B on note
A ⊂ B et on dit que A est inclus dans B , ou encore que B contient A, ou encore que A est un
sous-ensemble de B ou encore que A est une partie de B . Formellement, cela s’écrit :

(A⊂ B )⇐⇒ (∀x , x ∈ A⇒ x ∈ B ) ,
⇐⇒ (∀x ∈ A, x ∈ B ) .

Par exemple, on a� ⊂ � ⊂ � ⊂ � ⊂ � ou encore {2, 4, 8} ⊂ {2k : k ∈ �}. Remarquer
que, quel que soit l’ensemble A, on a les inclusions

∅ ⊂ A, A⊂ A.

Corollaire. Deux ensembles A et B sont égaux si et seulement si on a A⊂ B ∧B ⊂ A.

Montrer l’égalité de deux ensembles revient donc àmontrer que chaque élément du premier
est dans le second et inversement. Cette méthode, communément appelée double inclusion, est
souvent le moyen le plus facile pour montrer l’égalité de deux ensembles.
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A B

A∪B

Figure 1.1 : Union de deux convexes du plan.

A B

A∩B

Figure 1.2 : Intersection de deux convexes du plan.

Proposition. Quels que soient les ensembles A, B et C , on a (A⊂ B ∧B ⊂ C )⇒ A⊂ C .

Définition. La réunion de deux ensembles A et B est l’ensemble noté A∪B formé des éléments
appartenant à A ou à B . Formellement, cela s’écrit :

A∪B = {x : x ∈ A∨ x ∈ B} .
Définition. L’intersection de deux ensembles A et B est l’ensemble noté A∩B formé des éléments
appartenant à A et à B . Formellement, cela s’écrit :

A∩B = {x : x ∈ A∧ x ∈ B} .
On dit que A et B sont disjoints lorsque A∩B = ∅.

Définition. La différence d’un ensemble A par un ensemble B est l’ensemble noté A\B ( fami-
lièrement « A privé de B ») formé des éléments appartenant à Amais pas à B . Formellement,
cela s’écrit :

A\B = {x : x ∈ A∧ x /∈ B} .
La différence de A par B est aussi appelée complémentaire de B dans A et notée �AB .

Voir les figures 1.1, 1.2 et 1.3 pour des représentations graphiques de ces trois notions.
Par exemple, on a :

{0, 2, 4, 6, 8}∪ {1, 2, 4, 8, 16} = {0, 1, 2, 4, 6, 8, 16},
{0, 2, 4, 6, 8}∩ {1, 2, 4, 8, 16} = {2, 4, 8},
{0, 2, 4, 6, 8} \ {1, 2, 4, 8, 16} = {0, 6}.
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A B

A\B

Figure 1.3 : Différence de deux convexes du plan.

Les opérations sur les ensembles reposent sur les opérations logiques : la disjonction donne
la réunion, la conjonction l’intersection, etc. Elles présentent ainsi des identités semblables.
Quels que soient les ensembles A, B et C , on aura :

A∩ A = A

A∪ A = A

A∩B = B ∩ A

A∪B = B ∪ A

A∩ (B ∩C ) = (A∩B )∩C

A∪ (B ∪C ) = (A∪B )∪C

A∩ (B ∪C ) = (A∩B )∪ (A∩C )
A∪ (B ∩C ) = (A∪B )∩ (A∪C )
A\ (B ∩C ) = (A\B )∪ (A\C )
A\ (B ∪C ) = (A\B )∩ (A\C )
A∩ (B \ A) = ∅
A∪ (B \ A) = A∪B

A\ (A\B ) = A∩B

Noter aussi les cas particuliers faisant intervenir l’ensemble vide :

A∪∅ = A A\∅ = A

A∩∅ = ∅ ∅ \ A= ∅
Définition. L’ensemble des parties d’un ensemble A est l’ensemble formé des sous ensembles de A.
Formellement, cela s’écrit :

P(A) = {x : x ⊂ A} .
Par exemple, on a :

P(∅) = {∅} �= ∅,
P({0, 2, 4}) = {∅, {0}, {2}, {4}, {0, 2}, {2, 4}, {0, 4}, {0, 2, 4}} .

Dans ce dernier exemple, l’objet {2} est simultanément un ensemble et un élément d’un
ensemble plus grand. Cela ne doit pas vous inquiéter : plus le cours avancera plus nous considé-
rerons des ensembles construits à partir d’objets eux même complexes.

Définition. On appelle famille à k éléments, ou k -uplet, toute collection ordonnée de k objets
non nécessairement distincts que l’on notera entre parenthèses (x1, . . . , xk ).

10



Le cas k = 2 est celui des couples (x , y) et lorsque k = 3 on parle de triplets (x , y, z ).
Attention à ne pas confondre ce concept avec celui d’ensemble : le triplet (1, 1, 2) n’a rien
à voir ni avec le triplet (2, 1, 1) ni le couple (2, 1) et encore moins avec l’ensemble {1, 1, 2} =
{2, 1, 1} = {2, 1}.
Définition. Le produit cartésien de k ensembles A1, A2, . . . , Ak est l’ensemble formé des k -uplets
(a1, a2, . . . , ak ) avec a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, etc. Formellement, cela s’écrit :

A1 × · · · × Ak = {(a1, . . . , ak ) : ∀i ∈ {1, . . . , k}, ai ∈ Ai } .
En outre, on appelle k e puissance cartésienne de A l’ensemble

Ak = A× A× · · · × A� �� �
k fois A

.

Cette notation généralise notamment celles du plan�2 et de l’espace�3.

•

Finissons en présentant une notion qui sera détaillée en cours de dénombrement.

Définition. On appelle cardinal d’un ensemble E et l’on note #E ou |E | son nombre d’éléments.
Lorsque E est fini, c’est un entier ; sinon, on note |E | =∞.

On a par exemple :

|{0, 1}| = 2 |�| =∞ |∅| = 0
|{1, 2, 4, 8}| = 4 |�| =∞ |{∅}| = 1

Proposition. Cette notion satisfait les assertions suivantes pour tout ensembles A et B :

|A∪B | = |A|+ |B |− |A∩B | A⊂ B =⇒|A| � |B |
|A×B | = |A| × |B | |P(A)| = 2|A|

Exercice. Calculer les cardinaux de {(x , y) ∈�×� : x y = 4} et de {(x , y) ∈�×� : x y = 4}.

1.5 Applications
L’étude d’objets mathématiques passe souvent par celle de leurs transformations. Dans le

cas fondamental des ensembles, il s’agit applications aussi connues sous le nom de fonctions.

Définition. Soient E et F deux ensembles. On appelle fonction (ou application) définie sur E et
à valeurs dans F (ou simplement « fonction de E dans F ») tout objet f qui, à chaque élément
x ∈ E , associe un unique élément de F noté f (x ). Formellement, on écrit :

f :
�
E −→ F

x �−→ f (x )

On dit que E est le domaine et que F est le codomaine de f . Lorsque y = f (x ), on dit que y est
l’image de x par f ou encore que x est une préimage (ou un antécédent) de y par f . On note F E

l’ensemble de toutes les fonctions de E dans F .
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Vous connaissez déjà de nombreuses fonctions :
— La fonction x �→ 1

1+x définie sur� \ {−1} et à valeurs dans�. Le réel 1
5 admet 4 pour

unique antécédent.
— La fonction tan définie sur� \ {π2 + kπ : k ∈ �} et à valeurs dans� qui associe à un

nombre la tangente de l’angle qu’il représente en radians. Zéro admet comme antécédents
tous les réels de la forme kπ avec k ∈ �.

— Pour tout ensemble E , la fonction identité notée idE qui à x ∈ E associe x ∈ E .
— Pour tout couple d’ensembles (E , F ) et tout objet y ∈ F , on peut définir la fonction

x ∈ E �→ y ∈ F qui à tout élément x ∈ E associe la valeur fixe y ∈ F ; on l’appelle la
fonction constante de valeur y .

Remarque. La notation F E généralise la notion de puissance cartésienne car les k -uplets à coeffi-
cients dans F correspondent naturellement aux fonctions de {1, . . . , k} dans F grâce à l’identifica-
tion

(x1, . . . , xk ) ∈ F k ←→
�{1, . . . , k} −→ F

i �−→ xi
.

Le domaine et le codomaine, familièrement appelés ensemble de départ et ensemble d’arrivée,
sont des éléments primordiaux de la définition d’une fonction. Deux fonctions f : E → F
et g : G → H ne sont égales que si E = G , F = H et ∀x ∈ E , f (x ) = g (x ). Par exemple, la
fonction x �→ sin(πx ) définie sur� est constante égale à zéro : l’unité n’admet donc aucun
antécédent par elle ; elle est bien distincte de la fonction x �→ sin(πx ) définie sur�.

Lorsque l’on souhaitera modifier ces ensembles il faudra le faire explicitement :

Définition. Soit f : A→ B une fonction. On appelle :

— restriction de f à un sous-ensemble �A de A la fonction f | �A :
� �A−→ B

x �−→ f (x )
;

— corestriction de f à un sous-ensemble �B de B la fonction f |�B :
�
A−→ �B
x �−→ f (x )

(lorsque ∀x ∈ A, f (x ) ∈ �B) ;
— double restriction de f à �A⊂ A et �B ⊂ B la fonction f |�B�A :

� �A−→ �B
x �−→ f (x )

(lorsque ∀x ∈ �A, f (x ) ∈ �B).
Lorsque la fonction g est une double restriction de la fonction f on dira aussi que f est

un prolongement de g .

Définition. Soient f : A → B et g : C → D deux fonctions vérifiant B ⊂ C . On appelle
composée de f et g la fonction :

g ◦ f :
�
A−→ D

x �−→ g ( f (x ))

Exercice. Dans la liste ci-dessous, trouver les fonctions qui sont égales :
— id�
— id�
— tan◦ arctan

12



— sin◦(n ∈ � �→ πn ∈�)
— f ◦ f , avec f : x ∈� �→ −x ∈�
— g ◦ g , avec g : x ∈�× �→ 1

x ∈�×
— x ∈ � �→ 0 ∈�
Ces trois importantes classes de fonctions vous suivront tout au long de votre scolarité.

Définition. On dit qu’une fonction est :
— surjective si tout élément du codomaine admet au moins un antécédent ;
— injective si tout élément du codomaine admet au plus un antécédent ;
— bijective si tout élément du codomaine admet exactement un antécédent.

Ces définitions s’écrivent formellement comme il suit :

f : X → Y est surjective ⇐⇒ ∀a ∈ Y , ∃b ∈ X , f (b ) = a
f : X → Y ext injective ⇐⇒ ∀a ∈ X ,∀b ∈ X , f (a) = f (b )⇒ a = b

Exemple. Illustrons ces propriétés et remarquons encore le rôle crucial que jouent le domaine et le
codomaine :

— La fonction x ∈� �→ x2 ∈� n’est ni surjective ni injective.
— Sa restriction x ∈�+ �→ x2 ∈� est injective mais pas surjective.
— Sa corestriction x ∈� �→ x2 ∈�+ est surjective mais pas injective.
— Sa double restriction x ∈�+ �→ x2 ∈�+ est bijective.
Ces notions possèdent un lien fort avec celle de cardinal d’un ensemble. Pour le cas relati-

vement naïf que nous considérons (cardinaux à valeurs dans�∪ {∞}) on pourra démontrer
directement les deux résultats ci-dessous sans difficulté particulière.

Proposition. Soit f : G → H une fonction.
— Si f est injective alors |G | � |H |.
— Si f est surjective alors |G | � |H |.
— Si f est bijective alors |G | = |H |.
La contraposée de la première assertion est communément appelée principe des tiroirs.

Considérant queG contient des objets etH des tiroirs, ce principe stipule que, si l’on a davan-
tage d’objets que de tiroirs, alors toute répartition de ces objets dans ces tiroirs (donnée par f )
placera au moins deux objets dans un même tiroir.

Proposition. Soit f : G → H avecG etH deux ensembles finis de même cardinal. Alors f est
bijective si et seulement si elle est injective (resp. surjective).

Enfin, ces notions sont aussi liées avec la composition.

Proposition. Soient f : A→ B et g : B → C deux fonctions.
— Si f et g sont injectives alors g ◦ f est injective.
— Si f et g sont surjectives alors g ◦ f est surjective.
— Si g ◦ f est injective alors f est injective.
— Si g ◦ f est surjective alors g est surjective.

13



Démonstration. Soient f et g deux fonctions injectives. On souhaite montrer que g ◦ f est
injective. Soient donc x et x � deux éléments de G pour lesquels g ◦ f (x ) = g ◦ f (x �). On
a donc g ( f (x )) = g ( f (x �)). Puisque g est injective, on déduit f (x ) = f (x �) et, puisque f
est surjective, on conclue x = x �. La fonction g ◦ f est donc injective.

On démontrera les autres assertions à la maison.

Exercice. Exhiber des contre exemples aux réciproques de ces quatre implications.

•

Tout l’intérêt de la notion de fonction bijective réside dans sa réciprocité.

Définition. Si f : E → F est une fonction bijective, on appelle réciproque ou inverse de f la
fonction notée f −1 : F → E qui à tout élément de F associe son unique préimage par f .

Vous connaissez déjà de nombreuses fonctions réciproques :
— La fonction log : ��+→� réciproque de x ∈� �→ e x ∈��+.
— La fonction

�· : �+→�+ réciproque de x ∈�+ �→ x2 ∈�+.
— La fonction arcsin: [−1, 1]→ [−π2 , π2 ] réciproque de sin |[−1,1][− π2 , π2 ].

Proposition. Si f : E → F est bijective alors f −1 : F → E l’est aussi et elles vérifient :
�
f −1

�−1
= f f −1 ◦ f = idE f ◦ f −1 = idF

Proposition. Si f : A→ B et g : B → C sont deux fonctions bijectives alors g ◦ f est elle aussi
bijective et vérifie ( g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g −1.

Les expressions faisant intervenir des composées et réciproques de fonctions peuvent ainsi
être simplifiées de manière qui n’est pas sans rappeler les produits et inverses de nombres.

Définition. Soit f : E → F une fonction. L’image d’un sous-ensemble G de E par f est l’en-
semble �f (G ) = { f (x ) : x ∈ G}. La préimage ou image réciproque d’un sous-ensembleH de F
par f est l’ensemble �f −1(H ) = {x ∈ E : f (x ) ∈ H}. On définit ainsi deux fonctions dites « des
parties » :

�f :
�
P(E ) −→P(F )

G �−→ { f (x ) : x ∈ G}
�f −1 :

�
P(F ) −→P(E )

H �−→ {x ∈ E : f (x ) ∈ H}

L’ensemble �f (E ) se note aussi im( f ) est s’appelle l’image de f .

Remarquer que, si la fonction réciproque f −1 n’est définie que lorsque f est bijective, la
fonction partie réciproque �f −1 est quant à elle toujours bien définie ; ces deux fonctions sont
bien distinctes, comme le sont f et �f . À l’avenir, on pourra néanmoins s’autoriser l’abus de
notation consistant à écrire f (G ) plutôt que �f (G ) lorsque cela ne causera aucune ambigüité.

Proposition. Soit f : E → F une fonction. Pour tout sous-ensembles A et B de E , on a :
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— f (∅) = ∅
— A⊂ B ⇒ f (A) ⊂ f (B )
— f (A∪B ) = f (A)∪ f (B )
— f (A∩B ) ⊂ f (A)∩ f (B )

Pour tout sous-ensembles A et B de F , on a :
— f −1(∅) = ∅
— A⊂ B ⇒ f −1(A) ⊂ f −1(B )
— f −1(A∪B ) = f −1(A)∪ f −1(B )
— f −1(A∩B ) = f −1(A)∩ f −1(B )

Tout comme l’ensemble du cours, ces propositions ne doivent pas nécessairement être
apprises par cœur : il suffit de savoir les retrouver. Évidemment, il faudra procéder avec beaucoup
de rigueur afin de retrouver des formules correctes.

Exemple. Considérons la fonction x �→ x2. L’image de {−2, 0} est {0, 4} et celle de {0, 2}
est aussi {0, 4}. L’intersection des images vaut donc {0, 4}, mais l’image de l’intersection vaut
seulement {0}.
Exercice. Montrer qu’une fonction f : E → F est injective si et seulement si

∀A∈P(F ), | �f −1(A)| � |A|;
et qu’elle est surjective si et seulement si

∀A∈P(F ), | �f −1(A)| � |A|.

Exercice. Montrer les identités�f ◦ g = �f ◦ �g et�f ◦ g −1 = �g −1 ◦ �f −1.

•

Les fonctions à valeurs dans un ensemble de nombres tel� peuvent aussi être combinées
par les opérations de cet ensemble.

Définition. Soient f et g deux fonctions de E dans�. On pose :

f + g :
�
E −→�
x �−→ f (x ) + g (x )

f − g :
�
E −→�
x �−→ f (x )− g (x )

f · g :
�
E −→�
x �−→ f (x ) · g (x )

f / g :

�
E \ g −1 ({0}) −→�

x �−→ f (x )
g (x )

Les fonctions de codomaine {0, 1} forment le plus petit cas intéressant.
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Définition. Soit E un ensemble et A une partie de E . On appelle fonction indicatrice de A dans
E l’application

�A :



E −→ {0, 1}
x �−→

�
1 si x ∈ A

0 si x �∈ A

Proposition. Soient A et B deux parties de E . On a :
— ��A = 1− �A
— �A∩B = �A�B
— �A∪B = �A+ �B − �A�B

Proposition. Soit E un ensemble. L’application qui à une partie A∈P(E ) associe sa fonction
indicatrice �A ∈ {0, 1}E est une bijection.

Ces fonctions permettent donc de représenter les parties d’un ensemble sous une forme avec
laquelle il est relativement agréable de calculer. Le cas particulier suivant est particulièrement
classique et omniprésent.

Exemple. La fonction delta de Kronecker souvent aussi appelée symbole de Kronecker est
définie ainsi :

δi k =
�
1 si i = k

0 si i �= k

Notons E l’ensemble auquel les variables i et k appartiennent même si, comme ci-dessus, il n’est
souvent pas indiqué explicitement. Ce fameux delta n’est alors autre que la fonction indicatrice de
la diagonale D = {(i , i ) : i ∈ E } ⊂ E 2 ; autrement dit, on aδ = �D .

Exercice. Montrer l’identitéδi k = δ(i 2)(k2)δ(i 3)(k3) lorsque i et k sont des nombres complexes.

Considérons pour finir les représentations graphiques des fonctions elles-mêmes.

Définition. Le graphe d’une fonction f : E → F est le sous-ensemble de E ×F formé des couples
(x , f (x )) lorsque x parcours E . Formellement, on pose

Γ f = {(x , f (x )) : x ∈ E } .

Par exemple, le graphe de f : x ∈ � �→ 2x + 1 ∈ � est une droite du plan�2, alors que
celui de g : x ∈� �→ 2x2 + 1 ∈� est une parabole.
Proposition. Si E et F sont deux parties de � et si f : E → F est bijective alors dans un
repère orthonormé (O , x , y) son graphe et celui de sa réciproque sont symétriques par rapport à la
droite x = y .

1.6 Relations
Pour finir ce chapitre nous allons introduire une notion permettant de caractériser certains

couples d’éléments d’un même ensemble. Elle est en elle même assez peu féconde mais nous
allons la développer dans deux directions qui s’avèreront plus tard très importantes : les relations
d’équivalence et les relations d’ordre.
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Définition. On appelle relation binaire sur un ensemble X toute fonction :

� :
�
X ×X −→ {vrai, faux}
(a, b ) �−→ a� b

On dit qu’une telle relation est :
— réflexive, si ∀a ∈ X , a�a ;
— transitive, si ∀a ∈ X ,∀b ∈ X ,∀c ∈ X , a� b ∧ b� c ⇒ a� c .
— symétrique, si ∀a ∈ X ,∀b ∈ X , a� b ⇒ b�a.
— antisymétrique, si ∀a ∈ X ,∀b ∈ X , a� b ∧ b�a⇒ a = b ;
— totale, si ∀a ∈ X ,∀b ∈ X , a� b ∨ b�a.

Considérons par exemple la relation� définie sur l’ensemble�� des fonctions réelles par
f � g ⇔ f (0) � g (0). Quelles propriétés vérifie-t-elle ?

Définition. Une relation d’équivalence est une relation binaire réflexive, transitive et symétrique.
Une relation d’ordre est une relation binaire réflexive, transitive et antisymétrique ; elle est qualifiée
de totale ou de partielle selon le cas.

On a les relations classiques suivantes :
— ordre � sur� (ordre total)
— ordre � sur� (ordre total)
— divisibilité sur�� (ordre partiel)
— inclusion surP(E ) (ordre partiel si |E | � 2)
— égalité en zéro des fonctions de�→� (relation d’équivalence)
— égalité du cardinal des éléments deP(E ) (relation d’équivalence)
— égalité des restes modulo n des entiers (relation d’équivalence)
— égalité sur E (relation d’équivalence et ordre partiel)

•

Les relations d’équivalences servent à identifier les éléments d’un ensemble partageant une
caractéristique commune. (Relire la définition à la lumière de cette interprétation.) Regroupons
donc ces éléments.

Définition. Soit� une relation d’équivalence sur un ensembleX . On appelle classe d’un élément
a ∈ X l’ensemble a = {b ∈ X : b�a}. L’ensemble des classes s’appelle l’ensemble quotient
X /� = {a : a ∈ X }.
Exercice. Montrer que les relations suivantes sont d’équivalence et expliciter leur quotient :

— x� y ⇔ x − y pair sur {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ;
— x� y ⇔ 4 | x − y sur � ;
— x� y ⇔ sin(x ) = sin(y) sur�.

17



Proposition. Soit� une relation d’équivalence sur un ensemble X . L’ensemble quotient X /�
forme une partition de X , c’est-à-dire qu’on a :

∀c ∈ X /� , c �= ∅,
∀c ∈ X /� ,∀d ∈ X /� , c = d ∨ c ∩ d = ∅,�
c∈X /�

c = X .

Chaque élément de X appartient ainsi à une unique classe.

Remarque. Soit f : X → Y une fonction. La relation d’équivalence a� b ⇔ f (a) = f (b )
partitionne X en classes appelées les fibres de f . Inversement, si� est une relation d’équivalence
sur X , la fonction a ∈ X �→ a ∈ X /� permet de retrouver les classes voulues. Autrement dit, les
relations d’équivalences ne sont autres que les projections sur leurs classes.

•

Soit� une relation d’ordre. On notera x � y plutôt que x� y par commodité et l’on
défini alors la relation dite d’ordre strict associée par x < y ⇔ x � y ∧ x �= y .

Définition. Si (E ,�) est un ensemble ordonné, pour tout (a, b ) ∈ E 2 on définit les intervalles :
— [a, b ] = {x ∈ E : a � x � b}
— ]a, b [= {x ∈ E : a < x < b}
— [a, b [= {x ∈ E : a � x < b}
— ]a, b ] = {x ∈ E : a < x � b}

Proposition. Si (E ,�) est totalement ordonné alors, quels que soient a � b � c on a [a, b ]∪
[b , c ] = [a, c ].

Attention toutefois à ne pas croire en une trop grande similitude entre les intervalles dans
le cas général et dans celui de (�,�) qui vous est dangereusement familier.

Exemple. Lorsque E = P({1, 2, 3}) muni de l’inclusion, la proposition ci-dessus fausse pour
a = ∅, b = {1, 2} et c = {1, 2, 3}.
Exercice. Décrire les intervalles pour les relations d’ordre classiques vues plus haut.

Inversement, on peut chercher à retrouver les extrémités d’un intervalle donné comme
une partie arbitraire d’un ensemble ordonné. Cela donne naissance aux notions subtilement
différentes mais bien distinctes ci-dessous.

Définition. Soit X une partie d’un ensemble ordonné (E ,�). On dit qu’un élément m ∈ E est :
— un élément minimal de X lorsque m ∈ X ∧∀x ∈ X , x � m⇒ x = m.
— un élément maximal de X lorsque m ∈ X ∧∀x ∈ X ,m � x ⇒ x = m.
— le plus petit élément de X lorsque m ∈ X ∧∀x ∈ X ,m � x .
— le plus grand élément de X lorsque m ∈ X ∧∀x ∈ X , x � m.
— un minorant de X lorsque ∀x ∈ X ,m � x .
— un majorant de X lorsque ∀x ∈ X , x � m.
— la borne inférieure de X lorsque m est le plus grand des minorants de X .
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— la borne supérieure de X lorsque m est le plus petit des majorants de X .

Exercice. Trouver des parties d’ensembles ordonnés n’admettant pas d’élément minimal ; n’admet-
tant ni élément minimal ni plus petit élément; admettant des éléments minimaux mais pas de
plus petit élément ; etc.

Certaines de ces notions sont parfois confondues. On a notamment :

Proposition. Le plus petit élément, lorsqu’il existe, est la borne inférieure.
Le plus petit élément, lorsqu’il existe, est l’unique élément minimal.
Si l’ordre est total, tout élément minimal est le plus petit élément.

Pareillement, on a une proposition semblable concernant le plus grand élément.
Nous admettrons le résultat ci-dessous ; il est profond et soutient d’innombrables tech-

niques, notamment la méthode de preuve par récurrence précédemment énoncée.

Théorème (bon ordre). Toute partie non vide de� possède un plus petit élément.

On peut combiner des ensembles ordonnés pour en construire d’autres.

Définition. Soit ((E1,�1), . . . , (En ,�n)) une famille d’ensembles ordonnés. On appelle ordre
lexicographique sur E1 × · · · × En l’ordre défini par :

(x1, . . . , xn) � (y1, . . . , yn)
⇐⇒(x1 <1 y1)∨ (x1 = y1 ∧ x2 <2 y2)∨ · · ·∨ (x1 = y1 ∧ · · ·∧ xn−1 = yn−1 ∧ xn �n yn)

Il consiste à comparer les deux n-uplets élément par élément jusqu’à trouver une différence.

Exercice. Décrire les intervalles de (�,�)2.

Exercice. Montrer que si E et F sont des ensembles totalement ordonnés, alors l’ordre lexicogra-
phique sur E × F est un ordre total. Montrer que si E et F sont des ensembles bien ordonnés, alors
l’ordre lexicographique sur E × F est un bon ordre.
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Chapitre 2

Calcul matriciel et systèmes
linéaires

Le concept de matrice est indispensable en algèbre et nous l’aborderons ici d’un point
de vue purement calculatoire. Aussi nous repousserons au second voire troisième semestre
les démonstrations des résultats qui ne sont pas entièrement élémentaires. L’objectif est de se
familiariser avec un concept algébrique relativement nouveau afin de préparer l’introduction
d’abstractions plus poussées.

2.1 Systèmes linéaires
Toutes les quantités (coefficients, inconnues, etc.) de ce chapitre seront implicitement sup-

posées être des nombres complexesmais précisons que les techniques présentées ici s’appliquent
plus généralement à tout corps commutatif dont notamment�,� et�.
Définition. Un système linéaire de m équations en les inconnues x1, . . . , xn est de la forme

(E )




c11x1 + c12x2 + · · · + c1n xn = d1
c21x1 + c22x2 + · · · + c2n xn = d2

...
cm1x1 + cm2x2 + · · · + cmn xn = dm

pour des coefficients
�
ci j
�
i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

et (di )i∈{1,...,m} donnés.

On appelle solution de ce système tout n-uplet (x1, x2, . . . , xn) ∈ �n satisfaisant simultané-
ment chacune des équations.

Génériquement (vous l’entendrez notamment en physique), un système linéaire de m
équations à n inconnues admet une infinité de solutions lorsque m < n, une seule lorsque m =
n et aucune lorsque m > n. Prenez toutefois garde aux cas dégénérés qui peuvent apparaître
lorsque les équations sont redondantes, par exemple :




x − y = 1
2x − 2y = 2

− x + y = −1

�
x − y + z = 1

− x + y − z = 1
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Nous allons commencer par voir que, dès lors qu’on connait une solution particulière d’un
tel système, on peut se ramener au cas d1 = d2 = . . . = dm = 0. Ce principe trouvera également
des applications en physique concernant les circuits électriques notamment.

Définition. On appelle système homogène associé à (E ) le système

(E �)




c11x1 + c12x2 + · · · + c1n xn = 0
c21x1 + c22x2 + · · · + c2n xn = 0

...
cm1x1 + cm2x2 + · · · + cmn xn = 0

Proposition (principe de superposition). Soit (y1, . . . , yn) une solution de (E ). Alors
(x1, . . . , xn) est une solution de (E �) si et seulement si (x1 + y1, . . . , xn + yn) est une solu-
tion de (E ).

Afin de manipuler plus confortablement de tels systèmes on introduit la notion de matrice
qui ne sera au premier abord qu’une manière très commode et transparente d’en stocker les
coefficients.

2.2 Espaces de matrices
Définition. Soient m et n deux entiers supérieurs ou égaux à un. On appelle matrice de taille
m × n à coefficients dans� tout tableau rectangulaire de nombres complexes comportant m lignes
et n colonnes. L’ensemble de ces matrices se note�m,n(�).

Une matrice se note en écrivant le tableau de ses coefficients entre parenthèses ou, plus
rarement, entre crochets, comme l’illustre cet exemple de matrice dans�2,3(�) :

A=
�
1 2 3
2 3 4

�

Plus généralement, les lignes d’une matrice A ∈ �m,n(�) sont indicées de haut en bas par
les entiers de 1 à m et ses colonnes de gauche à droite par les entiers de 1 à n. On note ai j le
coefficient d’indice (i , j ) dans A, c’est-à-dire celui situé à l’intersection de la i e ligne et de la j e
colonne. Par exemple, la matrice ci-dessus satisfait a2,3 = 4.

On peut aussi définir une matrice par le terme général de ses coefficients en écrivant :

A=
�
ai j

�
i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

Remarquons qu’il est alors crucial de préciser les indices et la taille si ceux-ci ne sont pas
clairement indiqués par le contexte. On aura par exemple :

�
1 2 3
2 3 4

�
=
�
i + j − 1

�
i∈{1,2}
j∈{1,2,3}

D’un point de vue plus abstrait, l’espace desmatrices�m,n(�) s’identifie ainsi à la puissance
cartésienne (�m)n par l’application :




�m,n(�) −→ (�m)n�
ai j

�
i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

�−→
��
ai j
�
i∈{1,...,m}

�
j∈{1,...,n}
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Nous conserverons cependant pour l’ensemble des matrices la notation dédiée�m,n(�) afin
de mettre en avant les opérations et propriétés qui lui sont propres.

Remarque. Certains cas particuliers de matrices sont déjà bien connus. En effet, on identifiera
l’espace�n,1(�) à l’ensemble�n et l’on qualifiera ses éléments de vecteurs colonnes. Pareillement,
on identifiera�1,n(�) et�n et parlera de vecteurs lignes. Par commodité, les coefficients de tels
vecteurs seront alors notés xi plutôt que xi1 ou x1i quand bien même il s’agit en réalité de matrices.

Introduisons à présent plusieurs familles usuelles de matrices.

Définition. On appelle matrice nulle de taille m× n la matrice dont tous les coefficients sont nuls.
Lorsque sa taille est implicite, on la notera tout simplement « 0».

Définition. On appelle matrice identité de taille n × n et l’on note idn ou seulement id la
matrice dont les coefficients sont nuls à l’exception de ceux situés sur la diagonale de valeur unité.
Formellement, on écrit :

id =
�
δi j

�
i∈{1,...,n}
j∈{1,...,n}

=



1

. . .
1


 .

Définition. Une matrice est dite élémentaire lorsque tous ses coefficients sont nuls sauf un valant
l’unité ; lorsque sa taille est claire, une telle matrice se note Ekℓ où k et ℓ dénotent respectivement
l’indice de la ligne et celui de la colonne du coefficient non nul.

Dans l’espace�m,n(�) on a donc l’identité suivante :

Ekℓ =
�
δi kδ j ℓ

�
i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

Introduisons à présent des opérations sur les matrices dans l’optique de manipuler les
systèmes linéaires correspondants, à commencer par le principe de superposition.

Définition. Soient A= (ai j ) etB = (bi j ) deuxmatrices de�m,n(�). Leur somme est lamatrice
A+ B = (ai j + bi j ) de�m,n(�). La multiplication scalaire de A par un scalaire λ ∈ � est la
matrice λA= (λai j ) de�m,n(�).
Définition. On appelle matrice scalaire toute matrice de la forme λ id avec λ ∈�.
Proposition. Dans l’ensemble� =�m,n(�), l’addition de deux matrices vérifie :

— ∀A,B ∈� , A+B = B + A (commutativité)
— ∀A,B ,C ∈� , A+ (B +C ) = (A+B ) +C (associativité)
— ∃ 0 ∈� ,∀A∈� , A+ 0 = 0+ A= A (élément nul)
— ∀A∈� , ∃B ∈� , A+B = B + A= 0 (opposé)

Et la multiplication scalaire satisfait :
— ∀A∈� , 1A= A (neutre multiplicatif )
— ∀A∈� ,∀λ,µ ∈�, (λµ)A= λ(µA) (associativité mixte)
— ∀A∈� ,∀λ,µ ∈�, (λ+µ)A= λA+µA

∀A,B ∈� ,∀λ ∈�, λ(A+B ) = λA+ λB (compatibilité avec l’addition)

Il est particulièrement fructueux de combiner ces deux opérations.
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Définition. Soient (A1, . . . , Ar ) une famille de matrices de�m,n(�). On appelle combinaison
linéaire de ces matrices toute matrice de la forme λ1A1 + · · ·+ λr Ar avec (λ1, . . . , λr ) ∈�r .

Proposition. Toute matrice de�n,k (�) est combinaison linéaire de matrices élémentaires.

La richesse des matrices provient de l’opération suivante qui s’avèrera correspondre à la
combinaison de deux systèmes linéaires, c’est-à-dire au remplacement des variables d’un système
par les valeurs données par un autre.

Définition. Soient A = (ai j ) ∈ �m,n(�) et B = (bkℓ ) ∈ � p ,q (�) deux matrices vérifiant
n = p , autrement dit, pour lesquelles le nombre de colonnes de la première est égal au nombre de
lignes de la seconde. Leur produit matriciel est la matrice A ·B = ��n

k=1 ai k bkℓ
� ∈�m,q (�).

Le produit matriciel se calcule comme ci-dessous où l’on a bien 26 = 1 · 3+ 2 · 4+ 3 · 5.
B� �� �


4 3 2 1
5 4 3 2
6 5 4 3




�
1 2 3
2 3 4

�

� �� �
A

�
32 26 20 14
47 38 29 20

�

� �� �
A·B

On vérifiera aussi que le produit de deux matrices élémentaires est donné par l’identité :

Ei j · Ekℓ = δ j k Ei ℓ

Proposition. Pour tout scalaire λ et toutes matrices A,B ,C pour lesquelles il est défini, le produit
matriciel satisfait :

— A·(B·C)=(A·B)·C (associativité)
— A·(B+C)=A·B+A·C (distributivité droite)
— (A+B)·C=A·C+B·C (distributivité gauche)
— λ(A ·B ) = (λA) ·B = A · (λB ) (homogénéité)

On prendra garde au fait que le produit matriciel n’est pas commutatif, c’est-à-dire qu’on
n’a pas généralement AB = BA. Par exemple, dans l’espace�2,2(�) l’identité ci-dessus donne
E12E22 = E12 mais aussi E22E12 = 0. Pire encore : lorsque A ∈�1,2(�) et B ∈�2,2(�), le
produit A ·B est bien défini mais ce n’est pas le cas de B · A.

On notera dorénavant la multiplication matricielle en juxtaposant ses opérandes, c’est-à-
dire qu’on écrira AB = A ·B , comme on le fait pour la multiplication des nombres complexes ;
on sera toutefois vigilant de ne pas mélanger les propriétés de ces opérations bien différentes.

Cette opération nous permet de récrire le système linéaire




c11x1 + c12x2 + · · · + c1n xn = d1
c21x1 + c22x2 + · · · + c2n xn = d2

...
cm1x1 + cm2x2 + · · · + cmn xn = dm
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en la forme matricielle complètement équivalente



c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...
cm1 cm2 · · · cmn







x1
x2
...
xn



=




d1
d2
...
dm




et nous verrons que cela permet de manipuler bien plus aisément.

Définition. Soit A= (ai j )i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

une matrice de�m,n(�).

Sa transposée est la matrice tA= (aj i ) i∈{1,...,n}
j∈{1,...,m}

de�n,m(�), parfois aussi notée A�.

La transposition est donc une application de l’espace�m,n(�) vers l’espace�n,m(�) qui
associe notamment à la matrice élémentaire Ekℓ la matrice élémentaire Eℓk .

Proposition. Pour toutes matrices A et B la transposition satisfait :
t(A+B ) = tA+ tB t(λA) = λ tA t(AB ) = tB tA

2.3 Opérations élémentaires
Nous allons maintenant opérer sur les matrices des transformations qui préservent les

solutions du système linéaire correspondant, ceci dans l’objectif de rendre ce système plus facile
à résoudre. Les transformations ci-dessous sont communément appelées opérations élémentaires.

Permuter deux lignes. Intervertir la position de deux équations dans un système ne change
évidemment en rien l’ensemble de ses solutions ; cela équivaut à permuter deux lignes dans la
matrice correspondante. Formellement, la matrice obtenue en permutant les lignes k et ℓ de la
matrice A s’écrit ainsi :

(id−Ekk − Eℓℓ + Ekℓ + Eℓk )A

Multiplier une ligne par un scalaire non nul. Multiplier le membre de gauche et celui de
droite d’une équation Ek par un même coefficient non nul λ n’en change pas les solutions ;
cela revient dans la matrice à multiplier tous les coefficients de la ligne correspondante par ce
scalaire. Formellement la matrice ainsi obtenue de A s’écrit :

(id+(λ− 1)Ekk )A

Ajouter un multiple d’une ligne à une autre. Les solutions du système (Ek , Eℓ ) sont exacte-
ment celles du système (Ek + λEℓ , Eℓ ) ; dans la matrice correspondante au système complet,
cela équivaut à ajouter un multiple d’une ligne à une autre. Formellement, la matrice ainsi
obtenue de A s’écrit :

(id+λEkℓ )A

Soit maintenant un système de n équations linéaires en k inconnues, c’est-à-dire du type :



c11x1 + c12x2 + · · · + c1k xk = d1
c21x1 + c22x2 + · · · + c2k xk = d2

...
cn1x1 + cn2x2 + · · · + cnk xk = dn
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En lui appliquant des opérations élémentaires suivant l’algorithme ci-dessous, on peut mettre
ce système sous forme triangulaire supérieure, c’est-à-dire vérifiant ci j = 0 lorsque i > j , ceci
sans en changer l’ensemble des solutions.

Algorithme (pivot de Gauss).
Entrée : Un système d’équations (Li ) avec coefficients (ci j ) i∈{1,...,n}

j∈{1,...,m}
.

Sortie : Un système triangulaire admettant les mêmes solutions.

1. Poser ℓ ← 1.
2. Pour k de 1 à m :
3. Pour i de ℓ à n :
4. Si ci k �= 0 :
5. Appliquer (Li )↔ (Lℓ ).
6. Si cℓk �= 0 :
7. Appliquer (Lℓ )← 1

cℓk
(Lℓ ).

8. Pour i de ℓ + 1 à n :
9. Appliquer (Li )← (Li )− ci k (Lℓ ).

10. Poser ℓ ← ℓ + 1.

La variable k dénote l’indice de l’inconnue en cours d’élimination; les lignes restant à traiter
sont celles d’indices > ℓ . Pour vérifier la correction de cet algorithme on peut prendre comme
invariant de boucle à l’étape 3 la proposition « la sous matrice d’indices (i , j ) ∈ {1, . . . , ℓ} ×
{1, . . . , k} est triangulaire supérieure».

Attention, l’existence de solutions n’équivaut pas à l’inégalité m > n. Toutefois la méthode
du pivot de Gauss éliminera naturellement la redondance entre les équations de sorte que :

— Si m < n mais qu’une solution existe, on obtiendra des lignes de la forme 0 = 0.
— Si m > n mais qu’aucune solution n’existe, on obtiendra une ligne de la forme 0 = 1.

Remarque. Nous avons ici manipulé les lignes d’une matrice en lui appliquant des multiplica-
tions par la gauche. Symétriquement, on peut aussi manipuler les colonnes d’une matrice en la
multipliant par la droite, mais la correspondance avec les systèmes linéaires est moins évidente.

2.4 Algèbre des matrices carrées
Définition. Une matrice est dite carrée lorsqu’elle comporte autant de lignes que de colonnes. On
note�n(�) l’ensemble des matrices de taille n × n à coefficients dans�.

À titre d’exemple, les matrices identités et scalaires que nous avons déjà introduites sont
nécessairement carrées. Tout l’intérêt des matrices carrées réside dans le résultat que voici.

Lemme. La multiplication scalaire, somme et produit de matrices de�n(�) sont dans�n(�).
Ces opérations confèrent à�n(�) une structure dite d’algèbre. On sera cependant parti-

culièrement attentif au fait que la multiplication matricielle de distingue amplement de son
homonyme scalaire, notamment par les particularités suivantes :

— Ce n’est pas une opération commutative : E12E22 �= E22E12.
— Un produit de termes non nuls peut être nul : E22E12 = 0.
— Une puissance d’une matrice non nulle peut être nulle : E 2

12 = 0.
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Définition. On dit que deux matrices A et B commutent lorsqu’elles satisfont AB = BA. On
qualifie de diviseurs de zéro les matrices non nulles A et B vérifiant AB = 0. On qualifie de
nilpotentes les matrices A pour lesquelles il existe un entier k ∈�� tel que Ak = 0.

Avant d’étudier de manière plus approfondie ces propriétés de l’algèbre des matrices carrées,
introduisons plusieurs familles classiques de matrices.

Définition. On dit d’une matrice carrée A∈�n(�) qu’elle est :
— diagonale lorsque i �= j ⇒ ai j = 0 ;
— triangulaire inférieure lorsque i < j ⇒ ai j = 0 ;
— triangulaire supérieure lorsque i > j ⇒ ai j = 0 ;
— antisymétrique lorsque ai j = −aj i ;
— symétrique lorsque ai j = aj i .

On note respectivement ces ensembles de matrices�n(�), � inf
n (�), � sup

n (�),�n(�) et�n(�).
À ce stade ces ensembles joueront principalement un rôle de cobaye pour les exercices ;

leurs propriétés théoriques non élémentaires seront étudiées en seconde année.

Exercice. Démontrer que tout couple de parties parmi � inf
n (�), � sup

n (�),�n(�) et�n(�) est
d’intersection {0} ou�n(�).
Proposition. Lamultiplication scalaire, somme et produit de matrices diagonales sont diagonales.
Il en va de même pour les matrices triangulaires supérieures ainsi que triangulaires inférieures.

Ces formes de matrices sont particulièrement pratiques à manipuler et nous l’avons notam-
ment constaté concernant les systèmes linéaires dans le contexte du pivot de Gauss. Voyons
à présent que c’est encore le cas concernant le calcul des puissances.

Exercice. Expliciter autant que possible les coefficients des puissances k e des matrices ci-dessous.
�
1

2

� �
1 1

2

� �
1 1
1 1

� �
1 2
3 4

�

Proposition. Lorsque A et B commutent, la formule du binôme de Newton est vérifiée :

(A+B )k =
k�

ℓ=0
C ℓ
k A

ℓBk−ℓ

Exercice. Soit A lamatrice de�n(�) vérifiant ai j = δ(i+1)( j ). Déterminer une formule explicite
pour (2 id+A)k pour n = 2. Faire de même pour n = 3 puis pour n quelconque.

L’aspect le plus important des matrices carrées est certainement le suivant.

Définition. Une matrice A est dite inversible s’il existe une matrice B vérifiant AB = BA= id ;
cette matrice B est alors unique, s’appelle l’inverse de A et se note A−1. Le sous-ensemble de�n(�)
formé des matrices inversibles s’appelle le groupe linéaire et se noteGLn(�).
Proposition. L’inversion satisfait les identités suivantes :

(AB )−1 = B−1A−1
�
tA
�−1 = t�

A−1
� �

A−1
�k
=
�
Ak
�−1 �

A−1
�−1
= A

Dans certains cas particuliers, l’inversibilité se détermine aisément.
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Proposition. Une matrice carrée diagonale, triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure est
inversible si et seulement si aucun de ses coefficients diagonaux n’est nul. L’inverse est alors de la
même forme que la matrice initiale.

Puisque les opérations élémentaires reviennent à multiplier par des matrices explicites dont
on vérifiera facilement l’inversibilité, il s’ensuit le résultat ci-dessous.

Corollaire. Le groupe linéaireGLn(�) est stable par les opérations élémentaires sur les lignes et
les colonnes.

Nous avons introduit lesmatrices A∈�n(�) comme stockant les coefficients d’un système
linéaire du type Y = AX avec X ,Y ∈ �n . Lorsque A est inversible, en multipliant à gauche
par A−1 on obtient A−1Y = X et calculer l’inverse de A revient donc à résoudre le système
linéaire associé. Comme nous l’avons vu cela peut se faire avec les opérations élémentaires !

Plus explicitement, afin de calculer l’inverse d’une matrice A ∈ �n(�), on appliquera
l’algorithme du pivot de Gauss à la matrice par bloc (A id) ∈�n,2n(�) jusqu’à obtenir une
matrice de la forme (id B ) et on aura alors B = A−1.

Exemple. On aura par exemple :


1 2 0
1 1 1
0 2 1

��������

1
1

1


 −−−−−−→

L2←L2−L1



1 2 0

−1 1
2 1

��������

1
−1 1
0 1




−−−−→
L2←−L2



1 2 0

1 −1
2 1

��������

1
1 −1
0 1




−−−−−−−→
L3←L3−2L2



1 2 0

1 −1
3

��������

1
1 −1
−2 2 1




−−−−−→
L3← 1

3 L3



1 2 0

1 −1
1

��������

1
1 −1
− 2

3
2
3

1
3




On remonte ensuite afin d’éliminer les coefficients du bloc gauche situés au dessus de la diagonale.

−−−−−−→
L2←L2+L3



1 2

1
1

��������

1 0
1
3 − 1

3
1
3

− 2
3

2
3

1
3




−−−−−−−→
L1←L1−2L2



1

1
1

��������

1
3

2
3 − 2

3
1
3 − 1

3
1
3

− 2
3

2
3

1
3




D’où l’on déduit enfin l’égalité :


1 2 0
1 1 1
0 2 1



−1

=
1
3




1 2 −2
1 −1 1
−2 2 1



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On admettra pour l’instant le résultat ci-dessous car il sera aisément démontré lorsque des
techniques plus poussées d’algèbre linéaire auront été développées.

Proposition. Unematrice non nulle est un diviseur de zéro si et seulement si elle n’est pas inversible.
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Chapitre 3

Arithmétique dans l’ensemble des
entiers relatifs

Les propositions ci-après justifient à elles seules la grande majorité des calculs que l’on
effectue couramment avec les entiers. Elles vous paraissent évidentes mais gardez à l’esprit
qu’elles ne seront plus nécessairement vérifiées lorsqu’on calculera dans d’autres ensembles.
Au chapitre suivant, on les résumera en disant que l’ensemble des entiers relatifs muni de ses
opérations usuelles forme un anneau commutatif, autrement dit qu’il satisfait :

— pour l’addition :
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �,∀z ∈ �, x + (y + z ) = (x + y) + z (associativité)
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �, x + y = y + x (commutativité)
— ∃0 ∈ �,∀x ∈ �, x + 0 = x (élément neutre)
— ∀x ∈ �, ∃y ∈ �, x + y = 0 (inverse)

— pour la multiplication :
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �,∀z ∈ �, x · (y · z ) = (x · y) · z (associativité)
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �, x · y = y · x (commutativité)
— ∃1 ∈ �,∀x ∈ ��, x · 1 = x (élément neutre)

— pour la compatibilité :
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �,∀z ∈ �, x · (y + z ) = x · y + x · z (distributivité)

Il est de surcroit totalement ordonné, c’est-à-dire qu’il vérifie :
— pour l’ordre :

— ∀x ∈ �, x � x (réflexivité)
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �,∀z ∈ �, x � y ∧ y � z ⇒ x � z (transitivité)
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �, x � y ∧ y � x ⇒ x = y (antisymétrie)
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �, x � y ∨ y � x (totalité)

— pour la compatibilité :
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �,∀z ∈ �, x � y ⇒ x + z � y + z (addition)
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �, 0 � x ∧ 0 � y ⇒ 0 � x y (multiplication)

Dans ce chapitre nous allons étudier la structure de� au delà de ces postulats de base. Nous
mettrons ainsi en pratique les notions du premier chapitre mais cela nous permettra surtout
d’introduire des exemples classiques de structures algébriques avant de développer au chapitre
suivant les propriétés abstraites de ces structures.
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3.1 Divisibilité
En sciences physiques, les entiers ne sont que des nombres réels parmi d’autres, il est donc

parfaitement pertinent d’écrire 2/3 = 0, 66666 . . . ou encore encore
�
2 = 1, 41421 . . .. Ici

nous allons au contraire nous restreindre à l’ensemble des entiers relatifs, où les quantités 2/3
et
�
2 n’existent pas.

Définition. Soient x et y deux entiers. S’il existe q ∈ � tel que y = q x on dit que :
— y est divisible par x ;
— y est un multiple de x ;
— x est un diviseur de y ;
— x divise y , ce qu’on note x | y .
Les entiers pairs sont par définition ceux qui sont divisibles par deux; autrement dit, ce

sont exactement ceux qui s’écrivent sous la forme 2x pour un certain x ∈ �.
Lemme. Tout entier est divisible par lui-même ainsi que par un; tout entier divise zéro.

Proposition. Quels que soient a, b , x , y, z ∈ � on a :
— Si x | y et y | z , alors x | z .
— Si x | y et a | b , alors ax | b y .
— Si x | y et x | z , alors x | a y + b z .
— Si x | y et y > 0, alors x � y .

Lorsqu’un entier n’est pas divisible par un autre, on sait exactement pourquoi :

Théorème (division euclidienne). Soient x �= 0 et y deux entiers relatifs. Il existe un unique
couple (q , r ) ∈ �2 vérifiant y = q x + r et r ∈ {0, . . . , |x |− 1}. Les entiers q et r s’appellent
respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de y par x .

Exemple. Notant 2� l’ensemble des entiers pairs et 3� celui des multiples de trois, la division
euclidienne donne les équivalences suivantes :

n ∈ 2�⇔∃k ∈ �, n = 2k
n /∈ 2�⇔∃k ∈ �, n = 2k + 1
n ∈ 3�⇔∃k ∈ �, n = 3k
n /∈ 3�⇔∃k ∈ �, n = 3k + 1∨ n = 3k + 2

En CE1 vous avez appris une méthode arithmétique efficace pour calculer le couple (q , r ) :

12345 67
−100× 67 184

5645
−80× 67

285
−4× 67

17

On peut aussi obtenir le couple (q , r ) numériquement :
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Proposition. Le quotient de y par x est la partie entière de la quantité réelle x/y .

Le reste r = y − q x s’ensuit. D’un point de vue calculatoire, cette approche est équivalente
à celle vue en CE1 mais nettement moins pratique à mettre en œuvre.

Définition. Un entier n > 1 est dit composé s’il admet au moins un diviseur positif autre que 1 et
n ; dans le cas contraire il est dit premier.

Nous utiliserons dès maintenant cette terminologie et développerons ces notions plus tard.

3.2 Diviseurs communs
Lorsque x divise y on a y = q x mais encore y = (−q )(−x ) donc −x divise lui aussi y . Les

problèmes de divisibilité restent donc inchangés par multiplication par ±1. Dorénavant, pour
simplifier les énoncés, nous nous restreindrons souvent aux diviseurs strictement positifs.

Définition. Soient x et y deux entiers relatifs non nuls. Leur plus grand diviseur commun
(PGCD) est le plus grand entier strictement positif divisant x et y . Leur plus petit multiple
commun (PPCM) est le plus petit entier strictement positif multiple de x et de y . On note :

pgcd(x , y) =max {d ∈�� : d | x ∧ d | y}
ppcm(x , y) =min {m ∈�� : x | m ∧ y | m}

Par convention, on pose de surcroit :

pgcd(x , 0) = pgcd(0, x ) = |x | ppcm(x , 0) = ppcm(0, x ) = 0

Ces quantités sont bien définies car les sous-ensembles de�� ci-dessus sont respectivement
non-vide majoré et non-vide minoré.

Pour tout (x , y) ∈ �2 \ {(0, 0)} on a les identités :
pgcd(x , y) = pgcd(y, x ) pgcd(x , 1) = 1
ppcm(x , y) = ppcm(y, x ) ppcm(x , 1) = |x |

On peut naïvement calculer un plus grand commun diviseur en énumérant les diviseurs
des deux nombres mais la méthode suivante est bien plus efficace.

Algorithme (Euclide).
Entrée : Deux entiers x et y .
Sortie : Leur pgcd.

1. Tant que y �= 0 :
2. Calculer le reste r de la division euclidienne de x par y .
3. Assigner x ← y et y ← r .
4. Renvoyer x .

Exemple. Pour calculer pgcd(42, 60) on peut écrire :

42 = 0 × 60 + 42
60 = 1 × 42 + 18
42 = 2 × 18 + 6
18 = 3 × 6 + 0
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Afin de démontrer qu’après un nombre fini d’itérations cet algorithme renvoi un résultat
et que celui-ci est correct, on se repose sur le résultat ci-après qui se démontrera facilement en
exercice.

Lemme. Pour tout triplet (x , y, k ) ∈ �3, on a pgcd(x + k y, b ) = pgcd(x , y).

Preuve de l’algorithme. L’algorithme est correct car la valeur pgcd(x , y) est invariante d’une
itération à la suivante. Il termine car les valeurs prises par r sont positives et strictement
décroissantes. Par ailleurs, deux itérations donnent r ← r mod (y mod r ) et en distinguant
les cas (y mod r ) ∈ {0, . . . , r2 }∪ { r2 , . . . , r } on montre que le nombre d’itérations est au plus
logarithmique en les arguments, soit linéaire en leur taille.

Si d est un diviseur commun de x et y alors, quels que soient les entiers a et b , on a toujours
d | ax + b y . Le cas d’égalité est exactement celui du pgcd :

Théorème (Bézout). Le pgcd de deux entiers x et y est le plus petit entier strictement positif
d pour lequel il existe des entiers a et b vérifiant d = ax + b y . Une telle équation s’appelle une
relation de Bézout.

Démonstration. Dans l’algorithme d’Euclide chaque valeur de r est, par récurrence, de la
forme ax + b y ; c’est donc le cas du pgcd. Tout autre combinaison linéaire à coefficients entiers
ax + b y > 0 est un multiple du pgcd (puisqu’il divise x et y) et ne peut donc être plus
petite.

Algorithme (Euclide étendu).
Entrée : Deux entiers x et y .
Sortie : Un triplet (d , a, b ) vérifiant d = pgcd(x , y) = ax + b y .

1. Assigner (a, u) = (1, 0) et (b , v ) = (0, 1).
2. Tant que y > 0 :
3. Calculer le quotient q de la division euclidienne de x par y .
4. Assigner (x , y)← (y, x − q y).
5. Assigner (a, u)← (u , a − q u).
6. Assigner (b , v )← (v, b − q v ).
7. Renvoyer (x , a, b ).

Démonstration. Vérifier les invariants a = a0u + b0v et b = a0 s + b0 t .

3.3 Primalité relative
Théorème. Les diviseurs communs de deux entiers sont exactement ceux de leur pgcd.

Les multiples communs de deux entiers sont exactement ceux de leur ppcm.

Démonstration. Tout diviseur commun divise les combinaisons linéaires donc le pgcd. Soit
maintenant m = ppcm q + r la division euclidienne d’un multiple commun par le ppcm ; le
reste r est un multiple commun strictement inférieur au ppcm donc il est nul.

On en déduit notamment les propriétés fondamentales ci-dessous.

Proposition. Soient a, b et c trois entiers. On a :
— ppcm(c a, c b ) = |c |ppcm(a, b )
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— pgcd(c a, c b ) = |c |pgcd(a, b )
— pgcd(a, b )ppcm(a, b ) = |ab |

Démonstration. Pour la dernière égalité, se ramener au cas où pgcd(a, b ) = 1.

Définition. On dit que deux entiers a et b sont premiers entre eux lorsque pgcd(a, b ) = 1.

Précisons que la notions de primalité relative et celle de nombre premier sont bien distinctes
et ne présentent qu’un lointain lien de parenté ; les deux résultats suivants s’efforcent d’expliciter
ce lien afin d’éviter toute confusion.

Proposition. Pour tout entier n et tout nombre premier p , on a :

pgcd(n, p) =
�
1 si p � n
p si p | n

Corollaire. Soient p et q deux nombres premiers. On a l’équivalence pgcd(p , q ) = 1⇔ p �= q .

Afin d’exploiter l’hypothèse que deux entiers sont premiers entre eux, il faudra systémati-
quement utiliser soit une relation de Bézout soit le résultat suivant.

Lemme (Gauss). Si a et b sont premiers entre eux et si a | b c , alors a | c .
Démonstration. Multiplions par c une relation de Bézout 1 = au + bv ; on obtient c =
ac u + b c v et le résultat est clair.

3.4 Nombres premiers
La renommée des nombres premiers s’explique par la multitudes d’applications qu’ils

trouvent en mathématiques tant pures que appliquées ; celles-ci reposent toutes sur le fait que
ces nombres sont les briques de base des entiers pour leur structure multiplicative.

Proposition. Tout entier n > 0 peut se décomposer en produit fini de nombres premiers.

Démonstration. C’est clairement le cas de 1. Supposons ce résultat vérifié pour {1, . . . , n − 1}.
Si n n’est pas premier, il admet un diviseur strict d ∈ {2, . . . , n − 1} et on applique l’hypothèse
de récurrence à d et à n

d avant d’en faire le produit.

Théorème. La décomposition d’un entier n > 0 comme produit de facteurs premiers est unique
à l’ordre de ces facteurs près.

Démonstration. Soient p1 · · · pn = q1 · · · qm deux tels décompositions où l’on suppose que
les facteurs premiers sont ordonnés par ordre croissant. Quitte à intervertir, supposons aussi
p1 � q1. Comme p1 divise le membre de gauche, il divise nécessairement au moins un des
facteurs du membre de droite. Par le lemme de Gauss, on obtient que p1 = q1. On peut alors
diviser chaquemembre par ce même facteur afin de se ramener au cas de décompositions moins
longues.

De l’existence d’une telle décomposition découle le résultat fondamental suivant.

Théorème. Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Supposons qu’il n’y en ait que n et notons les p1, . . . , pn ; alors l’entier 1 +
p1 · · · pn n’est divisible par aucun de ces nombres, ce qui contredit l’existence d’une décomposi-
tion en produit de facteurs premiers.
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L’ensemble des nombres premiers, que l’on note� , est donc infini. On dispose notamment
de la méthode suivante pour l’énumérer.

Algorithme (crible d’Ératosthène).
Entrée : Un entier n.
Sortie : Les nombres premiers inférieurs à n.

1. Soit E l’ensemble {2, 3, . . . , n}.
2. Soit� l’ensemble vide.
3. Tant que E est non vide :
4. Soit p le plus petit élément de E .
5. Enlever de E tous les multiples de p .
6. Ajouter p à� .
7. Renvoyer� .

Il est fastidieux d’énumérer tous ces multiples. On peut en réalité s’arrêter bien avant n car,
on un entier d ne divise jamais n tout seul : son cofacteur n

d le divise tout autant. Comme le
montre la proposition ci-dessous, l’un de ces deux facteurs est nécessairement petit.

Proposition. Si n > 1 n’admet aucun diviseur dans
�
2, 3, . . . , ��n�� alors il est premier.

Démonstration. Montrons la contraposée. Soit n un nombre admettant un diviseur non trivial
d . Si d ��n alors le résultat est clair. Si

�
n < d < n alors on a encore

�
n =

n�
n
>

n

d
>

n

n
= 1

donc n
d est un diviseur dans l’ensemble donné.

Cette proposition permet d’effectuer le crible de manière plus efficace : lorsque p >
�
n

on peut directement afficher tous les éléments de E restants comme premiers.

Proposition. Soit p un nombre premier et α un entier positif ; l’ensemble des diviseurs de pα est
exactement {1, p , p2, p3, . . . , pα−1, pα}. Si a et b sont deux entiers, les diviseurs de ab sont les
produits d’un diviseur de a par un diviseur de b . Si de surcroit a et b sont premiers entre eux, tous
ces produits sont distincts.

Démonstration. Tout diviseur du produit ab se décompose en d = pgcd(a, d ) d
pgcd(a,d ) où le

premier facteur divise a et le second divise b . En prenant a = p et b = pα on obtient un preuve
par récurrence du premier résultat. En supposant pgcd(a, b ) = 1 on a de surcroit l’unicité de
cette décomposition.

•

Introduisons enfin une notation qui nous permettra demanipuler bien plus commodément
les décompositions en produits de facteurs premiers et d’exprimer en leurs termes les notions
de divisibilité, de pgcd et de ppcm.

Définition. La valuation d’un entier n en un nombre premier p , notée vp (n), est le plus grand
entier k tel que pk divise n ; formellement, on a :

vp (n) =max
�
k ∈� : pk | n

�
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Pour n = 24, on a par exemple :

v2(24) =max{k ∈� : 2k |24} =max{0, 1, 2, 3} = 3
v3(24) =max{k ∈� : 3k |24} =max{0, 1} = 1
v5(24) =max{k ∈� : 5k |24} =max{0} = 0
v7(24) =max{k ∈� : 7k |24} =max{0} = 0

Remarque. Pour tout entier n, la quantité vp (n) est nulle pour presque tous les nombres premiers
p , le qualificatif « presque tous» signifiant ici « tous sauf un nombre fini». En effet, tout nombre
premier p > |n| satisfait p � n et donc vp (n) = 0.

Lemme. On a les identité vp (nm) = vp (n) + vp (m) et vp (pk ) = k .

La décomposition de n ∈�� en produit de facteurs premiers s’écrit ainsi simplement

n =
�
p∈�

pvp (n);

si ce produit peut sembler infini, presque tous ses facteurs sont égaux à l’unité d’après la remarque
ci-dessus. Par exemple, on a :

24 =
�
p∈�

pvp (24) = 23 · 31 · 50 · 70 · · · = 23 · 31

Proposition. Soient n et m deux entiers naturels. On a :

n | m⇐⇒∀p ∈ � , vp (n) � vp (m)

pgcd(n,m) =
�
p∈�

pmin
�
vp (n),vp (m)

�

ppcm(n,m) =
�
p∈�

pmax
�
vp (n),vp (m)

�

Exercice. En déduire les expressions ci-dessous pour le nombre et la somme des diviseurs positifs
d’un entier n.

# {d ∈� : d |n} =�
p∈�

�
vp (n) + 1

�

�
d |n

d =
�
p∈�

pvp (n)+1 − 1
p − 1

3.5 Congruences
Définition. On dit que x est congru à y modulo n (tous trois entiers avec n �= 0) lorsque (x − y)
est divisible par n ; on note cela x = y mod n ou parfois aussi x ≡ y [n].

La notion de congruence est plus explicite sous la forme que donne lui résultat suivant.

Lemme. Le reste de la division euclidienne de x par n est le plus petit entier positif congru à x
modulo n. Deux entiers sont congrus modulo n si et seulement si leurs divisions euclidiennes par n
donnent le même reste.
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+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

× 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

Figure 3.1 : Tables d’addition et de multiplication dans �/5�.

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

× 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

Figure 3.2 : Tables d’addition et de multiplication dans �/6�.

La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence. Elle est de surcroit
compatible avec les opérations d’addition et de multiplication :

— ∀a ∈ �,∀b ∈ �,∀c ∈ �,∀d ∈ �, a ≡ b ∧ c ≡ d ⇒ a + c ≡ b + d (addition)
— ∀a ∈ �,∀b ∈ �,∀c ∈ �,∀d ∈ �, a ≡ b ∧ c ≡ d ⇒ a · c ≡ b · d (multiplication)

On peut donc calculermodulo n, c’est-à-dire sans se préoccuper de savoir de quels entiers exac-
tement les restes qu’on manipule proviennent. Plus formellement, cela donne l’objet suivant :

Définition. On note�/n� l’ensemble des classes de congruences modulo n muni des opérations
induites par l’addition et la multiplication.

Exemple. On a �/5� = {0, 1, 2, 3, 4} où x = {x + 5k : k ∈ �} ; ses lois d’addition et de
multiplication sont décrites par la figure 3.1. On portera une attention toute particulière à ce que
les nombres indiqués représentent des classes de �/5� et non des entiers de �.

L’anneau �/6� est pareillement décrit par la figure 3.2.

Proposition. Soit n ∈�� fixé. Dans �/n�, les identités suivantes sont vérifiées :
— pour l’addition :

— ∀x ∈ �,∀y ∈ �,∀z ∈ �, x + (y + z ) = (x + y) + z (associativité)
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �, x + y = y + x (commutativité)
— ∃0 ∈ �,∀x ∈ �, x + 0 = x (élément neutre)
— ∀x ∈ �, ∃y ∈ �, x + y = 0 (inverse)

— pour la multiplication :
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �,∀z ∈ �, x · (y · z ) = (x · y) · z (associativité)
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �, x · y = y · x (commutativité)
— ∃1 ∈ �,∀x ∈ ��, x · 1 = x (élément neutre)
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— pour la compatibilité :
— ∀x ∈ �,∀y ∈ �,∀z ∈ �, x · (y + z ) = x · y + x · z (distributivité)

On dit que �/n� est un anneau commutatif.

L’inverse pour l’addition sera communément appelé opposé et lorsqu’on parlera d’inverse
sans autre précision il s’agira de celui pour la multiplication. Dans les anneaux �/n�, contrai-
rement à �, des éléments autres que ±1 peuvent être inversibles.
Proposition. La classe d’un entier x dans �/n� est inversible si et seulement si pgcd(x , n) = 1.

Démonstration. La classe de x est inversible s’il existe y tel que x y = 1 mod n soit x y = 1+kn,
ce qui est une relation de Bézout équivalente à pgcd(x , n) = 1.

Corollaire. Soit p un nombre premier. Dans �/p�, tous les éléments non nuls sont inversibles.

Or on peut justement ramener l’étude de �/n� à l’étude des �/pα� par le résultat
que voici.

Théorème (dit des restes chinois). Soient m et n deux entiers non nuls. L’application
�
�/mn� −→ �/m�×�/n�

x �−→ (x mod m, x mod n)

est bijective si et seulement si m et n sont premiers entre eux.

Démonstration. Écrire une relation de Bézout entre m et n.

Finissons en considérant un aspect important des éléments inversibles.

Définition. La fonction indicatrice d’Euler, notée ϕ, associe à tout entier n le nombre d’éléments
inversibles de �/n�.

Proposition. Si p est un nombre premier, pour tout α ∈��, on a ϕ(pα) = (p − 1)pα−1.
Si n et m sont premiers entre eux, on a ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m).

Démonstration. La première assertion découle du calcul explicite

ϕ(pα) = # {x ∈ {1, . . . , pα} : pgcd(x , p) = 1} ,
= pα − # {x ∈ {1, . . . , pα} : p |x} ,
= pα − pα−1.

Et la seconde découle de l’isomorphisme d’anneau donné par le théorème chinois.

On en déduit le célèbre résultat ci-après. Nous le démontrerons en exploitant la notion
d’ordre dans un groupe qui sera vue plus tard : le groupe sera (�/n�)�, son ordre ϕ(n) et on
considèrera le cas particulier n = p .

Théorème (petit théorème de Fermat). Si p est premier alors :
— Pour tout x non divisible par p , on a x p−1 = 1 mod p .
— Pour tout x , on a x p = x mod p .
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Chapitre 4

Structures algébriques usuelles

Les ensembles munis d’opérations raisonnables forment les structures fondamentales de
l’algèbre, en premier lieu celles de groupes, d’anneaux et de corps. Ces notions abstraites dé-
crivent des structures communes à de nombreuses situations et nous permettront de démontrer
certaines propriétés simultanément dans chacune de ces situations.

4.1 Lois
Commençons par munir les ensembles d’opérations sur eux mêmes.

Définition. On appelle loi de composition sur un ensemble A toute fonction du type

⊕ :
�
A× A−→ A

(x , y) �−→ x ⊕ y
.

On dit qu’elle :
— est associative si ∀x ∈ A,∀y ∈ A,∀z ∈ A, x ⊕ (y ⊕ z ) = (x ⊕ y)⊕ z ;
— est commutative si ∀x ∈ A,∀y ∈ A, x ⊕ y = y ⊕ x ;
— admet e ∈ A comme élément neutre si ∀x ∈ A, e ⊕ x = x ⊕ e = x .

Parmi les exemples de lois de composition ci-dessous on essaiera d’en garder quelques uns
à l’esprit dont au moins un non commutatif afin d’illustrer les différents cas de figure que nous
aborderons au cours de ce chapitre :

— addition dans�, �,�,�,� ou encore��,� \ {0, 1},�+,��+ ;
— multiplication dans�, �,�,�,� ou encore��, ��,��,��,�+,��+,�� ;
— différence dans �,�,�,� ;
— quotient dans��,��,��+,�� ;
— puissance dans�,��,� \ {0, 1},�+,��+ ;
— composition dans l’ensemble EE des fonctions E → E ;
— union, intersection ou différence dansP(E ) ;

Proposition. Lorsqu’il existe, l’élément neutre est unique.

Définition. Étant donnée une loi ⊕ sur A avec élément neutre e , on dit que y ∈ A est un inverse
à gauche (resp. droite) de x ∈ A si y ⊕ x = e (resp. x ⊕ y = e ). Alors x est dit inversible à gauche
(resp. droite).
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Proposition. Lorsque la loi est associative, si un élément admet un inverse à gauche et un inverse
à droite, ces deux inverses sont identiques. (On parle alors d’élément inversible sans autre précision.)

Exemple. SoitE =�� l’ensemble des fonctions de� dans lui-mêmemuni de la loi de composition;
celle-ci est associative et admet pour élément neutre la fonction identité. L’élément exp ∈ E admet
un inverse à gauche mais pas à droite. En effet, on a log ◦ exp = id où l’on a posé

log : x ∈� �−→
�
0 si x � 0,
log(x ) si x > 0.

En revanche, aucune fonction f ne satisfait exp◦ f = id puisque exp n’est pas surjective.

Bien qu’il faille être conscient de cette subtilité, en pratique, nous ne travaillerons désormais
que dans des contextes où l’existence d’un inverse à gauche équivaut à celle d’un inverse à droite.

4.2 Groupes
Définition. Un groupe est un ensemble muni d’une loi de composition qui est associative, admet
un élément neutre et pour laquelle chaque élément est inversible. Il est dit commutatif ou abélien
lorsque c’est le cas de sa loi.

On a notamment comme groupes :
— les entiers relatifs munis de l’addition; �
— les nombres rationnels munis de l’addition; �
— les nombres réels munis de l’addition; �
— les nombres complexes munis de l’addition; �
— les nombres rationnels non nuls munis de la multiplication; �×
— les nombres réels non nuls munis de la multiplication; �×
— les nombres réels strictement positifs munis de la multiplication; �×+
— les nombres complexes non nuls munis de la multiplication; �×
— les nombres complexes de module unité munis de la multiplication; �
— les nombres complexes racines ne de l’unité ; µn

— les entiers modulo n munis de l’addition; �/n�
— les entiers non nuls modulo p munis de la multiplication. (�/p�)×

Tous les groupes ci-dessus sont commutatifs ; afin de ne pas se former de fausses idées, il est
crucial de les compléter en gardant à l’esprit un exemple de groupe non commutatif ; on pourra
notamment considérer :

— les matrices de taille n × n inversibles munies de la multiplication; GLn(�)
— les bijections d’un ensemble E dans lui-même munies de la composition. SE

Ce dernier groupe est appelé groupe symétrique et notéSn pour E = {1, 2, . . . , n}.
Exemple. OnaS3 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)} où (x1 · · · xk ) dénote la bijection définie
par xi �→ xi+1, xk �→ x1 et x �→ x pour x /∈ {x1, . . . , xk}. Chaque élément est son propre inverse
à l’exception de (123) et (132) qui sont inverses l’un de l’autre.

Exercice. Soit E un ensemble arbitraire. Montrer que l’ensemble des parties P(E ) forme un
groupe muni de la différence symétrique.
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Remarquons qu’outre ce dernier exemple indéniablement exotique, les seuls groupes finis
introduits jusqu’à présent sont ceux de la formeµn , �/n�, (�/n�)×, tous trois commutatifs,
etSE , non commutatif dès lors que |E | � 3.
Remarque. Lorsque la loi de composition d’un groupeG est clairement identifiée par le contexte,
on pourra la noter comme l’addition ou la multiplication usuelles ; on dira alors queG est noté
additivement ou multiplicativement. Les notations du tableau suivant en découleront.

additive multiplicative
élément neutre : 0 1

inverse de x : −x x−1

composée de (xk )nk=1 :
�n

k=1 xk
�n

k=1 xk
composée de n copies de x : nx = x + x + · · ·+ x xn = x · x · · · x

propriété à démontrer : (−n)x = −(nx ) x−n = (xn)−1

Onprendra soin de réserver la notation additive au cas commutatif. Et on gardera bien à l’esprit que
les symboles «+» et «×» ne vérifient alors pas nécessairement toutes les propriétés de l’addition
et de la multiplication usuelles !

Puisqu’un groupe ne possède qu’une loi de composition, la notion de calcul y est nécessai-
rement limitée ; au delà de l’associativité, la seule identité pertinente est la suivante.

Proposition. Dans tout groupe, on a l’identité (ab )−1 = b−1a−1.

Construisons à présent de nouveaux groupes à partir de groupes connus.

Proposition. Soient (G ,⊕) et (H ,�) deux groupes. Leur produit direct est le groupe (G ×H ,�)
où la loi est définie par :

� :
�
(G ×H )× (G ×H ) −→G ×H�

(a, x ), (b , y)
� �−→ (a ⊕ b , x � y)

Exemple. Le produit direct de deux copies de (�,+) donne�2 muni de l’addition des vecteurs.

Inversement on peut chercher des groupes comme parties de groupes connus.

Définition. On dit qu’une partie H d’un ensemble G est stable par une fonction f : G → G
lorsque f (H ) ⊂ H . Pareillement pour une fonction f : G 2 → G on demande que f (H 2) ⊂ H .

Ainsi, étant donné un groupe (G ,⊕), toute partieH deG stable par ⊕ peut être munie de
la loi de composition ⊕|HH 2 appelée loi induite surH par ⊕. LorsqueH muni de cette loi est
lui-même un groupe, on dit que c’est un sous-groupe deG .

Définition. On appelle sous-groupe d’un groupe (G ,⊕) tout groupe (H ,⊕|HH 2 ) avecH ⊂ G .

Exercice. Montrer que siH est un sous-groupe deG il admet le même élément neutre. En déduire
que l’inverse d’un élément x dansH est le même que dansG .

En particulier, tout groupe (G ,⊕) admet deux sous-groupes évidents : le sous-groupe dit
trivial {eG } et le groupeG lui-même. Afin de montrer (ou d’infirmer) qu’une partie donnée
est un sous-groupe, on utilisera le résultat ci-dessous.

Proposition. Pour que H ⊂ G soit un sous-groupe, il faut et il suffit qu’il contienne l’élément
neutre et soit stable par la loi de composition et l’inverse.
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Exercice. Donner des sous-groupes de chacun des groupes listés plus haut.

Très souvent, lorsqu’on aura àmontrer qu’un ensemblemuni d’une loi donnée (H ,⊕) forme
un groupe, plutôt que d’appliquer naïvement la définition, on montrera en fait que (H ,⊕) est
un sous-groupe d’un groupe connu (G , �⊕). Il s’agira donc d’exhiber un ensembleG contenant
H et une loi �⊕ prolongeant ⊕ tels que (G , �⊕) forme un groupe connu; il ne restera alors qu’à
montrer queH contient l’élément neutre, les inverses et les produits de ses propres éléments.

Exercice. Montrer que (��+,×) est un sous-groupe de�× et en déduire que c’est un groupe.
Montrer queµn est un sous-groupe de�× et en déduire que c’est un groupe.

Corollaire. Toute intersection de sous-groupes est un sous-groupe.

Le résultat précédant légitime la définition que voici.

Définition. Soit P une partie d’un groupeG . On appelle sous-groupe engendré par P le plus petit
sous-groupe deG contenant P . On le note 〈P 〉.

Par exemple, le sous-groupe de � engendré par deux est celui des entiers pairs ; celui engen-
dré par {2, 3} n’est autre que� tout entier. Dansµ3, tout élément autre que le neutre engendre
le groupe tout entier.

Exercice. Montrer que le sous-groupe engendré par un élément x d’un groupe noté multiplicative-
ment est 〈x〉 = {x k : k ∈ �} ; en déduire que ce sous-groupe est commutatif.

Définition. L’ordre d’un groupe est son cardinal.
L’ordre d’un élément est celui du sous-groupe qu’il engendre.

L’ordre d’un élément x est donc le cardinal du sous-groupe 〈x〉 = {x k : k ∈ �} ; on pourra
montrer en exercice que cette quantité vautmin{k ∈ �� : x k = 1}, ce qui donne un moyen
relativement efficace de la calculer.

Théorème (Lagrange). L’ordre de tout sous-groupe divise celui du groupe.

Démonstration. Le sous-groupeH ⊂ G induit une relation d’équivalence x� y ⇔ x y−1 ∈
H dont les classes comptent chacune |H | éléments et partitionnentG .

On retiendra en particulier que l’ordre de tout élément divise celui du groupe.

4.3 Morphismes de groupes
La richesse de chaque structure algébrique est en grande partie révélée par l’étude des appli-

cations qui la préservent. Dans le cas particulier des groupes, il n’y a que la loi de composition
à préserver.

Définition. On appelle morphisme de groupe toute application f : G → H d’un groupe (G ,⊗G )
vers un groupe (H ,⊗H ) vérifiant

∀x ∈ G ,∀y ∈ G , f (x ⊗G y) = f (x )⊗H f (y).

Exemple. Les applications ci-dessous sont des morphismes.
�
� −→�
n �−→ n

2

�
�× −→�×
x �−→�|x |

�
�×+ −→�
x �−→ log(x )

�
�× ×� −→�×
(ρ,θ) �−→ ρe iθ

On sera particulièrement attentif en examinant ces deux derniers exemples : ils font intervenir
à la fois des lois notées additivement et des lois notés multiplicativement.
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Énonçons maintenant quelques propriétés qui découlent directement de la définition.

Lemme. Soit f : G → H un morphisme oùG etH sont deux groupes notés multiplicativement.
On a f (1G ) = 1H et, pour tout x ∈ G , f (x−1) = f (x )−1.

Proposition. La composition de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupe. La
fonction réciproque d’un morphisme de groupe bijectif est un morphisme de groupe.

Proposition. Soit f : G → H un morphisme de groupes. L’image par f de tout sous-groupe de
G est un sous-groupe deH . La préimage par f de tout sous-groupe deH est un sous-groupe deG .

Mentionnons certains cas particuliers notables.

Définition. Soit f : G → H un morphisme. On appelle noyau de f le sous-groupe deG

ker( f ) = f −1({1}) = {x ∈ G : f (x ) = 1} .
On appelle image de f le sous-groupe deH

im( f ) = f (G ) = { f (x ) : x ∈ G} .
Exercice. Déterminer les noyaux et images de tous les morphismes ci-dessus.

Proposition. Unmorphisme f : G → H est injectif si et seulement s’il vérifie ker( f ) = {1}. Il
est surjectif si et seulement s’il vérifie im( f ) = H .

Le critère d’injectivité est tout particulièrement utile. Notamment, lorsqu’il s’agira de
démontrer que φ : G → H est bijectif, on se contentera d’établir les égalités |G | = |H | et
ker(φ) = {1}.
Définition. Soit φ : G → H un morphisme de groupes. Lorsque φ est bijectif on le qualifie
d’isomorphisme; on dit alors queG etH sont isomorphes et on noteG � H . LorsqueG = H on
parle d’endomorphisme. Lorsque ces deux conditions sont réunies on parle d’automorphisme.

À titre d’exemple, voici un isomorphisme :
�
�×+ ×�/2π� −→�×

(ρ,θ) �−→ ρe iθ

4.4 Anneaux et corps
Rajoutons maintenant une seconde loi de composition à un groupe commutatif.

Définition. Soit (A,⊕) un groupe commutatif. On dit que (A,⊕,�) est un anneau si � :
— est associative ;
— admet un élément neutre ;
— est distributive par rapport à ⊕, c’est-à-dire :

∀(x , y, z ) ∈ A3, x � (y ⊕ z ) = (x � y)⊕ (x � z )
∧ (x ⊕ y)� z = (x � z )⊕ (y � z ).

Lorsqu’aucune ambigüité ne sera possible, on s’empressera de noter les lois⊕ et� respective-
ment additivement et multiplicativement et de dénoter leurs éléments neutres respectivement
par 0 et 1. Certaines identités bien connues se généralisent sans peine aux anneaux.
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Proposition. Soit x et y deux éléments d’un même anneau qui commutent, c’est-à-dire qui
satisfont x y = y x . Alors pour tout k ∈�� on a les identités suivantes :

(x + y)k =
k�

ℓ=0
C ℓ
k x

ℓ yk−ℓ

x k − yk = (x − y)
k�

ℓ=1
x k−ℓ yℓ−1

On peut donc calculer dans un anneau à condition toutefois d’avancer avec prudence en
veillant à ne pas implicitement supposer que toute identité valable dans� s’applique.
Définition. On dit qu’un anneau (A,⊕,�) non réduit à {0} est :

— un corps si ∀x ∈ A\ {0}, ∃y ∈ A, x � y = y � x = 1 ;
— intègre si ∀x ∈ A,∀y ∈ A, x � y = 0⇒ x = 0∨ y = 0.

Exemple. Considérer notamment :
— le corps� des nombres complexes ;
— le corps� des nombres réels ;
— le corps� des nombres rationnels ;
— l’anneau intègre � des nombres entiers ;
— l’anneau �/n� des classes d’entiers modulo n ; corps si et seulement si n ∈ � ;
— l’anneau intègre �[

�
2] formé des nombres a + b

�
2 avec (a, b ) ∈ �2 ;

— le corps�[
�
2] formé des nombres a + b

�
2 avec (a, b ) ∈�2 ;

— l’anneau�n(�) des matrices carrées de taille n à coefficients complexes ;
— l’anneau�[x ] des polynômes à coefficients réels ;
— l’anneau�� des suites réelles, munies de l’addition et du produit terme à terme;
— l’anneau c (�) des suites réelles convergentes, munies de ces mêmes opérations.

L’appellation corps est très souvent réservée au cas où la loi de multiplication est commuta-
tive ; on emploiera l’appellation algèbre à division plutôt que corps non commutatif.

Proposition. Tout corps est intègre. Tout anneau intègre fini est un corps.

Démonstration. Soit A un anneau intègre fini et z ∈ A un élément non nul. L’application
x ∈ A �→ x z ∈ A est injective puisque A est intègre ; elle est donc bijective et l’unité admet
ainsi une préimage; cela montre que z est inversible.

Par exemple, l’ensemble {0, 1, a, b}muni des lois ci-dessous est un corps noté �4.

+ 0 1 a b

0 0 1 a b

1 1 0 b a

a a b 0 1
b b a 1 0

× 0 1 a b

0 0 0 0 0
1 0 1 a b

a 0 a b 1
b 0 b 1 a

Les propriétés des lois de composition font qu’avec un peu d’attention on peut calculer
dans un anneau presque comme on a l’habitude de le faire dans les ensembles de nombres
classiques. Résoudre par exemple ax + b = 1 dans �4.
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Définition. On appelle groupe multiplicatif d’un anneau (A,+,×) et on note A× l’ensemble des
éléments inversibles pour ×muni de cette loi.

Pour les corps, notamment�,� et�, cette notion se confond avec la notation astérisque
dénotant l’enlèvement du zéro. On écrit donc indistinctement�× = ��. C’est n’est cependant
pas généralement le cas pour les anneaux et on a notamment �× = {±1} �= ��.
Définition. On appelle sous-anneau d’un anneau (A,⊕,⊗) tout anneau de la forme
(B ,⊕|BB2 ,⊗B

B2 ) avec 1A ∈ B et B ⊂ A.

Par exemple, l’anneau�2(�) admet comme sous-anneaux �2(�), � inf
2 (�) et � sup

2 (�).
L’anneau des suites réelles�� admet quant à lui comme sous-anneaux celui des suites bornées
ou encore celui c (�) des suites convergentes. En revanche, on prendra garde au fait que le
sous-ensemble ��

x 0
0 0

�
: x ∈�

�

ne constitue pas un sous-anneau de�2(�) : c’est bien un anneau pour les lois d’addition et de
multiplication des matrices mais son élément neutre pour la multiplication est distinct de celui
de�2(�) et ce n’en est donc pas un sous-anneau.

Définition. On appelle morphisme d’anneau toute application f : A→ B d’un anneau (A,+, ·)
vers un anneau (B ,+, ·) vérifiant

— ∀x ∈ A,∀y ∈ B , f (x + y) = f (x ) + f (y)
— ∀x ∈ A,∀y ∈ B , f (x · y) = f (x ) · f (y)
— f (1) = 1

La même terminologie (noyau, image, isomorphisme, etc.) que précédemment s’applique.

Exemple. Les applications ci-dessous sont des morphismes d’anneaux.


� −→�2(�)

z �−→
�
z 0
0 z

� �
�[x ] −→�

P �−→ P (α)

�
c (�) −→�

(xk )k∈� �−→ limk→∞ xk

Pour m et n deux entiers non nuls, on a aussi le morphisme dit des restes chinois
�
�/mn� −→ �/m�×�/n�

x �−→ (x mod m, x mod n)

qui est un isomorphisme si et seulement si m et n sont premiers entre eux.

Concluons par quelques propriétés triviales.

Proposition. Unmorphisme d’anneau est injectif si et seulement si son noyau est réduit à {0}.
Proposition. L’image d’un morphisme d’anneau est un sous-anneau du codomaine.

Attention toutefois à ce que le noyau d’un morphisme d’anneau n’est pas un sous-anneau,
ne serait-ce que parce qu’il ne contient pas l’unité ; c’est ce qu’on appelle un idéal, notion qui
sera abordée l’an prochain.
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Annexe A

Feuilles de TD

Une des qualités les plus importantes que vous allez devoir acquérir en CUPGE,
tout particulièrement à travers les travaux dirigés et les colles, est d’apprendre à ne
jamais bloquer sur un problème : lorsqu’une question vous semble inaccessible,
faites ce que vous pouvez en lien avec elle même si vous n’en voyez pas encore la
pertinence.
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A.1 Raisonnement et vocabulaire ensembliste

Propositions
1. Les propositions (p ⇒ q )⇒ r et p ⇒ (q ⇒ r ) sont-elles équivalentes?

2. Trouver une proposition simple équivalente à (p ∧ q )∨ (¬p ∧¬q ).
3. Calculer la négation de la proposition p ⇒ (q ∧ r ).

4. Simplifier la proposition (p ⇒ q )∨ (¬r ⇒ p).

5. Combien peut on écrire de propositions deux-à-deux non équivalentes en deux variables?
Même questions pour des propositions en k variables avec k ∈� arbitraire.

6 (formes normales). On appelle forme normale disjonctive toute proposition consistant en la
disjonction d’une ou plusieurs conjonctions en les variables et leurs négations ; c’est par exemple
le cas de (p ∧ q ∧ r )∨ (p ∧¬q )∨ r . Montrer que toute proposition admet une forme normale
disjonctive qui lui est équivalente. Est-elle unique?

Mêmes questions pour les formes normales conjonctives, c’est-à-dire les conjonctions de dis-
jonctions en les variables et leurs négations.

7 (connecteurs universels). Montrer que le connecteur logique non-et noté ∧ et défini par l’équi-
valence p∧q ⇔ ¬(p ∧ q ) est universel, c’est-à-dire que toute proposition en deux variables
équivaut à une expression ne faisant intervenir que les variables, le connecteur∧ et des parenthèses.
Généraliser ce résultat à un nombre arbitraire de variables. Donner un majorant du nombre de
connecteurs ∧ nécessaire pour écrire ainsi une proposition en k variables.

Montrer que la disjonction exclusive notée ⊕ et définie par p ⊕ q ⇔ (p ∧ q )∨ (¬p ∧¬q )
n’est pas un connecteur universel.

Prédicats
8. Que désigne l’ensemble

�
x
y : x ∈�, y ∈�, y �= 0∧ (x − y)2 = 0

�
?

9 (nombres décimaux). On considère� =
�
x ∈� : ∃k ∈�, (10k x ) ∈ ��.

Montrer que tout entier est dans�, puis que tout élément de� est rationnel.

10. Écrire formellement l’ensemble des multiples de trois.
De même pour l’ensemble des nombres complexes dont une puissance non nulle vaut un.

11. Déterminer lesquelles de ces propositions sont vraies :
— ∃w ∈ �,∀x ∈�, ∃y ∈�,∀z ∈�, w + x + y + z = 0
— ∀w ∈ �, ∃x ∈�,∀y ∈�, ∃z ∈�, w + x + y + z = 0
— ∃w ∈�,∀x ∈�, ∃y ∈�,∀z ∈ �, w + x + y + z = 0
— ∀w ∈�, ∃x ∈�,∀y ∈�, ∃z ∈ �, w + x + y + z = 0

12. Pour chacune des huit propositions ci-dessous, déterminer lesquelles des sept autres elle implique.

∀x ∈�, p(x )∧ q (x ) (∀x ∈�, p(x ))∧ (∀x ∈�, q (x ))
∀x ∈�, p(x )∨ q (x ) (∀x ∈�, p(x ))∨ (∀x ∈�, q (x ))
∃x ∈�, p(x )∧ q (x ) (∃x ∈�, p(x ))∧ (∃x ∈�, q (x ))
∃x ∈�, p(x )∨ q (x ) (∃x ∈�, p(x ))∨ (∃x ∈�, q (x ))
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13. Calculer la négation des propositions :
— ∃x ∈ �, ∃y ∈ �, ∃z ∈ �, (x y z �= 0)∧ (xn + yn + z n = 0)
— ∀x ∈�, (x > 0)⇒ (∃y ∈�, y > 0∧ x y > 1)

14. Écrire la négation de la proposition ∀x ∈�, ∃!e ∈ �, e � x ∧ x < e + 1.

Preuves
15. Soient x et y deux réels vérifiant x ∈� et y /∈�. Montrer (x + y) /∈�.

En déduire qu’il existe une infinité de réels irrationnels.

16. Montrer que la quantité x2 − x + 1 est positive quel que soit x ∈�.
17. Prouver que

�
3 n’est pas rationnel.

18. Montrer que pour tout n ∈� on a n < 2n .

19. Montrer que pour tout n ∈� la quantité 23n − 1 est divisible par 7.

20 (suites arithmético-géométriques). Soient a �= 1 et b deux complexes et n un entier. Montrer
que si des nombres x0, x1, . . . , xn vérifient la relation xk+1 = axk +b pour tout k ∈ {0, . . . , n−1}
alors on a

xn =
�
x0 −

b

1− a

�
an +

b

1− a
.

21. Soit f : ��→�� une fonction vérifiant f (n + 1) > f ( f (n)) pour tout n.
Montrer par récurrence sur n l’implication f (m) � n⇒ m � n. En déduire f = id.

Ensembles
22. Soient A, B et C trois ensembles. Montrer les équivalences :

— (A∪B ) ⊂ C ⇐⇒ (A⊂ C )∧ (B ⊂ C )
— A⊂ (B ∩C )⇐⇒ (A⊂ B )∧ (A⊂ C )

23. Soient A et B deux parties d’un ensemble C . Montrer A⊂ B ⇐⇒ (C \B ) ⊂ (C \ A).
Trouver un contre-exemple lorsque A∪B �⊂ C .

24. On définit la différence symétrique de deux ensembles A et B par AΔB = (A\B )∪ (B \ A).
Montrer les propositions :

— AΔB = ∅⇐⇒ A= B
— AΔB = (A∪B ) \ (A∩B )
— A∩ (BΔC ) = (A∩B )Δ(A∩C )

25. Soient k un entier et A et B deux ensembles. À quelle condition a-t-on (A\B )k = Ak \Bk ?

26 (inégalités triangulaires). Montrer |A∪B | � |A|+ |B | et |A|− |B | � |A\B |.
27. Montrer qu’un ensemble E est fini si et seulement si E ∪P(E ) l’est.

28. Montrer que si A et B sont disjoints alors les ensemblesP(A∪ B ) etP(A)×P(B ) ont le
même cardinal. Construire une correspondance naturelle entre ces deux ensembles.
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Applications
29. Pour quels intervalles A et B de� la fonction sin |BA est-elle bijective?

30. On pose log� : x ∈ ��+ �→ min{k ∈ � : log◦(k )(x ) � 1} où la notation f ◦(k ) dénote la
composée de k copies de f . Donner l’image et une préimage de 3 par log�. Cette fonction est-elle
injective? Surjective?

31. Soient E et F deux ensembles de cardinal n et soit f : E → F une fonction vérifiant
| im( f )| = n − 1. Montrer que seules deux restrictions de f à des parties de E de cardinal n − 1
admettent un prolongement bijectif de E dans F .

32. Étant données deux fonctions f : A→ B et g : C → D on définit

f × g :
�
A×C −→ B ×D
(a, c ) �−→ ( f (a), g (c ))

Montrer que cela définit une application de BA×DC dans (B ×D )(A×C ) injective dès lors que A
et C sont non vides. Dans quels cas est-elle bijective?

33. À quelle condition sur f : E → F l’application f : P(E )→P(F ) est-elle injective? Surjec-
tive? Bijective? Mêmes questions pour l’application f −1 : P(F )→P(E ).

34. Soit f : E → F une application. Montrer que pour toute partie A ⊂ E on a l’inclusion
A⊂ f −1( f (A)). Montrer qu’on a l’égalité pour tout A si et seulement si f est injective.

Montrer l’inclusion f ( f −1(B )) ⊂ B pour toute partie B ⊂ F . Décrire le cas d’égalité.

35 (formule du crible). Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E .
Écrire une expression donnant �A∪B∪C en fonction de �A, �B et �C .
Généraliser cette identité à l’union de k parties A1, . . . , Ak .

36. Montrer qu’un ensemble E est infini si et seulement si, pour toute fonction f : E → E , il
existe une partieH de E vérifiant f (H ) ⊂ H autre que l’ensemble vide et E lui-même.

Relations
37. Ondéfinit une relation� sur les points de l’espace�n par P�Q ⇔ (P−Q ) ∈ �n .Montrer
qu’il s’agit d’une relation d’équivalence. Dans le cas n = 1, prouver que l’intervalle [0, 1[ est un
domaine fondamental, c’est-à-dire qu’il contient un élément de chaque classe et un seul. Généraliser
ce résultat pour n quelconque.

38. Sur� on considère la relation définie par x� y ⇔∃q ∈��, y = x q . Montrer que c’est une
relation d’équivalence. En décrire les classes.

39. Soit E un ensemble fini fixé. On considère l’application qui à toute relation d’équivalence sur
E associe l’ensemble de ses classes dansP(P(E )). Montrer qu’elle est injective mais pas surjective.

40. On considère la relation� définie sur��+ par x� y ⇔ 1
x � 1

y . Montrer qu’il s’agit d’une
relation d’ordre. Montrer qu’elle est compatible avec la multiplication dans le sens où x� y ⇒
∀z ∈��+, x z� y z . Est-elle aussi compatible avec l’addition?

41. Montrer que la relation� définie sur�2 par (a, b )�(c , d )⇔ (a+ b < c + d )∨ (a+ b =
c + d ∧ a � c ) est un ordre. Quels sont les cinq plus petits éléments de �2 pour cet ordre? En
utilisant le fait que l’ordre usuel sur� est un bon ordre, c’est-à-dire que toute partie non vide de�
admet un plus petit élément, montrer que c’est aussi le cas de� . Construire alors une bijection de
�2 dans�. En déduire une bijection entre� et�.
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42. Montrer qu’il existe une bijection préservant l’ordre entre deux ensembles finis totalement
ordonnés si et seulement s’ils ont le même cardinal. Exhiber cette bijection dans le cas de
({1, . . . , 3},�)2 et ({1, . . . , 9},�).
43. Montrer qu’il existe une unique relation d’ordre totale� sur {∅, {∅}, {{∅}}, . . .} vérifiant
a ∈ b ⇒ a� b . Exhiber une bijection de cet ensemble vers � préservant leurs ordres respectifs.
Montrer qu’aucune bijection entre� et�2 ne préserve leurs ordres naturels.
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A.2 Calcul matriciel et systèmes linéaires

Systèmes linéaires

44. Résoudre le système
�
x2 = y

y3 = x
.

45. Résoudre le système
�
x2 + y2 = 1
x y = 1

.

46. Déterminer en fonction deλ ∈� les triplets (x , y, z ) ∈�3 solutions de



λx + y + z = 1
x + λy + z = 1
x + y + λz = 1

.

47. Trouver les triplets (x , y, z ) ∈�3+ vérifiant



x y = z

y z = x

z x = y

.

48. Soient les systèmes :

E :
�
ax + b y = 1
c x + d y = 1

E � :
�
ax + c y = 1
b x + d y = 1

Montrer que E admet un unique couple (x , y) solution si et seulement si c’est aussi le cas de E �.
Généraliser ce résultat à des systèmes en n équations à n variables pour n arbitraire.

Espaces de matrices
49. Déterminer une formule explicite pour les puissances ne des matrices ci-dessous.

�
1 1
1 1

� �
2 1
0 2

� �
1 1
−1 1

�

50. Identifier toutes les matrices B pour lesquelles AB = BA où

A=
�
1 2
3 4

�
.

51. Déterminer toutes les matrices carréesM ∈�2(�) vérifiantM 2 = ( tM )2.

52. Exhiber trois matrices A,B ,C de�n(�) telles que A et B commutent, B et C commutent
mais A et C ne commutent pas.

53. On fixe une matrice M ∈ �n(�). Montrer que le système MX = 0 admet des vecteurs
solutions X ∈�n si et seulement si c’est encore le cas du système ( tM )X = 0.

54. Pour toute matrice carréeM on pose tr(M ) =�mi i . Montrer l’identité tr(AB ) = tr(BA)
et exhiber des matrices satisfaisant tr(AB ) �= tr(A) tr(B ).
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Opérations élémentaires
55. Résoudre le système linéaire :



x + 2y + 3z = 1
2x + 3y + 4z = 1
3x + 4y + 5z = 1

56. Résoudre le système linéaire :



x + 2y − z = 1
w + 2x − y = 1
2w − x + z = 1
−w + y + 2z = 1

57. Pour quels nombres λ ∈� le système ci-dessous admet-il une unique solution?


(1+ λ)x + y + z = 1
x + (1+ λ)y + z = 1
x + x + (1+ λ)z = 1

Anneau des matrices carrées
58. Caractériser les matrices nilpotentes parmi � inf

n (�).

59. Calculer l’inverse de la matrice


1 2 3
4 5 6
7 8 0


 .

60. Résoudre en A∈�2(�) l’équation matricielle A−1 = A.

61. Expliciter toutes les matrices de�2(�) diviseurs de zéro.

62. Montrer que siN est nilpotente alors λ id+N admet pour inverse 1
λ

�n
k=0

�−1
λ N

�k . Peut-on
généraliser cela à la somme d’une matrice diagonale et d’une matrice nilpotente qui commutent?

63. Démontrer que l’ensemble des matricesM ∈�n(�) vérifiant tMM = id est stable par la
multiplication. Expliciter ses éléments dans le cas n = 2.
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A.3 Arithmétique dans l’ensemble des entiers relatifs

Divisibilité
64. Montrer que pour tout n ∈ � l’entier n2 − n est pair. Montrer de même 3 | n3 − n.

65. Déterminer les entiers n ∈ � vérifiant n − 2 | n + 2. De même pour n + 2 | n2 + 2.
66. Montrer que pour tout n ∈ � la quantité n4 + 3n2 + 4 est composée.

67. Soit P (X ) ∈ �[X ] un polynôme à coefficients entiers.Montrer que P (n+kP (n)) est divisible
par P (n) quels que soient les entiers k et n. En déduire que tout polynôme non constant prend une
infinité de valeurs composées.

68. Soit k un entier positif. Montrer que le produit n(n + 1)(n + 2) · · · (n + k − 1) est divisible
par (k !) quelque soit n ∈ �.
69. On note d (n) le nombre de diviseurs positifs d’un entier n. Montrer que la suite de terme
général d (n)

n converge.

Diviseurs communs
70. Discuter selon l’entier n des valeurs possibles de pgcd(n, n + 6).

71. Déterminer tous les couples (k , ℓ) ∈ �2 qui vérifient 2k + 6ℓ = 4.
72. Montrer l’identité pgcd(a, ppcm(a, b )) = ppcm(a, pgcd(a, b )).

73. Montrer l’inégalité pgcd(a, b )pgcd(c , d ) � pgcd(ac , bd ).
Établir que c’est une égalité lorsque a = c et b = d .

74. Caractériser tous les couples (a, b ) ∈�2 vérifiant pgcd(a, b ) + ppcm(a, b ) = a + b .
75 (suite de Fibonacci). Soit la suite vérifiantφn+1 =φn +φn−1 avecφ0 = 0 etφ1 = 1. Mon-
trer que pgcd(φn ,φn+1) = 1. On va maintenant généraliser ce résultat. Prouver par récurrence
sur m l’égalité φn+m = φmφn+1 +φm−1φn . En déduire pgcd(φn ,φkn+r ) = pgcd(φn ,φr ).
Conclure enfin que pgcd(φn ,φm) =φpgcd(n,m).

76 (nombres de Mersenne). Soit n et k > 1 deux entiers tels que nk − 1 soit premier. Montrer
que n = 2 et que k est premier. Montrer alors pgcd(Mk ,Mℓ ) =Mpgcd(k ,ℓ ) oùMk = 2k − 1.

Primalité relative
77. Soient deux entiers premiers entre eux. Montrer que leur somme et leur produit le sont aussi.

78. Montrer que si a et c sont premiers entre eux alors on a pgcd(ab , c ) = pgcd(b , c ).
Plus généralement, quand a-t-on pgcd(ab , c ) = pgcd(a, c )pgcd(b , c )?

79. On dit que n entiers x1, . . . , xn sont premiers dans leur ensemble lorsque leur seul diviseur
positif commun à tous est l’unité. Montrer que cela équivaut à l’existence d’une relation de Bézout
généralisée 1 = u1x1 + · · ·+ un xn avec u ∈ �n .

On dit que n entiers x1, . . . , xn sont premiers deux-à-deux lorsque pour tout k �= ℓ on
a pgcd(xk , xℓ ) = 1.Montrer que cela implique qu’ils sont premiers dans leur ensemble. Remarquer
que l’implication réciproque est fausse.
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80 (nombres de Fermat). Montrer que si 2n + 1 est premier alors n = 2k . On pose mainte-
nant Fk = 22k + 1 pour k ∈ �. Montrer l’identité Fk = (Fℓ − 1)2k−ℓ + 1. En déduire l’égalité
pgcd(Fk , Fℓ ) = 1 dès lors que k �= ℓ .
81. Soit x ∈� vérifiant x k = x ℓ = 1 avec k et ℓ premiers entre eux. Montrer que x = 1.

Nombres premiers
82. Combien l’entier 1728 admet-il de diviseurs? Quelle est leur somme?

83. Montrer que p est premier si et seulement si p | C k
p pour tout k ∈ {1, . . . , p − 1}.

84 (formule de Legendre). Soit p un nombre premier et n un entier naturel. Montrer l’identité
vp (n!) =

�
k∈��

�
n
pk

�
. En déduire par combien de zéros l’écriture décimale de (10n)! se termine.

85. Montrer que pour tout k donné il existe n ∈� tel que l’ensemble {n + 1, n + 2, . . . , n + k}
ne contienne aucun nombre premier.

86 (nombres parfaits). On note σ la fonction associant à chaque entier la somme de ses diviseurs
positifs ; on a par exempleσ (4) = 1+2+4 = 7.Montrer que si n etm sont premiers entre eux alors
σ (mn) = σ (m)σ (n). En déduire que les entiers pairs n vérifiant σ (n) = 2n sont exactement
ceux de la forme 2k−1(2k − 1) où 2k − 1 est premier.

87 (critère d’Eisenstein). Un polynôme à coefficients entiers P (X ) =�n
k=0 ak x

k est dit d’Ei-
senstein s’il existe un nombre premier p tel que p | ak pour tout k ∈ {0, . . . , n − 1} et p2 � a0 et
p � an . Montrer que tout diviseur d’un polynôme d’Eisenstein est d’Eisenstein. En déduire que
tout polynôme d’Eisenstein est irréductible sur �[X ].

Congruences
88. Soient k et ℓ deux entiers pour lesquels k2 + ℓ2 est un multiple de 7. Montrer que k et ℓ sont
tous deux multiples de 7.

89 (théorème deWilson). Montrer que p est premier si et seulement si (p−1)!= (p−1)mod p .

90 (nombres de Carmichael). Vérifier que l’entier n = 561 présente la propriété que voici : pour
tout facteur premier p | n, on a p2 � n et p − 1 | n − 1. Montrer que pour tout tel n l’équation
xn = x est vérifiée quel que soit x ∈ �/n�.
91. Montrer pour tout n ∈ � la formule n = �d |n ϕ(d ). Si p est premier, en déduire que
(�/p�)× contient au plus ϕ(d ) éléments d’ordre d . Conclure que (�/p�)× est cyclique.

92. Soit p > 2 un nombre premier. Montrer pour tout k ∈�� l’existence d’un entier u premier
à p tel que (1+ p)pk = 1+ u pk+1. En déduire que 1+ p est d’ordre pk−1 dans (�/pk�)×. Avec
l’exercice précédent, conclure que (�/pk�)× est cyclique.
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A.4 Structures algébriques usuelles

Lois
93. Que dire de la loi sur�� définie par f ⊕ g = ( f ◦ g )− ( g ◦ f )?

94. Montrer qu’on définit une loi sur�∪ {∞} en posant x ⊕ y = tan(arctan(x ) + arctan(y)).
Quelles sont ses propriétés?

95. Soit ⊕ une loi sur un ensemble E . On définit une loi par x�⊕y = (x ⊕ y)⊕ (y ⊕ x ). Montrer
que si ⊕ est commutative alors c’est aussi le cas de �⊕. La réciproque est-elle vraie?
96. On considère la loi ⊕ sur� définie par la récurrence k ⊕ n = (k − 1)⊕ (k ⊕ (n − 1)) avec
0⊕ n = 1+ n et k ⊕ 0 = k + 1. Calculer 3⊕ 3. Admet-elle un élément neutre?

97 (loi induite). Soit ⊕ une loi sur E . On dit qu’une partie H de E est stable par ⊕ lorsque
im(⊕|H 2 ) ⊂ H . On appelle alors loi induite sur H la restriction ⊕|HH 2 . Montrer que si ⊕ est
associative alors toute loi qu’elle induit l’est aussi. Demême pour la commutativité et enfin l’existence
d’un élément neutre lorsque celui-ci est dansH . Que dire des réciproques de ces trois implications?

98 (produit cartésien). Soient ⊕1, . . . ,⊕k des lois sur des ensembles E1, . . . , Ek . Sur le produit
E1×· · ·×Ek on définit une loi par (x1, . . . , xk )�⊕(y1, . . . , yk ) = (x1⊕1 y1, . . . , xk ⊕k yk ). Montrer
que cette nouvelle loi est associative si et seulement si chacune des lois ⊕i l’est. Faire de même pour
la commutativité puis l’existence d’un élément neutre.

Que vaut �⊕ lorsque chaque ⊕i est l’addition usuelle sur�?

Groupes
99. Soit E un ensemble quelconque. Montrer que (P(E ),Δ) est un groupe commutatif.

100. Soient k et ℓ deux entiers non nuls. Montrer queµk = {x ∈� : x k = 1} forme un groupe
pour la multiplication usuelle. Écrire explicitement ses éléments en utilisant la décomposition
polaire. Montrer alors queµk ⊂ µℓ si et seulement si k | ℓ .
101. Soient x et y deux éléments d’un groupeG . On suppose que x y est d’ordre k . Montrer que
y x est aussi d’ordre k .

102. Soient x et y deux éléments d’un groupe commutatifG . Montrer que si leurs ordres sont
premiers entre eux alors l’ordre du produit x y est le produit des ordres de x et de y .

103. Pour tous entiers k et n, montrer que le groupeµn contient exactementϕ(k ) éléments d’ordre
k si k divise n et aucun sinon.

104 (centre d’un groupe). SoitG un groupe noté multiplicativement. On appelle centre la partie
{ g ∈ G : ∀h ∈ G , g h = h g }. Montrer que c’est un sous-groupe commutatif. Le calculer pour le
groupeG = Dn des isométries laissant stable un polygone régulier de degré n.

105 (exposant d’un groupe). SoitG un groupe fini noté multiplicativement. On appelle exposant
deG le plus petit entier k ∈�� vérifiant ∀ g ∈ G , g k = 1. Montrer que c’est aussi le ppcm des
ordres des éléments deG . En déduire que l’exposant divise l’ordre du groupe. Dans le cas oùG est
abélien, montrer qu’il existe un élément deG dont l’ordre est l’exposant deG .

106 (groupe de Prüfer). Soit p un nombre premier. Montrer que
�
z ∈� : ∃k ∈�, z pk = 1

�
est un sous-groupe de�×. En décrire les sous-groupes.
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Morphismes de groupes
107 (décomposition polaire). Montrer que l’application (ρ,θ) ∈�× ×� �→ ρ exp(iθ) ∈�×
est un morphisme dont on déterminera le noyau et l’image.

108. Déterminer tous les morphismes de �→ �, de �→�, de�→ � et de�→�.
109. Soitϕ : G → H unmorphisme de groupes. Montrer qu’on définit une relation d’équivalence
surG par x� y ⇔ ϕ(x ) = ϕ(y). En déduire l’égalité |G | = |ker(ϕ)| · | im(ϕ)|.
110. SoitG un groupe fini commutatif noté multiplicativement et soit k un entier. Montrer que
l’application g ∈ G �→ g k ∈ G est un isomorphisme si et seulement si k est premier avec |G |.
111. Soit p un nombre premier et k un entier. Calculer�x∈�/p� x k .

112. Montrer que x ∈ (�/p�)× est un carré si et seulement si x
p−1
2 = 1.

113. Encadrer l’ordre du groupe d’automorphismesAut(G ) en fonction de celui du groupeG .

Anneaux et corps
114. Soit E un ensemble non vide. Montrer que (P(E ),Δ,∩) est un anneau commutatif.

115. Montrer que l’ensemble �[
�
2] = {a + b�2 : (a, b ) ∈ �2} est un anneau pour l’addition

et la multiplication usuelle. Montrer que l’applicationN : (a + b
�
2) ∈ �[�2] �→ (a2 − 2b 2) ∈

� satisfait N (x y) = N (x )N (y). En déduire qui x ∈ �[�2] est inversible si et seulement si
N (x ) = ±1. Déterminer alors le groupe multiplicatif de �[

�
2].

116 (inversion de Möbius). Onmuni l’ensemble des fonctions de�� dans� de l’addition point
par point et du produit défini par f � g : n ∈�� �→�

d |n f (d ) g (
n
d ). Montrer que cela en fait

un anneau commutatif. En caractériser les éléments inversibles.
Considéronsmaintenant la fonctionµ(n) qui vaut (−1)r lorsque n est le produit de r nombres

premiers distincts et s’annule lorsque n admet un facteur carré. Calculerµ � (n �→ 1). En déduire
l’équivalence

f (n) =
�
d |n

g (d ) ⇐⇒ g (n) =
�
d |n
µ
� n
d

�
f (d ).

117. Dans un anneau fixé soit w un élément nilpotent, c’est-à-dire vérifiant wn = 0 pour un
certain n ∈�. Montrer que l’élément 1−w admet pour inverse 1+w +w 2+ · · ·+wn−1. Montrer
plus généralement que si x est inversible alors x + w est inversible.

118 (anneaux connexes). Montrer qu’un anneau dont tous les éléments sont idempotents (c’est-à-
dire ∀a ∈ A, a2 = a) est commutatif. Montrer qu’un anneau commutatif possède au moins deux
idempotents.

119. SitA l’anneaudes suites à valeurs entières stationnaires à partir d’un certain rang.Déterminer
tous les morphismes de A dans �.

120. Soient α etβ deux entiers non nuls. Montrer que les corps �(�α) et �(�β) sont iso-
morphes si et seulement si

�
αβ est un nombre entier.
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