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Calcul matriciel : Fiche TD n°2

Calcul direct

2 11
Exercice 1. On considére la matrice A= (1 2 1] € M3(R)
1 1 2
1. Montrer que A% = 5A — 4Ids.
2. Calculer Uinverse A1,
0 1 -1
Exercice 2. Prenons une matricc A= | -3 4 -3 | € M3(R).
-1 1 0

1. Etablir ’égalité A2 —3A+21d = 0.

2. Justifier que A est inversible puis donner son inverse.
Systeme linéaires

Exercice 3. 1. Calculer le rang de la matrice

W N =

1
1
4

DN W =
W N =
m
w
S
—
=
NG/

r+y+z+t=4
2. Résoudre le systéme linéaire { 2x+y+32+2t =38
3z +4y+ 2243t =12

Exercice 4. Pour tout réel t € R, on considére la matrice B(t) = (gﬁg; iigg) € Ms(R).

1. Calculer B(0).

2. Pour tout réels s,t € R, calculer B(s)B(t).
Indication : Ecrire les fonctions trigonométriques sous forme exponentielles.

3. Déterminer linverse de B(t).

Exercice 5. Soit un réel m € R.

1 1 m-1
1. Calculer le rang de la matrice | 1+m -1 2 € M3(R) en fonction de m.
2 -m 3

2. En fonction du paramétre m, résoudre

z4+y—(1—m)z=m+2
(I4+m)z—y+22=0
20 —my +3z=m+ 2

Une découverte guidée de la diagonalisation

1 0 O
Exercice 6. Soit A= (6 -5 6] e M3(R).
3 -3 4

1. Calculer A2.



1 0 0
2. On admet que pour entier naturel n, on a la matrice A™ = | 2a, 1-—2a, 2a,,

an —ay, 1+a,
Calculer la matrice A", puis en déduire que ¥n € N, a, 41 = 3 — 2a,,.

3. Posons Vn € N, b, = a,, — 1.
(a) Montrez que (b,)nen est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
(b) Calculer by, puis a,, en fonction de n € N.

4. En fonction de lentier n € N, en déduire la matrice A™.

Exercice 7. On s’intéresse a trois suites réelles (an)nen, (bn)nen, (Cn)nen tel que :

ap, bo,Co S R3

Apt1 = ap — 2b, +c
\ N n+ n n n
neN bn+1 :*an“i’bn“i’cn

Cnt+1 = —ap — 2b, + 4cy,
1 -2 1 Qn
1. Posons A=|—-1 1 1] e M3(R), pour toutn e N, X,, = | b,
-1 -2 4 Cn

Montrons que
VYneN, X,=A"X,.

1 0 1
2. Soit P=|1 1 0], prouwver que P est une matrice inversible puis le déterminer.
1 1 1
100
3. Soit D=0 2 0|, établir I’égalité A = PDP~!.
0 0 3

4. En déduire que ¥Yn € N, A» = PD"P~1,
5. Calculer pour tout entier n € N; A™.

6. En déduire les expressions respectives des termes a,, by, ¢, en fonction des premiers termes respectifs
ag, by, co pour tout entier n € N.

Exemples d’applications

Exercice 8. Soient (a,), (by) et (c,) trois suites réelles telles que ag = 1, by = 2, cg = 7, et vérifiant
les relations de récurrence :

ap41 = 3a, + bn
bn+1 = 3bn +cn
Cn+1 = 3cnp,

On souhaite exprimer ay, by, et ¢, uniquement en fonction de n.

an
1. On considére le vecteur colonne X,, = | b, |. Trouwver une matrice A telle que X, 11 = AX,,. En
Cn
déduire que X,, = A" Xy.

0 1 0
2. Soit N=10 0 1]|. Calculer N2, N3, puis NP pour p > 3.

0 0 0
3. Montrer que :

-1
A" =3 4 3=t 4 32 e

2



4. En déduire a,, b, et c, en fonction de n.

Exercice 9. Dans un étang se trouvent deux populations de poissons : des gardons et des brochets. Le
brochet est un prédateur naturel du gardon. Sa population d’une année sur l’autre varie donc en fonction

— du nombre de brochets déja présents dans l'étang (reproduction)
— du nombre de gardons déja présents dans l’étang (proies).

De la méme facon, la population du gardon évolue en fonction
— du nombre de gardons déja présents dans l’étang (reproduction)
— du nombre de brochets déja présents dans ’étang (prédateurs).

Au premier janvier 2021, on reléve 1000 gardons et 100 brochets dans l’étang. Pour n € N, on note
Gn, respectivement by, le nombre de gardons, resp. de brochets, au 1er janvier de l’année 2021 + n.

1. Partie 1.

Aprés une étude, des biologistes ont déterminé que les suites (gn) et (by) vérifient les relations de
récurrence croisées suivantes :

gn+1 = L,1g, — 0,2b,
bn+1 = Oa4gn + 075bn

Pour tout n € N, on note U, le vecteur U, = (g") et on note A la matrice A = ((1)»}1 —0052>.

1.1. Soit n € N. Quelle relation lie Uy, U,41 et A ? En déduire une relation entre U,, A et Uy.

1.2. Soit P la matrice P = (} ;

1.8. On pose D = P~YAP. Calculer D.
1.4. Calculer D™ pour tout n > 1.
1.5. Démontrer que, pour tout n > 1, A" = PD"P~!,
1.6. En déduire l’expression de g, et de b, pour tout n € N. Quelle est la limite des deuz suites
(gn) et (bn) ? Quelle interprétation en faites-vous ?
2. Partie 2.

Pour enrayer l’extinction des espéces, on décide de relacher chaque année 30 gardons dans [’étang.
Dans cette deuziéme modélisation, les deux suites (g) et (by,) vérifient donc maintenant les relations

gnt1 = L,1lgn — 025,430
bn+1 = 074gn + 0;5bn

). Justifier que P est inversible et calculer P~1.

de sorte que, en gardant les mémes notations, on a U,41 = AU, + B avec B = (300).

2.1. Démontrer que la matrice (A — I3) est inversible et calculer son inverse.
2.2. On pose C = (A — I,)"'B. Calculer explicitement C.
2.8. Pour n € N, on pose V,, = U, + C. Vérifier que V11 = AV,,.

2.4. Exprimer V,, en fonction de A™ et Vh. On note (z,) et (yn,) les deux suites telles que V,, =

Y1) | Déterminer les limites des deuz suites (zn) et (yn)-
n

2.5. Quelles sont les limites des suites (gn,) et (by) dans ce cas ? Interpréter. ..

Cet exercice est inspiré de travauzx réels réalisés d la fin du XIX® siécle par deuz spécialistes de la
dynamique des populations : l’italien Vito Volterra et l’américain James Lotka.

Exercice 10.

1 01 1 1 -1 -1
A:§ 1 01 et P=1[(1 1 0
1 10 1 0 1



1. Démontrer que P est inversible, et déterminer son inverse.
2. On pose D = P"YAP. Calculer D.
3. Calculer D™ pour tout n > 1.
4. Démontrer que, pour tout n > 1, A* = PD"P~1. On en déduit que pour tout entier n,
1 . 2 NN 1 1 N\" 1 1 n\"
3 3 2 3 3 2 3 3 2
1 1 NN" 1 2 \" 1 1 "
A= -—-Z2.| == R (e . ==
3 3 2 3 3 2 3 3 2
11 nN" 1 1 1\" 1 N 2 "
3 3 2 3 3 2 3 3 2
(on ne demande pas de faire le calcul, mais vous pouvez vérifier vos résultats en calculant quelques
coefficients).
5. On considére les trois suites réelles (uy), (vn) et (wy) définies par récurrence, pour ug, vo et wo des
réels, par
Up + Wy
Un+1l = —5
Uy, + Wy
Untl = o
Uy, + Up
Wnt1 =
Unp
Pourn € N, on considére le vecteur U, = | v, |. Quelle relation matricielle relie Uy 41, U, et A ¢
Wy,

En déduire lexpression de U, en fonction de A™ et de U.

6. Démontrer que les trois suites (un), (vn) et (w,) convergent, et en déduire leur limite.

Propriétés algébriques

Exercice 11. Soit A, B deux matrices nilpotentes qui commutent. Montrer que AB et A+ B sont des
matrices nilpotentes.

Exercice 12. Pour tout entier natureln € N, on note D [’ensemble des matrices carrés A = (a; j)1<i j<n €
M, (R) tel que V1 < i,5 <n,a;; >0 et on a

n
Vi<i<n Y a;=1.
j=1
D est I’ensemble des matrices stochastiques.
1. Montrer que le produit de deuxr matrices stochastiques est stochastique.

2. Déterminer I’ensemble des matrices A € D inversible tel que l'inverse soit dans D.



