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Résumé

Ce mémoire a été réalisé au sein de ’équipe Arithmétique et Théo-
rie de 'Information (ATI) a U'Institut de Mathématiques de Marseille
(I2M) au cours de mon Master 2-Recherche qui avait pour thématique
le « Programme de Langlands ». Encadré par Dr. D.Kohel, Professeur
des Universités, I'axe principal du stage était la généralisation du théo-
reme de Kronecker-Weber.

Nous avons donc découpé en trois chapitres ce mémoire. Au cours du
premier, nous établissons le théoréme de Kronecker-Weber. Le deuxiéme
s’'intéresse a la généralisation dans le cas des corps quadratiques ima-
ginaires. Ensuite, si les deux premiéeres parties étaient majoritairement
algébriques, le troisieme chapitre est a l'intersection entre I'algebre et
la géométrie. Nous généraliserons nos connaissances acquises lors du
deuxieme chapitre grace a la notion de courbe elliptique.

Enfin, dans le dernier, nous expliciterons les analogies possibles pour
les extensions abéliennes du corps des rationnels et celles d’un corps
quadratique imaginaire.
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0 Introduction et Avant-Propos

Avant-propos

Ce document est un mémoire résultant du stage de recherche de deux
mois effectué a U'Institut Mathématiques de Marseille (I2M) encadré par le
Dr. D.Kohel, Professeur des Universités, au sein de ’équipe Arithmétique
et Théorie de I'Information (ATI), une composante du groupe scientifique
Arithmétique, Géométrie, Logique et Représentations (AGLR). Nous avions
pour axe de recherche le douziéme probleme de Hilbert.

Ce dernier consiste en la généralisation du théoréme de Kronecker-Weber
a tout corps de nombres. Bien entendu, la question étant encore ouverte,
nous nous sommes restreint au cas des corps quadratiques. Cela nous a per-
mis d’entrevoir un large spectre de I'algébre et de la géométrie. Nous avons
essayé de concentrer dans ce texte toutes les notions et objets rencontrés lors
du stage. En résulte un aspect légerement abscon car chaque notion mérite-
rait de s’y intéresser exclusivement. Nous avons donc choisi de découper cet
écrit en quatres chapitres.

La démonstration du théoreme de Kronecker-Weber nous occupera lors du
chapitre I. Il est divisé en trois sections. La premiere s’intéresse aux ex-
tensions cyclotomiques ou nous évoquerons la ramification et les anneaux
d’entiers de telles extensions. La deuxiéme est un rappel succint de la théo-
rie du corps de classes (locale et globale). Nous concluons par une troisieme
consacrée a la démonstration du théoréme de Kronecker-Weber ol nous pro-
posons deux approches pour arriver a nos fins.

Le chapitre II s’intéresse donc a la généralisation de ce théoréme et se dé-
compose en deux sous-chapitres, le premier portant sur la notion d’ordre et
d’anneau du corps de classe, le second sur les notion de fonctions elliptiques
et la fonction j. La quatrieme section s’intéresse a la notion d’ordre dans un
corps quadratique K imaginaire (sur Q). Nous la relierons aux notions de
formes quadratiques et d’idéaux (premiers). La cinquiéme section introduit
Panneau du corps de classes qui (comme son nom l'indique) est fortement
lié aux extensions abéliennes. Ce sera aussi ’occasion d’en caractériser cer-
taines. La sixiéme section permet d’entrevoir les apports de la géométrie a
notre raisonnement. Nous commencerons par étudier les notions de réseaux
et de fonctions elliptiques dans le plan complexe C pour introduire un objet
central : la fonction j. La septiéme section est une étude de la fonction j.
On établit que le j-invariant d’un réseau A de C est un nombre algébrique.
La huitieme section conclut notre étude du c6té de ’algebre. En établissant
que le j-invariant est un entier algébrique. Nous pourrons enfin généraliser
le théoréme de Kronecker-Weber au cas des corps quadratiques imaginaires.



Le chapitre III porte sur les liens avec la géométrie. La neuviéme section
crée le lien entre les courbes elliptiques et la notion de fonction elliptique,
permettant ainsi d’utiliser I’éventail d’outils que nous avons précédemment
évoqué. La dizieme section est dédiée a la découverte des corps de fonctions,
un objet assez proche de ce que nous connaissons en théorie algébrique des
nombres permettant aisément beaucoup d’analogies.

Le (court) chapitre IV conclut notre investigation. Nous mettons en lumiere
I’analogie pour la classification des extensions abéliennes entre les situations
sur Q et sur K un corps quadratique imaginaire.

Ce document comporte aussi plusieurs annexes.

La premiere établit le fait que tout groupe de Galois d’une extension de
corps de nombres est un groupe profini et sa réciproque. Cela nous est utile
dans le chapitre portant sur le théoreme Kronecker-Weber. La deuxiéme
annexe se consacre exclusivement a un résultat de géométrie algébrique, le
théoréme de Riemann-Roch. Ce dernier nous offre une ouverture pour géné-
raliser notre cadre de travail.

Rétrospective historique

Se réferer a l'article [9] de Schappacher pour plus de détails.



Premieére partie

Théoréme de Kronecker-Weber

Ce premier chapitre est découpé en trois parties distinctes. Nous dé-
butons par une étude générale des extensions cyclotomiques afin de mieux
appréhender les corps dans lesquels nous travaillons. Ensuite, nous en pro-
fitons pour évoquer la théorie du corps de classe, théorie primordiale dans
notre mémoire. Nous ferons un rappel de la théorie locale et globale. Nous
profiterons établirons aussi la théorie de Kummer. Enfin, dans la troisieme
section, nous démontrerons le théoreme de Kronecker-Weber de deux ma-
nieres.

La plupart des résultats sont issus de [3] et [13].

1 Extensions cyclotomiques

Avant de nous atteler a la démonstration du théoréeme de Kronecker-
Weber, nous présentons lors de cette partie les extensions cyclotomiques.
En effet, une fois le théoréme établi, toute extension abélienne de Q pourra
étre vu comme une sous-extension d’une extension cyclotomique et ce sont
des extensions relativement bien connues.

1.1 Introduction aux corps cyclotomiques

On commence par définir récursivement les polynémes cyclotomiques :

Théoréme 1.1. [Définition des polynomes cyclotomiques]
Il existe une suite unique de polynomes (Pp)n>0 d coefficients dans Q tel
que :

e on ait® =X — 1.
o pour tout entier n >0, X" — 1 =[]y, Pa(X).

De plus, chacun des ®,, € Z[X] est unitaire de degré o(n) et les (®p)n>0
sont premiers entre eur deur d deuz.

Démonstration. Unicité
Soient ®,, et ¥,, deux suites satisfaisant les conditions requises du théoreme.
Par récurrence, on montre :

Pour tout n € N, &,, = ¥,,. (1)

Pour n = 1, avec le premier item on a ¥; = &; = X — 1 donc c’est vérifié.
Soit n > 1 entier tel que 'égalité (1) pour tout entier m < n. Avec le



deuxiéme item, on peut affirmer pour tout d divisant n que :

[[ea=]]va=x"-1.
dn

din

Donc ®&; = ¥, par hypothése de récurrence. Comme X™ — 1 # 0 et que
Q[X] est un anneau inteégre, on peut conclure que ®,, = U,,.

Existence

Nous allons construire récursivement les ®,,. Tout d’abord, ona ®; = X —1
qui est un polynéme unitaire, & coefficients dans Z et on a ¢(1) = 1.
Supposons avoir construit (®;)1<i<n—1 tel que pour tout m < n entier, on
ait X™ — 1 = []gp, Pa(X) olt chaque ®; € Z[X] est unitaire de degré ¢(n)
tel que les ®; soient premiers entre eux deux a deux.

Soit d < n un entier tel que d|n, on voit que X —1 divise X" — 1 donc &,
divise X™ — 1. Ainsi, on a :

H ®, divise X" — 1.
d|n,d#n

Comme ce sont deux polynéme unitaire a coefficient dans Z. On définit
®,, comme étant ce quotient. Par construction, on a pour tout m < n,

X"~ 1 = [Ty Pa(X).

Il nous reste a vérifier que p(n) = deg(®,,) et pour tout i < n, ®; et ¥, sont
premiers entre eux.

Commengons par le degré, comme X" — 1 = []y, ®4(X), on a, par hy-
pothese de récurrence :

Pour tout d < n, deg®y; = ¢(d) donc on a n = deg ®,, + Z o(d).
d|n,d#n

Or n =34, ¢(d) donc on a deg(Pn) = ¢(n).

Maintenant, montrons que si § < n,d|n alors ®,, et 4 sont premiers entre
eux.

Soit L le corps de décomposition de X" —1 = []g, ®4(X) est un produit
de polyndéme scindé a racines simples dans L. donc ils n’ont aucune racine
commune ainsi ils sont premiers entre eux.

Ensuite, montrons que si d < n et d|n, alors pged(®,, X% —1) = 1.
Comme X9 —1 = [ 150 s(X) mais si d|d alors sait que J est un diviseur
strict de n. Le paragraphe précédent nous permet affirmer que ®,, et &4 sont



premiers entre eux donc pged(®,, X —1) = 1.

Pour conclure, soit ¢ < n un entier. Supposons que P = pged(Py,, ;) et
d = pged(i,n). Comme P divise ®,, (resp. ®;), on a P divise X" — 1 (resp.
X' —1). Donc P divise le pged(X™ —1,X? —1) = X% — 1. Comme i < n, d
divise n et d < n et que ¢, est premier avec X% — 1 alors P = 1 car ils sont
multiples. O

On montre maintenant l'irréductibilité des polynémes cyclotomiques (®,,)

sur Q.

Théoréme 1.2. Pour tout entier n non nul, ®,(X) € Z[X] est irréductible

sur Q[X].

Démonstration. On a déja établit que @, était a coefficients entiers avec le
théoreme 1.1.
Cette preuve va se découper en deux étapes :

e ®,, est le polyndme minimal des racines primitives.
e &, est un polynéme minimal.

Etape 1.

Soit ¢ € pp et P son polyndéme minimal dans Q. P|(X™ — 1), donc il existe
Q € Q[X] tel que X™ — 1 = PQ, avec ce qui précede on peut affirmer
Q@ € Z[X]. Soit p un nombre premier ne divisant pas n et u une racine de P.
Notre but est de montrer que P(uf) = 0.

Comme P|(X" —1)onau” —1=0donc 0= (uP)" — 1= P(uP)Q(uP).
Par I’absurde, si P(uP) # 0 alors @Q(u”) = 0 mais comme u est une racine
de P, unitaire et irréductible sur Q donc P est le polynéme minimal de wu.
Ainsi, comme Q(u”) =0 on a P|Q(XP) et Q(XP) = P(X)R(X), R € Z[X].
En réduisant modulo p, on obtient Q(X?) = Q(X)? = P(X)R(X).

Si T € Fy[X] est un facteur irréductible de P alors T|Q" donc T|Q et du
fait que T|P on a T?|PQ = (X" —1).

Ainsi, X" — 1 possede une racine double dans une cloture algébrique de .

X
Mais, 1 = —(nX""1) — (X™ — 1) grace au théoréme de Bezout, on obtient

donc une contradiction.

Etape 2.

Soit o une racine de P tel que pour tout p premier non diviseur de n, 2P est
une racine de P. Il suit par élévations successives & des puissances premieres
que Vk € N, pged(k,n) = 1 donc o est une racine de P donc toutes les
racines n-primitives sont des racines de P. Donc ®,|P or ®,(a) = 0 donc
P|®,,. Ces deux polynoémes étant unitaires, on a ®,, = P est irréductible
dans Q[X]. O



Corollaire 1.3. Soit (, une racine primitive n-iéme de 'unité.
Alors, en posant K = Q((,,), K/Q est une extension abélienne et
G =Gal(K/Q) ~ (Z/nZ)*.

Démonstration. Pour tout n € N, ¢, est le polynéme minimal de (, sur
Q[X], c’est un polyndéme scindé a racines simples et tout les conjugués de ¢,
sont des puissances de ¢,,. On peut donc affirmer que K/Q est normale. Elle
est séparable car on est en caractéristique 0. Donc K/Q est une extension
galoisienne. Grace a la théorie de Galois, on a :

p(n) = [(Z/nZ)"| = deg(®n) = [K : Q] = |G|.

En notant (0i)1<j<p(n) : ¢n — 0i(Ca) = (Ca)" les éléments de G on a un
isomorphisme G = Gal(K/Q) ~ (Z/nZ)* par l'application :
k€ (Z/nZ)* — o € G. O

Remarque 1.4. Ainsi, si K = Q((,) alors Ok est un Z-module libre de
rang n = |Gal(K/Q)|. De plus, on sait que ®,, est un polynome a coefficients
entiers irréductible sur Q.

1.2 Anneaux d’entiers d’un corps cyclotomique

On va maintenant s’intéresser plus particulierement a ’anneau des en-
24

tiers. Soient n > 3 un entier, { = (, = e~ , K = Q(¢). On commence par
un petit lemme :

Lemme 1.5. Onap=1[[" ,.; (1-¢"

pgcd(p,k)=1
Démonstration.
XpT — 1 T— T — T
Soit P(X):W:1+Xp Pex T xe-Dp! et p= P(1).

De plus, pour tout p premier ne divisant pas k (¥ est une racine de P car
. T . . r—1 .
c’est une racine de X?' — 1 mais pas une racine de X? = — 1. Ainsi, on a :

m

rx)= JI x-¢
k=1
pged(p,k)=1
et avec X=1 on obtient le résultat. O

Proposition 1.6. On a Disc(,)|[n?™

Démonstration. Soit @, le polynéme minimal de (,.
Alors X" — 1 = &,(X)Q(X),Q € Z[X]. En dérivant et en évaluant en (p,,

on an = (® ((n)Q(En)-



Comme Disc(¢) = [1,5(¢r — ()? = (—1)n(n271)NK/Q(<I>;1(§)) avec (¢,) les

conjugués de . En passant aux normes, on a donc :

n?™ = Disc(¢) Nk (CQ(C)) avee Ni/o(CQ()) € Z

car () € Z[X] et ¢ est un entier algébrique d’ou le résultat. O

Théoréme 1.7. L’anneau des entiers de K est Ox = Z[(].

Démonstration. La preuve va se décomposer en deux parties :
e pour n € N.
e sin =p" avec p premier.

Etape 1

Commencons par le cas simple, on suppose n € N quelconque. On suppose
le théoréme prouvé si n est une puissance de premiers.

On procede, par récurrence, sur le nombre de facteurs premiers de n.

Si n est une puissance de premier, c’est admis pour I'instant.

Sinon, supposons n = ning avec ni,ny € N* et ny et ny premiers entre eux.
) 9 2 2
17T 7

On a par hypothese de récurrence (,, = e, (p, = e";, K = Q(¢ny)s
Ky = Q(an)

Grace au fait que pged(ni,n2) =1 ona [K1 K : Q] = [K; : QK2 : Q.

En vertu du théoréme de Bezout, il existe u,v € Z tel que umy + vmg = 1.
En posant ¢ = ({5, grace a la proposition 1.6 on a :

Ok = Ok, Ok, = Z[(ni1Z[Gny] = Z[Cn]

Etape 2
Maintenant, supposons n = p” avec p premier.
On a Q(¢) = Q(1 — ¢) et pour tout z € Ok, on a

. Yo<ken1me(l—¢)F!

y avec n = @(p"),m; € Z,d = Disc(¢) = Disc(1 — ()

car :

Disc(C) = IT,s(¢ — ¢)? = TI((1 = &) — (1 = ¢5))? = Disc(1 — () avec (()
conjugués de (. Cela implique aussi que les (1 — () sont les conjugués de
(1—¢). Avec la proposition 1.6, on peut affirmer que d est une puissance de p.

Montrons que O = Z[1—(] = Z[¢]. Par 'absurde, supposons Og # Z[1—(]
>0 mi(1—¢)
P
visible par p* = d. Considérons alors le premier indice i pour lequel la

alors il existe x = # 0 pour lequel aucun des m; n’est di-
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valuation v; de m; en p est minimale (pour tout j, p”|m; et p¥+! ne divise
i mil — ¢!
pas m;) et on pose [ = phvi—lg — dj<i JPUT
mj(1—¢)!
pvi+1
Donc pour p ne divisant pas m;, on a :

Par définition de ¢, les sont des entiers donc € Og.

mi(l =" 4 min(1= Q) + -+ ma(1 ="

8=
p
Or d’apres le lemme 1.5 (I—PQ)" € Z[¢] car (1 —¢)|(1 —¢*) dans Z[(] et on
a ¢(n) = n tels facteurs donc @ € Z[¢] d’ou :
Bp  m; , j—1
(1_B)i—1_<+m](1—g) € Ok.

Dans ce nombre tout les termes d’indices supérieur a ¢ sont dans Ok donc
my;

1-¢
car Ny g = mj et le lemme 1.5 montre que N g(1 — () = p. O

€ Ok. Donc N (1 — ¢) divise Ng/g(m;) mais cela est impossible

1.3 Ramification dans un corps cyclotomique

2im

On rappelle que ¢, = ¢ = en . On choisit n = p*m un entier tel que
pged(p,m) = 1. On pose a = (™ et § = Cpk. On commence par un premier
lemme :

Lemme 1.8. Sip est premier alors son indice de ramification dans Q(C,x)
est p(p*) = e.

Démonstration. Dans Q(«), on sait que :

p= II @a-a).

1<i<p*,pged(p,i)=1

Or si p ne divise pas 1, alors, en écrivant, 1 = ui +vp on a :
11—« L
o) = Z}‘;&(aﬂ)ﬂ € Z[a] et son inverse est aussi un entier donc c’est
-
une unité.
est une unité. Donc p est une puissance ¢(k)-ieme de I'idéal (1 — o) comme
©(p*) = [Q(c) : Q]. On a donc une factorisation en termes d’idéaux premiers
de (p). O

. k
On peut donc écrire p = Hpgcdlé,}i)_lp w(l —a) = u(l — a)‘/’(pk), ol u

On peut donc étudier la décomposition des premiers dans un corps cy-
clotomique :

11



Théoréme 1.9. Soit ( = eQ%,K = Q(C) et p premier. On écrit n = p*m
avec pged(p,m) = 1. Alors,

o Lindice de ramification de p est o(p¥) = e.

o Le degré d’inertie f est l'ordre (multiplicatif) de p mod m.

Démonstration. Le résultat découle immédiatement de la décomposition de
p dans Q(«) et Q(S) en prenant 'extension composée.
Le premier item découle du lemme 1.8 et de la remarque ci-dessus.

Dans Q(f3), calculons le degré d’inertie f.
On sait que p est non ramifiée dans Q() si et seulement si p ne divise pas le
discriminant Og(gy. En effet, grace au théoreme 1.7, on a Ogp) = Z[3]
et grice & la proposition 1.6 on a Disc(Z[3]) = Disc(8)[n?™. Comme
pged(p,m) = 1 on peut affirmer que p est non ramifié dans Q(5). On peut
donc écrire pZ[B] = p1...pr et rf = @(n).

Montrons que p/ =1 mod m.

Grace au corollaire 1.3, 'ordre de p est celui de o,. Soit P un idéal au
dessus de p, par définition f = [Z[B]/P : Z/pZ] engendré par le Frobenius
v : ¢ — xP. Montrons que l'ordre de v et o, sont égaux.

D’un c6té, on a pour tout k € Z, 01'; = id si et seulement si ,Bpk = [ siet
seulement si p¥ = 1 mod m. De lautre, on a v* = id si et seulement si
ﬁpk =/ mod p.

Soit I € {1,...,m} tel que p* =1 mod m, ,BPk = fp'= /4 mod P.

Donc =1 =1 mod P car § est une unité.

Or, on sait que (1 —f)...(1 —B""!) =n (en prenant la dérivée de X™-1 en
1). De ce fait, la condition pged(m,p) = 1 impose [ = 1.

Ainsi, pour tout k € Z, ﬁpk = mod p si et seulement si pF =1 mod m.

De tout cela découle, 05 = id si et seulement si v* = id donc :

ordre(y) = ordre(op) = f.

Maintenant, on se place dans K. Considérons des premiers By, ..., B, au
dessus de P; ... P, respectivement. Alors, chaque J3; est au dessus de p donc
(1 — a). De ce fait, pZ[a] = (1 — a)?*). On a donc :

o e(Pilp) = e(1 —alp) = ¢(P").

- f(
mathfrakP;|p) > f(P|p) = f or rf = ¢(n).

Donc o(p*)rf = ¢(n) et les inégalités sont des égalités. Enfin, les 9B; sont
les seuls premiers au dessus de p et on a le résultat. O
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2 Théorie du corps de classes

Nous faisons un rappel succint de la théorie du corps de classes. Nous
en profitons pour 1’évoquer dans le cas local puis global. Dans le second cas
nous essayons de présenter le point de vue historique (par les idéaux) et du
point de vue moderne (point de vue adélique).

2.1 Théorie du corps de classes locale

Dans cette partie, nous allons énoncer la théorie locale du corps de
classes. Nous renvoyons a [3] et [10] pour les démonstrations. On suppo-
sera que L/K est une extension galoisienne abélienne de corps locaux de
groupe de Galois G.

Définition 2.1. Soit H C K* un sous-groupe, H est un groupe de normes
s’il existe L/ K une extension abélienne finie telle que H = N, r(L*).

Définition 2.2. On appelle groupe résiduel des normes (ou de cohomologie
d’ordre 0) HO(Gal(L/K); L*), le groupe quotient K* /Ny, i (L*).

Définition 2.3. Une application f : G — L* est un 1-cocycle si pour tout
o,7 € G, f(or) = f(0).0f(1). L’ensemble des 1-cocycle est un groupe abé-
lien Z1(G, L*).

On notera BY(G,L*) = {f, € ZY (G, L"), fo(0) = M} le groupe des 1-

a
cobords.

Remarque 2.4. On pourrait aussi adopter une notation exponentielle en
posant o(f(1)) = f(7)7, alors on aurait f(o1) = f(o).f(7)°.

Définition 2.5. On notera H'(G,L*) = ZY(G; L*)/BY(G; L*) le premier
groupe de cohomologie.

Nous serons dans un cas qui respecte 'axiome du corps de classes :

Théoréme 2.6 (Axiome du corps de classes). Si L/K est une extension
cyclique finie d’un corps local alors #H°(Gal(L/K);L*) = [L : K] et
#HY(Gal(L/K); L*) = 1

Démonstration. Voir [3]. O

Théoréme 2.7 (Loi de réciprocité locale). Pour toute extension galoi-
sienne L/K d’un corps local K, on a l’isomorphisme canonique : TL/K
Gal(L/K)™ — K* /Ny L* ot Gal(L/K)® est le groupe de galois de ’ex-
tension abélienne mazximale.

13



Démonstration. Voir [3]. O

Théoréme 2.8 (de Correspondance ou d’Existence). L’application L —
Np = Np,kL* est une correspondance bijective entre les extensions abé-
liennes finies L d’un corps local K et les sous-groupes d’indices finis de K*.
De plus, on a Ly C Ly si et seulement si N, C N, .

Démonstration. Voir [3]. O

Proposition 2.9 (Caractérisation des groupes de normes). Un sous-groupe
de K* est un groupe de normes si et seulement s’il est fermé et d’indice fini.

Démonstration. Voir [3]. O

2.2 Théorie de Kummer

La théorie de Kummer donne une description de extensions abéliennes
d’un corps contenant suffisamment de racines de I'unité.
Soit K un corps de nombres contenant le groupe u, des racines n-ieme de
Punité ot n € N* et n est premier a la caractéristique de K (si elle est
positive).

Définition 2.10. Une extension de Kummer est une extension de la forme
L = K(VA) avec A € K* un sous-groupe contenant K*" le groupe des
puissances n-ieme.

On en profite pour faire un rappel :

Définition 2.11. Soit G un groupe.

L’ensemble {n € Z tel que pour tout x € G,z™ = 1} est un sous-groupe de
(Z,+) donc il existe un unique générateur k € N.

L’élement k sera nommé exposant de G.

Remarque 2.12. La caractéristique d’un corps est l’exposant de son groupe
additif.

Une extensions de Kummer L/K est abélienne d’exposant n si et seulement
si son groupe de Galois G = Gal(L/K) est abélien et pour tout ¢ € G,
o™ = 1. En fait, pour chaque a € A, la sous-extension K ({/a)/K est cyclique
de degré divisant n donc la restriction de o™ & K(V/A) est 1 donc o™ = 1.
Réciproquement, on a :

Proposition 2.13. Si L/K est abélienne d’exposant n alors L = K(/A)
avec A = L N K*
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Démonstration. On a K(V/A) C L.

De Tautre coté, L/K est le compositum de ses sous-extensions cycliques.
Plus précisément, L/K est le compositum de ses sous-extensions finies L' /K
et le groupe fini abélien Gal(L'/K) est un produit direct de groupe cyclique
ou chaque terme du produit peut étre vu comme le groupe de Galois d’une
sous-extensions cycliques de L /K. Donc, L /K est le compositum de ses
sous-extensions cycliques.

Maintenant, soit M /K une sous-extension cyclique de L/K.
Alors, le groupe Gal(M/K) est d’ordre divisant n donc M = K({/a) avec
a € K*NL*. Donc M C K(V/A) et de plus, L ¢ K(V/A). O

On énonce un résultat classique :

Théoréme 2.14. (90 d’Hilbert)

Soit L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois G. Alors le
groupe multiplicatif L* est un G-module et H'(G, L*) = {1}.

En particulier, si G est cyclique et o un générateur de G alors Va € L* tel
que Np/g(a)=1onaa= UTb),b € L*.

Démonstration. Commengons par un lemme :

Lemme 2.15 (Lemme de Dedekind). Soit G un groupe, K un corps et
(0i)1<i<n des homomorphismes distincts de G dans K*.
Alors les 01, . ..,0p sont linéairement indépendants sur K.

Démonstration du lemme. Par ’absurde, supposons qu’il existe des éléments
Z1,...,%n € K non tous nuls tel que > 7 ; z;0; = 0. Choissions une relation
de dépendance minimale (pour le nombre de i tel que z; # 0).

Quitte & renuméroter, on peut supposer que >.7_; z;0; = 0 est cette relation.
On a g > 2 car les o; sont non tous nuls. De plus, pour tout g,h € G, on a :

0=>zoi(gh) —a1(h)(D_zioi(g) = Y zi(oi(h) = o1(h))ai(g)

2<i<q

Cela étant vrai pour tout g et ¢ étant minimum, on a en particulier zo(o2(h)—
o1(h)) = 0. Par minimalité, zo # 0 donc o1(h) = o2(h) pour tout h, on
obtient donc une contradiction. O

Soit f : G — L* un 1l-cocycle. Pour ¢ € L*, on pose o = Y, f(o)oc.
Gréce au lemme 2.15, on peut choisir ¢ € L* tel que a # 0.
Pour 7 € G, ra =, 7f(0)(roc) = X, f(1)" f(r0)(Toc) = f(7)" ' donc

1

f(1) = . De plus, f € BY(G, L*) donc HY(G, L*) = {1}.

«

Maintenant si G =< o > est cyclique, grace au fait que si G est fini et
cyclique alors HY(G,L*) = {1} alors Ya € L* tel que Ny /i(a) = 1, on a
a=7"be L O
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On va maintenant énoncer le théoréme central pour la théorie de Kum-
mer :

Théoréme 2.16. Les extensions de Kummer L/K sont en bijection avec
les sous-groupes A de K* contenant K*".
Si L = K(VA) alors A = L™ N K* et on un a un isomorphisme
Hom(Gal(L/K), un) = AJK*™.
Un élement a mod K* €  A/K*™ est associé au caractére
Xao: Gal(L/K) — pn

o(Ya)

o +—
Va
Remarque 2.17. o La composée de deux extensions de Kummer (d’ex-

posant n) est encore une extension de Kummer.

o Toutes les extensions de Kummer d’exposant n sont contenues dans
Vextension de Kummer maximale K = K(V K*) d’exposant n et on a
Hom(Gal(K/K), pin) = K*/K*".

Démonstration. Soit L/K une extension de Kummer alors L = K(V/A)
en vertu de la proposition précédente. On peut ainsi définir le morphisme
A — Hom(Gal(L/K),fm) = Xo: Gal(L/K) —

ave n, .
a > Xa- o —> U(%a)

Le noyau de cette application est K*™* car

Xa = 1 si et seulement si o({/a) = {/a, pour tout o € Gal(L/K)
si et seulement si a € K*

si et seulement si a € K*"

On obtient un morphisme injectif A/K*" — Hom(Gal(L/K), py,). Grace
au théoreme 2.14, il existe b € L* tel que x(o) = %b, pour tout o dans
Gal(L/K).

On a pour tout 0 € Gal(L/K),o(b") = (0b)" = x(o)"b"™ = b™ on voit
donc que " =a € K*NL* = A donc x = Xaq-

Si A est n’importe quel groupe entre K* et K*" et si on pose L = K(V/A)
alors on a nécessairement A = L*" [ K*.

En effet, soit A" = L*" N K*, on voit que A'/K** 2= Hom(Gal(L/K), tin).
Le sous-groupe A/K*" est associé au sous-groupe Hom(Gal(L/K)/H, )
inclus dans Hom(Gal(L/K), i) avec H = {0 € Gal(L/K) tel que xq(0) =

o(Ya)
Va Va € A}.
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Comme o ({/a) = xq(0) {/a on voit que H fixe les élements de VA.
Du fait que L est engendré par /A ona H=1etona:

Hom(Gal(L/K)/H, 1,) = Hom(Gal(L/K), 1) done A/K*™ = A'JK*™,

. ’ . PPN
En conclusion, A = A prouvant ainsi notre théoreme. O

2.3 Théorie globale avec les idéaux

On rappelle la théorie globale du corps de classe. Pour cela, on suit ici le
déroulement du chapitre VIII de [2] et pour les démonstrations manquantes
nous renvoyons a [3].

Proposition 2.18. Soient L/K wune extension galoisienne de corps de
nombres, p un idéal premier non ramifié de L. Si P|p alors il existe un
unique élément o € Gal(L/K) tel que :

Pour tout o € Op, o(a) = aM® mod P avec N(p) = |Ox/p|.

Définition 2.19. Cet unique élément o € Gal(L/K), qui est unique, s’ap-
L/K
pelle le symbole d’Artin. On le notera (‘A/B> avec p =P N Ok.

Démonstration.

Soient Dy le groupe de décomposition et Iy le groupe d’inertie pour ‘B. On
rappelle que si 0 € Dy, il induit & € G avec G = Gal(OL/P/Ok/p) or si
p est non ramifié¢ dans L, on sait que I'indice de ramification ey, de p est
égal au cardinal du groupe d’inertie (ici 1). De plus, |Dg| = ey, fip)p-

On a donc un isomorphisme Dy = G. Mais si ¢ = |Og/p| alors G est cy-
clique. Il admet un générateur canonique qui est donné par I’automorphisme
de Frobenius.

Ainsi, il existe un unique o € Dy est envoyé sur I’élément de Frobenius. Or ¢
est la norme de p par définition, alors o satisfait o(a) = oV ®) mod PB. O

Dans le cas d’une extension abélienne le symbole d’Artin ne dépend que de
p. Cela nous permet de définir :

Définition 2.20. On définit lapplication d’Artin :
(45) : I — Gal(L/K)

a =T b € I (B5) =TI (57"
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Définition 2.21. Soit K un coprs de nombres, on appelle module m dans

K le produit formel m = ][, p" sur toutes les places p, finies ou infinies, de
K ou :

e n, > 0 pour un nombre fini de places.
e n, =0 sip est une place infinie et complexe.
e n, <1 sip est une place réelle et infinie.

On pourra toujours écrire m = MMy, avec Mg un idéal de O et Mmoo est un
produit distinct de place réelle et infinie.

Remarque 2.22. Si K est un corps quadratique purement imaginaire, on
pourra voir un module comme un idéal de Ok .

Définition 2.23. Soit m un module de K. On note Ix(m) le groupe des
idéauz fractionnaires de Ok premiers avec m (donc avec my).

Le sous-groupe Pg1(m) C Ix(m) d’indice fini est engendré par les idéaux
principauz de aOk,a € O satisfaisant o« = 1 mod my et si o|my alors
o(a) > 0.

Définition 2.24. Un sous-groupe H C Ix(m) est un sous-groupe de
congruence pour m s’il satisfait Pr1(m) C H C I (m).

Remarque 2.25. Le quotient Ix(m)/H s’appelle groupe des classes
d’idéaux généralisés pour m.

Soit m un module divisible par tous les premiers ramifiés d’'une extension

abélienne K C L. Prenons p un premier ne divisant pas m, on peut définir

comme précédemment le symbole d’Artin (L/TK) et Iapplication d’Artin

(H5) " Ix(m) = Gal(L/K) pour K C L et m.
. m

Théoréme 2.26. Soit L/K une extension abélienne et soit m un module
divisible par tous les premiers de K, finis ou infinis, se ramifiant dans L.
Alors, on a :

(Ul)m est surjective.

o Si tout les exposants des premiers finis divisant m sont assez grand,

L/K

alors Ker (—) est un sous-groupe de congruence pour m.
: m
4 % . L/K
Et par conséquent, on a lisomorphisme Ix(m)/Ker (—) — Gal(L/K)
. m

montrant que Gal(L/K) est un groupe de classe d’idéaux généralisé pour le
module m.
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Démonstration. Voir [3]. O

Théoréme 2.27. Soit L/K une extension abélienne. Alors il existe un mo-
dule §f = §(L/K) tel que :

o Un premier de K, fini ou infini se ramifie dans L si et seulement s’il
divise .

e Soit m un module divisible par tous les premiers de K se ramifiant
dans L.
Alors, Ker (L/—K> est un sous-groupe de congruence pour m si et
: m

seulement si f|m.
Démonstration. Voir [3]. O

Définition 2.28. Le module f(L/K) du théoréme 2.27 est le conducteur de
L/K.

Théoreme 2.29. Soit m un module de K et soit H un sous-groupe de
Congruence pour m.
Alors, il existe une unique extension abélienne L de K pour laquelle tous

les premiers ramifiés divisent m tel que si (L/—K) est Uapplication d’Artin
. m

pour L/K alors H = Ker (L/—K) .
: m

Démonstration. Voir [3]. O

Corollaire 2.30. Soit L et M des extensions abéliennes de K.

Alors L C M si et seulement s’il existe m un module divisible par tous les

premiers de K se ramifiant dans L ou M tel que Pk 1(m) C Ker (L/K) C
m

or (425).

Démonstration. Supposons L C M et r : Gal(M/K) — Gal(L/K) appli-
cation de restriction. Grace au théoreme 2.26, on sait qu’il existe m pour

lequel (M) et (Z5)  sont des sous-groupes de congruence pour m.

Onaro (M) — (28) done ker (M25) i (1L5)

m

Réciproquement, supposons que Pk i(m) C Ker (M/ K) C Ker (L/ K)
m

m
Alors, sous (M) le sous-groupe Ker (L/—K) C Ik (m) s’envoie sur un

sous-groupe H C Gal(M /K). Grace a la théorie "de Galois, H correspond &
un corps intermédiaire K ¢ L € M. En appliquant le début pour L C M,

on obtient Ker (L/—K) = Ker (L/ K) . Grace a 'unicité du théoreme 2.29,
o m m
on conclut L =L C M. O
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Pour finir, on peut maintenant définir L le corps de classe de K.

En appliquant le théoréme 2.29 au module m = 1, on a Pg = Pk 1(m) C Ik.
Il existe une unique extension abélienne L de K non ramifiée car m = 1 tel
que l'application d’Artin induit un isomorphisme :

C(OK) = IK/PK — Gal(L/K)

Définition 2.31. L’extension L est le corps de classe de K.
On définit enfin le corps de classe de rayon pour le module m :

Définition 2.32. Pour K un corps de nombre (grice au théoréme 2.29) il

existe une extension abélienne Ky de K tel que P 1(m) C Ker (M) )
m

Ky, est le corps de classe de rayon de K pour le module m.
Pour m = 1, Ky, est le corps de classe de Hilbert de K. On rappelle que
c’est l’extension abélienne non ramifié maximale de K.

2.4 Théorie globale avec les adéles

Soit L/K une extension finie, on a I'application norme Ny, /g : L* — K*
qui s’étend aux idéaux (fractionnaires) Ny g : I, — Ix. Si L/K est une
extension abélienne et m un module pour lequel Pk 1(m) C Ker (L> , le
m

théoreme 2.26 établit : '
L/K
Ker </> = Ny (I (m)) Py (m)
. m

On rappelle la définition du groupe d’ideles :

Définition 2.33. Soit K un corps de nombres, on appelle groupe des idéles
de K, noté g, le produit restreint I = [[, K, avec p premier et K la
complétion de K.

Le produit est restreint car pour (xp) € I, on a un nombre fini de p tel que
Tp € OKp'

Ix est un groupe localement profini et le groupe multiplicatif K* s’injecte
naturellement dans lg comme groupe discret.

On introduit ’analogue du groupe des classes pour des ideles.

Définition 2.34. On appelle groupe des classes d’idéles le groupe
Ckg =1Ig/K*

On reformule la théorie du corps de classes en termes d’ideles. Grace a l'ap-
plication d’Artin <L/—K) : Cx — Gal(L/K) est surjective et continue. De

plus, Ker (L/—K) est un sous-groupe fermé d’indice fini de Ck.

On a donc une correspondance 1 — 1 entre les extensions abéliennes finies
de K et les sous-groupes fermés d’indice fini.
Ainsi, on peut étendre la norme aux groupes de classes d’idéles

20



Npi : Cp — Ck et le noyau de (L/—K) : Ok — Gal(L/K) est Np/x(CL).
De plus, les sous-groupes de Cx qui sont fermés et d’indice finis corres-
pondent exactement aux groupes de normes.
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3 Théoréme de Kronecker-Weber

Nous proposons ici deux démonstrations pour établir le théoreme de
Kronecker-Weber. On commencera par une preuve utilisant des arguments
locaux pour arriver a théorie locale. La seconde utilisera des arguements
globaux et invoquera les corps de classe de rayon, ce qui sera plus conforme
a nos raisonnements quand nous introduirons la multiplication complexe. La
principale référence de cette partie est [3].

Nous nous intéressons au résultat suivant qui s’énongcait historiquement :

Théoréme 3.1. Soit K/Q une extension abélienne finie alors on a pour un
certainn € N K C Q((p).

On renvoie a 'annexe 11 pour les définitions et les notions topologiques. En
posant Q% D'extension abélienne maximale, on peut le reformuler :

Théoréme 3.2 (Kronecker-Weber global). On a Q% = |,,cn- Q(¢n)-
Ainsi, on a Gal(Q®/Q) ~ Z* = H(Z/nZ)*

Dans ’annexe 11, on montre que si Q est une cldture algébrique de Q, alors
Gal(Q/Q) est isomorphe a @Gal(K /Q) ou K parcourt les extensions ga-
loisiennes finies de Q. En se restreignant au cas abélien et grace au corollaire
1.3, en montrant la version historique du théoréeme de Kronecker-Weber, on
aura le théoreme 3.2.

3.1 Une démonstration de Kronecker-Weber par la théorie
locale

3.1.1 Préliminaires

On commence par deux résultats basiques en théorie algébrique des
nombres :

Proposition 3.3. Soit A un anneau de Dedekind de corps de fraction K.
Soit L/K wune extension finie et séparable. Notons B la cloture intégrale de
A dans L.

Les idéaux premiers de A qui se ramifient dans B coincident avec les idéaux
premiers de A qui divisent le discriminant d = Disc(L/K).

En particulier, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux premiers de A qui sont
ramifiés dans B.

Démonstration. Soit A un anneau de Dedekind. En vertu du théoréeme de
Dedekind sur la décomposotion en produit d’idéaux premiers et grace au
fait que si P un idéal premier de A, en notant Dp/4 I'idéal engendré par
les discriminants des systeémes formés par les bases de L sur K qui seraient
dans B. On appelle cet idéal le discriminant de B sur A et on sait que
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’D’B./AA(‘m = DB@)/Am avec .A(m) le localisé de A en ‘B. 11 suffit donc de
vérifier localement la proposition.

Supposons que A soit un anneau de valuation discréte et notons 3 1'idéal
maximal de A. A est principal donc B est libre sur A.

Supposons qu’il existe P un idéal maximal de B ramifié. Il existe x € B—BB
et n > 1 tel que 2" € PB. La classe de T de = dans B/BB est un élément
non nul. On sait que B/PB est un A/PB-espace vectoriel.

Complétons T en une base (T = 77, ...,T,) de B/PB. C’est un réprésentant
(r1 = z,x9,...,2,) de cette base dans B™ donc une base de B comme
A-module.

Pour cela on identifie B = A" et on remarque que la réduction modulo B
de det(z1,...,z,) dans la base canonique de A™ est non nulle donc ce dé-
terminant est inversible.

Soit xg € B, comme B est un A-module libre, la trace de ’endomorphisme
de B/PB, y — xoy. est 'image dans A/B de la trace de 'endormorphisme
de B donné par y — xqy.

On a (z17z;)" € P pour tout i. L’endomorphisme de B/BB donné par
y — y(ZTiz;) est donc nilpotent. De ce fait, sa trace est nulle. Ainsi, le
déterminant det(Tr(z;z;)) est dans P donc Dp,4 C .

Réciproquement, supposons que tout idéal premier de B divisant 13 soit
non ramifié. On a un isomorphisme de A-modules :

B/BB = @}, B/P; ou (F;) sont les idéaux premiers de B divisant .
Soient (a;)i<i<n des bases des A/%B-espaces vectoriels (B/P;)i<i<n. Elles
définissent grace a I'isomorphisme ci-dessus une base o de B/BB.

Dans cette base, la matrice de 'endomorphisme de B/ — B/B,y — zoy
est une matrice par blocs (zg € B). Le discriminant du systéme formé par
la base a est donc le produit des discriminants D) des systemes formés par
les ;. Chacun de ces discriminants est non nul car les extensions des corps
résiduels sont séparables. Leur produit est donc non nul.

La base a est la réduction modulo B3 d’une base de B sur A. La réduction
modulo P du discriminant du systéme formé par cette base est donc égal
au discriminant du systéeme formé par la base «. Ce dernier discriminant est
non nul. Le discriminant de B/A n’est donc pas contenu dans 3 achevant
ainsi la démonstration. O

On établit un lemme global sur la ramification :

Lemme 3.4. Si F/Q est une extension avec aucune place ramifiée finie
alors FF = Q

Démonstration.
On admet l'existence d’un idéal entier de norme %(%)”\/ |dp| si on a posé
n = [F : Q] et dr la valeur absolue du discriminant et ro < % le nombre de
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places complexes. Cette quantité est supérieure (ou égale) a 1 donc

n" T n" n
> (=) > (=
dr n'(4) n'(4)

w3

Commeb2>1etb?):1—(1+ \[>2\/7>1

Sin >2,onadp > 1, grace a la proposition 3.3 il existe donc p|dF si et
seulement si p se ramifie donc [F': Q] = 1. O

Soit K un corps local de corps résiduel fini que I'on notera kg , mg son idéal
maximal et 7 une uniformisante. Notons U™ = 1 + mY%, la caractéristique
du corps résiduel sera p et ¢ son cardinal. On supposera, de plus, que la
valuation vk est normalisée i.e v (K*) = Z.

Proposition 3.5. On a la décomposition K* = () X f1g—1 X Ul((l) avec flg—1
le groupe des racines primitives (¢ — 1)—iéme de l'unité.

De plus on a la chaine --- C UI(?) - U[((l) C Uk tel que UK/UI((I) ~ ket

Démonstration. Si a € K*, a posseéde une décomposition unique en

a =[[vk(a)u,u € Uk. Le groupe Uk contient le groupe (1,1 car le lemme
d’Hensel permet d’affirmer que le polynéme X9~ — 1 = 0 est scindé sur K.
Le morphisme U — k%, u — v mod mg envoie bijectivement piq_1 sur k..
Il est de noyau UI({I)' Ceci montre que Ug = p1g—1 X Ul({l) et UK/UI(Q) = k.
De plus, on a un homomorphisme surjectif :

U(n) — kg,(14+am") —a mod mg
dont le noyau est Uy, 1) Jone U / () o e O

Proposition 3.6. Si K est une extension finie de Qp, si e = vi(p) et si
n > - alors les séries entiéres exp(z) = X ey o et
log(l—z) = Y 25(-1 )k“x donnent des isomorphismes (et des homémor-
phismes) réciproques : exp : m — U(n) et log : U(n) — Ml

_ 1
Démonstration. Soit v = vg. On pose pour x € K, |z| = ¢q Q] vk (@) rap-
pelle que ¢ = card(kg).
Soit z € K tel que v(z) > -5
Siph <v<ptletv>2alors:

_ 1
si et seulement si x| < p P-1.

x'l)
logy, |—~| — log, 2] =(v — 1) log, |z| — log, |v|
v—1
p—1

—r <0.
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Ceci montre que % — 0siv— 400 et |%| < |z|.
Donc la série log(1 + x) converge et vérifie v(log(1 + x)) = v(z).

e
p—1

Ainsi, si n > alors log envoie Uy’ sur my.

D’un autre c6té, considérons maintenant les termes \%\ En écrivant

v = Zogkgr akpk avec pour tout 0 <+ <r, 0<a; <p—1.

Pour considérer la série exponentielle, on va montrer que :

B(o— (a0 + -+ +a,))
p—1

valy(v!) = avec F(.) la partie entiére.
En effet, E(}) = a1 +-- 4 apt et E(z%) =as+-+ap 2, E(5) = ar.
Ilya E(%) élements de 1,2,...,v divisible par p’. En effet, cela est direct
vu qu'un tel nombre est de la forme ap’ < v. On en déduit que :

v

pT)
=a+(p-Daz+-+ @+ +1a.

val,(v!) = E(%) 4ot B

De ce fait, on a :

donc (p — L)waly(v!) =(p — as + (p* — Vag +--- + (p" — Da,
=v—(ap+---+ay)

Ceci prouvant le résultat.

1 _
si et seulement si |z| < pr—T et si v > 2,

Maintenant pour v(z) >

p—1
ona:
x'U
log,, |F| =vlog, |z| — log, [v!|
1
<’U(10gp |ZU‘ + 1?1)
et ainsi,
‘,L,'U
log, || — log, [o] = (v~ 1) log, [z] — log, [o!
v—1 1
S — —p_l(v—(ao—k-”—l-ar))
<0

Ceci implique que % tend vers 0 quand v — 400 et pour v < 2, |f]—7| < |z|.

Donc la série exponentielle exp(z) converge et v(exp(x) — 1) = v(z).
[&
p—1

Ainsi, si n > alors exp envoie mY sur Uy .

1
De plus, pour |z|, |y| <p ?-T, ona exp(log(l+z)) =1+ =x.
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Et exp(log(1+ z)
log(exp()
exp(z +y
log((1+2)(1+y)

14z,

x
exp(z) x exp(y) et
log(1 4 x) + log(1 + y).

~— — — —

Ce sont des égalités de séries formelles et toutes ces séries convergent. [

3.1.2 Le cas local implique le cas global

Proposition 3.7. Soit ( une racine primitive p™-ieme de ['unité et soit
K =Qp et L=0Qy(C). Alors

o L/K est totalement ramifiée de degré p"*(p —1).

o A=(—1 est un élément premier de L et Np/x(—)) = p.

Démonstration. Tout d’abord, le polynéme cyclotomique
B, (X) = X = xP" D 4o XPUT 4] est irréductible sur Q. On

- Xp"71 -
sait que c’est le polynéme minimal de (.

De ce fait, [L: K] =p" 1(p—1) et ®,(X) = [occair/x) (X —¢7).

Pour X =1,onap=[[,(1-¢7) = Nk (1-¢7) mais v1,(1-¢7) = vr,(1-()
car o est une isométrie. On a :
vr(p) 1

AC L:K] [L:K]|

Donc L/K est une extension totalement ramifiée et (1 — () est premier. [J

Remarque 3.8. Le premier item aurait pu se déduire du théoréeme 1.9 et
le deuxiéme item du lemme 1.5. On chotisit ici de respecter la structure du
texte original.

Théoréme 3.9. Le groupe de normes de Qp(ppn)/Qy est le groupe (p) x U&)
avec fpn le groupe des racines primitives p™-ieme de ['unité.

Démonstration. On pose K = Q, et L = Qp(pupn). Grace a la proposition
3.5, Papplication a € mg — pG—(p —1)a € mj est un isomorphisme.

Gréce a la proposition 3.6, on sait que exp est un isomorphisme pour

mUK—>UI(;})pouerlsip#Zeth2sip:2.

Comme exp envoie I'application (a + p*~1(p — 1)a) sur 'application
(z = zp*~1P=1). On en déduit :
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e pour p#2,0na (Ug))pnfl(pfl) = UI(?).

e pour p=2,sin>1,ona (U[(?))QW1 = UI(?) .

Ceci montre que UI(?) C Ny gL* pour p # 2.

Pour p = 2, le cas n = 1 est trivial sinon on remarque que :

U](?) = UI(?) U 5Ul((3) = (UI(?))2 U 5(U[(<2))2. En effet, un nombre congru a 1
mod 4 est soit congru a 1 mod 8 soit congru a 5 mod 8. On a alors, par
une récurrence directe, que :

UI(?) = (U}?))zn_l U 5(U§<2))2n_1. On a aussi directement que :

5277 = Np/k(2+1) donc UI(?) C Np/gL* pour p = 2.

Avec la proposition 3.7, on en déduit que (p) x UI(?) C Np/gL*. Ces deux
derniers groupes étant d’indices p"~!(p—1) dans K* (par définition ou grace

a la proposition précédente) on en déduit I'égalité Ny x L* = (p) X Ul((n). d

Le théoreme 2.29 dans le cas local, nous permet de conclure de conclure :

Corollaire 3.10 (Version locale du théoreme 3.2). Toute extension abé-
lienne finie L/Q, est contenue dans un corps Qpy(¢) avec ¢ une racine de
lunité.

Démonstration. On a (p) x U&) C N/, L* pour un certain f et un certain
n. Ainsi, grice au théoreme 2.29 on sait que L est contenu dans un corps
de classe M du groupe (p/) x U&) = ((p') x Ug,) N ((p)) x U(g;)). Le méme
théoréme (et le théoréme 1.9) nous dit que M est la composée du corps de
classe de (p/) x Ug, qui est une extension non ramifiée de degré f et le corps

de classes de Qp(ppn) de (p) x U&).

Donc M est engendré par les (pf —1)p” —iémes racines de I'unité. En d’autres
termes, L C L((). O

On peut donc maintenant déduire le théoréeme de Kronecker-Weber :

Démonstration du théoréme 3.2. Soit S I'ensemble des nombres premiers se
ramifiant dans K. Grace a la proposition 3.3 on sait que S est fini. Notons
K, le complété de K par rapport a une extension de v,. Comme K/Q est
abélienne, 'extension K,/Q), est abélienne. En vertu du corollaire 3.10, on
a

Ky, C Qp(tin,, ), fin, une racine primitive de I'unité, pour un certain n,,.

Soit e, = vp(ny) et soit n = [],cgp®. Montrons que K C Q(pn).

Soit M = K (uy) alors M/Q est une extension abélienne et si p se ramifie
dans M/Q alors p se ramifie dans K/Q.

Aussi, si M), est le complété de M pour une extension de v, alors :
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My = Kp(pn) C Qp(piperns) = Qp(pper )Qp(pnr) avec pged(n’,p) = 1.

On a [Qp(py) : Qp) = 1 grace au lemme 3.4. Le groupe d’inertie I, de
M, /Q, est isomorphe au groupe de Galois Gal(M,/Q,) car comme p divise
©(p®) (lordre du groupe Gal(M,/Qy)), avec ¢ I'indicatrice d’Euler donc p
est totalement ramifiée.

Soit I C Gal(M/Q), le groupe engendré par tout les I, avec p ramifié dans
K. Le corps, non ramifié, fixé par I sur Q est donc égal a Q. Par le théoreme
de correspondance de Galois, I = Gal(M/Q).

D’un autre coté, on a :

#I < [ #I, = [] () = o(n) = [Q(1a) : Q]

peS peES

De lautre, [M : Q] = [Q(up) : Q. On a ainsi M = Q(uy,) i.e K C Q(un).
Le théoréeme de Kronecker-Weber est démontré. OJ

3.2 Démonstration par des arguments globaux

Nous proposons maintenant de démontrer le fait suivant qui généralise
le théoreme 3.2 :

Théoréme 3.11. Soient n € N*, p la place infinie de Q et n le module
N = Mpso. Alors le corps de classe de rayon de Q pour le module n , est
Q" = Q(pn) le n-iéme corps cyclotomique.

Démonstration. Soit n = [[,., p" alors Ig(n) = [,z Up? x Ry le
groupe des ideles de Q premier avec n. On pose aussi N la norme entre
Q'/Q

Soit n = n/p™ alors par le théoréme 3.9, on a U,” contenu dans le groupe
de norme de Qp(ppmr)/Qp et dans le groupe de norme de I'extension non
ramifiée Qp(fun).

On admet maintenant le lemme suivant :

Lemme 3.12. Si L/K une extension abélienne de corps de nombres, on a :

Ix /Nyl = @ Ky /Ny k, Ly ot Blp.
p

Remarque 3.13. Ainsi, toute idéle a € Ik est la norme d’une idéle de L
si et seulement si toute composante locale oy, est la norme d’un élément de
L;%. i.e Une idéle est une norme globale si et seulement si c’est une norme
locale pour chaque coordonnée.
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Ainsi, toute idele de Ig(n) est la norme d’une idele de Q(y,,) montrant ainsi
que Cg(n) € N(Cgu,))-

D’un autre c6té, on a :

[Cq : Cg(n)] = [Cq : Co(1)][Ca(1) : Cg(n)]
= [Ip(1)Q" : In(n)Q”]
= [Lg(1) : Ig(m)]/[1o(1) N Q" : Ig(n) N Q"]
Maintenant, Ig(1) = [l zpe0 Up X R et Ig(n) = [, 4, Up” x R, donc

Igp(1) NQ* = {—1,+1} et Ig(n) NQ* = {1}. On obtient donc (en posant ¢
la fonction d’Euler ) :

Ca: Com] =5 T[ Wy : UPIR" : Ry
P#Poo

= [ «®™)

PFPoo
= p(n)

Donc [C : Co(n)] = [Q(pn) : Q) = [CQ : N(Cou,,))]-
D’ou Cg(n) = N(Cg(y,,)) et le théoreme est prouvé. O

29



Deuxiéme partie
Généralisation et multiplication
complexe

Ce deuxiéme chapitre est le début du travail de généralisation du théo-

reme 3.2 au cas des corps quadratiques imaginaires. Nous proposons cing
sections pour y parvenir.
Dans le premiere, nous introduisons la notion d’ordre et nous la relions a
des notions algébriques bien connues (formes quadratiques, idéaux, conduc-
teurs). La deuxiéme consiste a lier la notion d’ordre a la théorie du corps de
classes grace aux anneaux du corps de classes. Cela nous permettra d’avoir
une premiere approche des extensions abéliennes d’un corps quadratique
(imaginaire) K. La troisiéme section crée un lien entre ’analyse complexe
et la théorie algébrique des nombres. La connexion entre les fonctions el-
liptiques, les réseaux et les ordres y est mise en lumiere. La quatriéme est
une étude de la fonction j. Cet invariant d’un réseau du plan complexe est
un nombre algébrique. La derniére section établit que le j-invariant d’un
réseau est un entier algébrique. Le résultat final de cette section permet de
déterminer le corps de classe de rayon nOg de K (n € N).

4 Ordres dans un corps quadratique

Nous nous intéressons ici a une notion généralisant la notion d’idéal dans
un corps quadratique imaginaire. Nous proposons une étude systématique
pour en dégager les propriétés générales. L'ouvrage de Cox [2] fut d’une
grande aide, nous avons aussi eu besoin de celui de Lang [5] pour compléter
certaines preuves.

4.1 Rappels sur les formes quadratiques

Dans cette partie, nous en profitons pour faire des rappels au sujet des
formes quadratiques que ’on se contentera de rappeler sans démonstration.
On introduit quelques définitions et propriétés basiques au sujet des formes
quadratiques :

Définition 4.1 (Formes quadratiques).
La forme quadratique binaire f(x,y) = ax® + bxy + cy? est primitive si
pged(a,b,c) = 1.
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Définition 4.2. Un entier m est représenté par f(x,y) si m = f(z,y) a
une solution.
L’entier m est primitivement représenté si une solution existe et que

pged(z,y) = 1.

On définit Paction de GLy(Z) sur l'ensemble des formes quadratiques bi-
naires par :
Pour v = f z € GL2(Z) et f(x,y) une forme quadratique, on a :

V[, y) = flpr + qy, r + sy)
Définition 4.3. Les fonctions f(x,y) et g(z,y) sont équivalentes (resp. pri-
mitivement équivalente) s’il existe v = <2; ;]> € GL2(Z) (resp. SL2(Z)) et

f(z,y) =v.9(x,y) = g(px + qy, rz + 5Yy).

On définit maintenant la notion de discriminant d’une forme quadratique
binaire :

Définition 4.4 (Discriminant).
Pour f(x,y) = ax® + bxy + cy?, le nombre D = b? — 4ac est le discriminant
et on a la propriété :

daf(z,y) = (2az + by)* — Dy?

Si D > 0 alors f(z,y) représente des entiers positifs comme négatifs.

Si D < 0 alors f(x,y) représente des entiers positifs ou négatifs, cela dépend
uniquement du signe de a. Ona D =0 mod 4 ou D =1 mod 4 en fonction
de la parité de b.

Lemme 4.5. Soit D un entier congru a 0,1 modulo 4 et m un entier impaire
premier avec D. Alors m est primitivement représenté par une forme qua-
dratique de discriminant D si et seulement si D est un résidu quadratique
modulo m.

Démonstration. La forme f(z,y) représente primitivement m si et seulement
si f(z,y) est primitivement équivalent & la forme ma? + by + cy?,b,c € Z
et ps — qr = 1. Alors, D = b®> — 4mc = b*> mod m.

Réciproquement, supposons D = b*> mod m. Comme m est impair, on peut
donc supposer que D et b ont méme parité alors D est congru a 0 ou 1
mod 4 donc D = b?> mod 4m i.e D = b? — 4mec.

Alors, ma? 4 bxy + cy? représente m proprement. De plus, son discriminant
est D et pged(m,b,c) = 1. O

Définition 4.6. Une forme quadratique (binaire) ax® + bxy + cy? définie
positive est réduite si |b| <a <cetb>0 sia=c ou b =a.
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Proposition 4.7. Toute forme quadratique (binaire) définie positive est
primitivement équivalente a une forme quadratique (binaire) réduite.

Démonstration. Voir [2]. O

Définition 4.8. Soit D un entier négatif non nul.
On dit que D est un discriminant (d’une forme binaire sur Z) si D est
congru a 0 ou 1 modulo 4.

Théoreme 4.9. Soit D un discriminant.

Alors le nombre h(D) de classes de formes quadratiques primitive définies
positives de discriminant D est fini.

De plus, h(D) est égal au nombre de formes quadratiques réduites de discri-
minant D.

Démonstration. Voir [2]. O

Définition 4.10. Soit D un discriminant.
L’ensemble C(D) désigne les classes primitives des forme quadratique (bi-
naire) primitives définies positives de discriminant D.

Remarque 4.11. On appelera C(D) le groupe des classes des forme qua-
dratique (binaire) primitives.

Théoréme 4.12. C(D) est un groupe abélien d’ordre h(D).

Démonstration. Voir [2]. O

4.2 Notion d’ordre
4.2.1 Premiéres définitions
On fixe K un corps quadratique imaginaire de discriminant d.

Définition 4.13. Un ordre O d’un corps quadratique K est un sous-
ensemble O C K tel que :

e O est un sous-anneau de K contenant 1.
o O est un Z-module de type fini.

e O contient une Q-base de K.
Remarque 4.14. Les deux derniers items permettent d’affirmer que O est

un Z-module libre de rang 2 sans torsion. Le troisiéme item permet d’affir-
mer que K est le corps de fraction de O.
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Remarque 4.15. L’anneau des entiers Ok est un ordre de K et pour tout
ordre O, on a O C Og.

Définition 4.16. Si O est un ordre de K et on pose f =[Ok : O], f est le
conducteur de O.

drx +Vdg

Si wg est une uniformisante de Ok, on a wg = 5

Ainsi, on a O = [1,wk].
Lemme 4.17. Si f est le conducteur de O alors O = Z + fOxg = [1, fwk].

Démonstration. Comme O et Ok sont des Z-modules libres de rang 2 ainsi
[Ok : O] < 00.Posons f =[Ok : O],ona fOx C Oet Z+ fOx C O. De ce
fait, [1, fwk] est d’indice fini dans Ox = [1,wgk] donc [1, fwk]| = Z + fOx
prouvant le lemme. ]

Définition 4.18. Soit o — o' un automorphisme non trivial de K, suppo-
sons O = [a, B]. On appellera discriminant de O, le nombre

2
D = <det (2, Bﬂ')) qui est indépendant de la base choisie.

Dans le cas ot O = [1, fwg], on a D = f?dk

Remarque 4.19. Avec les hypothéses de la définition, on note que D est
congru @ 0 ou 1 mod 4. Ainsi, K = Q(v/D) et D détermine O.

4.2.2 Idéaux et ordres
Si a est un idéal non nul de O alors le quotient O/a est fini.

Définition 4.20. On définit la norme de a par N(a) = |O/al.

Par définition d’un ordre O, on peut affirmer que O est noethérien donc
tout idéal premier non nul de O est maximal. Ceci équivaut au fait que f le
conducteur de O soit plus grand que 1.

Ainsi, comme O n’est pas intégralement clos dans K ceci montre que O n’est
pas un anneau de Dedekind. Cela implique que les idéaux de O n’ont pas
de décomposition unique (a l'ordre pres des facteurs).

Définition 4.21. Un idéal a de O est propre si O = { € K|Ba C a}.

Remarque 4.22.  « On a toujours O C {f € K|Ba C a}.

o Les idéaux principauzr sont toujours propres pour l’ordre mazximal tout
les idéauz sont propres.
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On étend cette terminologie aux idéaux fractionnaires i.e un sous-ensemble
de K qui est un O-module non nul de type fini. On continue par caractériser
les idéaux fractionnaires propres de O :

Proposition 4.23. Soit a un idéal fractionnaire de O. On a que a idéal
propre si et seulement si a est inversible.

Démonstration. Supposons a un idéal inversible alors il existe b un idéal de
O tel que ab = O.

Maintenant, si f € K et Sa C a alors on a SO = B(ab) = (fa)b C ab = O
donc 8 € O donc a est propre.

Pour prouver la réciproque, on commence par démontrer le lemme ci-dessous :

Lemme 4.24. Soit K = Q(7) un corps quadratique et soit ax® + bx + c
le polynome minimal de T avec a, b, c des entiers premiers entre eux deux a
deuz. Alors [1,7] est un idéal fractionnaire pour lordre de [1,a7] de K.

Démonstration du lemme. Comme a7 est un entier algébrique alors [1,a7]
est un ordre.

Pour 5 € K, notons §[1, 7] C [1,7] si et seulement si .1 € [1,7] et 8.7 € [17].
De .1 € [1,7] on en déduit B = m + nrt,m,n € Z.

De .1 € [17], remarquons que :

BT =mT+nT

Or pged(a,b,c¢) =1 on a donc 7 € [1, 7] si et seulement si a|n.
Ainsi, {8 € K|B[1,7] C [1,7]} = [1,a7] O

Maintenant, prouvons la réciproque.

Tout d’abord, remarquons que pour tout a Z-module de rang 2, on a a =

[, B] pour o, B € K. Alors a = a[l, 7] avec 7 = s alors le lemme précédent
Q

implique que O = [1, aT].
Notons 3 — 3’ automorphisme non trivial de K. Comme 7’ est I'autre
racine de ax? + bz + ¢ le lemme précédent montre que o’ = o’[1,7] est un

idéal fractionnaire pour [1,a7] = [1,a7'] = O.
o
On affirme que ad’ = 0.
ba
— c
Notons que 7+ 7' = — et 77/ = —, on a :
a a

aaa’ = acd'[1, 7][1, 7]
= N(a)[a,ar,at’,ar7’]
= N(«)[a,ar, —b, |
= N(a)O
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La derniére égalité découlait du fait que pged(a,b,c) = 1 et elle implique

N(«)

que aa’ = ——=0. O
a

Pour un ordre O, on notera I(O) I'ensemble des idéaux propres de O.
La derniére proposition de fait que I(Q) est un groupe multiplicatif. Les
idéaux principaux de O forment un sous-groupe de P(O) C 1(O).

Définition 4.25. Le groupe des classes d’idéaux de O est le quotient C(Q) =
I1(0)/P(0O).

On peut ainsi montrer le théoreme suivant :

Théoréme 4.26. Soit m un entier, O un ordre de K. On a la suite exacte :
1 — (Og/mOk)*/OKZ/mZ — C(O) — C(Ok) — 1

Démonstration. Voir [2]. O

4.2.3 Ordres et formes quadratiques

Dans cette section on va expliciter le lien entre le groupe des classes
d’idéaux de O et le groupe des classes de discriminant D.

Théoreme 4.27. Soit O un ordre de discriminant D dans un corps qua-
dratique imaginaire K.

e i) i f(x,y) = ax® + bxy + cy? est une forme positive définie positive
de discriminant D alors [a, (—b+ Q)] est un idéal propre de O.

o ii) L’application envoyant f(x,y) sur [a, (—b+ @)] induit un isomor-
phisme entre C(D) et C(O). Donc lordre de C(O) = h(D).

o 1) Un entier positif m est représenté par la forme f(x,y) si et seule-
ment si m est la norme N(a) d’un idéal a correspondant d la classe
d’idéal dans C(O).

Démonstration. On commence par démontrer un lemme qui nous sera utile
pour établir le i).

Lemme 4.28. Soit K = Q(7) un corps quadratique ot ax?®+bx+c désignera
le polynome de T ot a,b,c sont premiers entre eux. Alors [1, 7] est un idéal
fractionnaire propre pour lordre [1,ar] de K.

Démonstration. Tout d’abord, [1,at] est un ordre car at est un entier al-
gébrique. Alors pour 8 € K, notons fS[1,7] C [1,7] si et seulement si

facllr] si et seulement si f=m+nr, m2n €z
pB.rel,7] BT =mT +nt
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—en  —b

Or fr = mT—i—ﬁ(—bT—C) = ﬂ+(7n+m)7 donc comme pged(a, b, ¢) =1,
a a

on peut affirmer que 57 € [1, 7] si et seulement si a|m.

Il en découle que {f € K, B[1,7] C [1,7]} = [1,a7]. O

e i) Soit f(x,y) = ax? 4 bry + cy? une forme primitive définie positive
de discriminant D < 0.
Les racines de f(x,1) = az? + bz + ¢ sont complexes.
On pose H = {z = z+iy € C|ly > 0} on a qu'il existe un unique 7 € H
tel que f(7,1) =0 donc 7 est une racine de f(z,y).
~b+VD ~b++vD
2

= a[l,7] donc 7 € K. Grace au dernier lemme, on peut affirmer que
[1,7] est un idéal propre.
Si f est le conducteur de O alors D? = f2dx et on a :

_ —b+VD

Comme a > 0, il suit que 7 = nc [a, | = [a, at]

aT

2
- —b+ fVdg
B 2
—b+ fdi dig ++Vdg
= + /( )
2 2
b+ fd
_ bt iex + fwg
2
b+ fd
Mais, D = b? — 4ac, fdx et b sont de méme parité donc ﬁ € 7.
Ainsi, on a [1,a7] = [1, fwk] donc [1,ar] = O donc a[l, 7] est un idéal

propre de O.

o ii) Soit f(z,y) et g(x,y) des formes de discriminant D et soit 7 et 7’
leurs racines respectives. On va montrer les équivalences suivantes :

Les formes f(z,y) et g(x,y) sont proprement équivalentes (2)
si et seulement si 7/ = w, ('r q> € SLy(Z)  (3)
rT+s \r S
, ) [T = AL
si et seulement si { \e K* (4)

Supposons que f(z,y) = g(pr + qy,rz + sy) avec (: Z) € SLy (7).
Alors, on a :

0= f(r,1)=g(pr +q,r7 + )

pT +q
= )2 .1
(TT_'—)g(?”T‘FS )
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donc g (pT + q, 1) =0.0nas <p7' i q> = det (: Z) |r7+s|"2Im(r)

rT+ S T+ S
. . pT +¢q ,  pTH+q .y . '
impliquant n € H donc 7" = n par unicité de la racine 7.
rT+ S rT+ s

PT +4q

s
les mémes racines et celles-ci sont égales prouvant ainsi la premieére

équivalence.

Réciproquement, si 7/ = alors f(z,y) et g(px+qy,rz+ sy) ont

-
Ensuite, si 7/ = prra posons A =r7+ s € K*. Alors :

s
t4q
1.7 = 1 pT T4
[1,7) = (7 )01, 224
= [r7 + s,pT + q]
= [177—]
car (T q> € SLy(Z).
ros
Réciproquement, si A[1,7] = [1,7],A € K* alors [1,7] = [\, \7]

donc A7/ = pr + ¢ donc A = r7 + s pour (77: Z) € GLs(Z). Ainsi,

, DPT+gq

pT +q
or Im(i
rT+ S rT+ S

) = det (f g) lrT + s|72Im(7).

€ SLy(Z) car 7,7 € H com-

De ce fait, on peut affirmer que 2; g

plétant ainsi la preuve des équivalences de (2).

En utilisant (2) Papplication f(z,y) — a[l,7] induit une injection
C(D) — C(0O). Pour montrer que cette application est surjective, soit
a un idéal fractionnaire de @. On peut écrire a = [a, ], , 5 € K (en
échangeant les roles de a et [ si nécessaire).

On peut donc supposer 7 = ﬁ € H. Soit az? + bx + ¢ le polynome

minimal de 7. On peut supposoér pged(a,b,c) =1 et a > 0.

Alors f(x,y) = ax? + bxy + cy? est une forme quadratique définie po-
sitive de discriminant D et f(x,y) s’envoie sur a[l,7] € a = [, 8] =
a[l,7] dans C(O) prouvant la surjectivité.

On a donc un une bijection d’ensemble entre C(D) et C(O). On admet
que la structure de groupe est préservée.

o iii) On admet le lemme suivant qui permet d’affimer que (a)~! =@ :
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Lemme 4.29. Soit O un ordre quadatique imaginaire. Alors :
— Pour a € O,a # 0, N(aO) = N(«).
— Pour des idéaux propres a et b, on a N(ab) = N(a)N(b)

— Pour un idéal propre a alors aa = N(a)O.
Démonstration. Voir [2] pour la démonstration. O

Maintenant, si m est représenté par f(z,y) alors m = d?a avec a qui
est proprement représenté par f(z,y).

On peut supposer f(z,y) = ax? + bry + cy®. Alors f(x,y) est envoyé
sur a = a[l, 7] donc N(a) = a.

Donc on a N(da) = d?a = m donc m est la norme de l'idéal de la
classe de a.

Réciproquement, supposons N(a) = m, on sait que a = a[l, 7] ou

ar? +br+c=0
Im(r) > 0 et { pecd(a.b.c) = 1.a > 0

Alors, f(z,y) = ax? + bwy + cy? est envoyé sur la classe de a. Il reste
a montrer que f(x,y) représente m.

Comme N(a) = Nia

on a donc m = N(a) = Néa)'

a=p-+qat
at =r+ sar, (p,q,1,5) € Z
2

Or a[l,7] =a C O =[1,ar| donc {

Alors, (p+ qat)T = r+ sat et comme at® = —bT —c on a p = as+ bq.

Donc :

(p2 — bgp + acqz)

((as + bq)* — bas + bq)q + acqg?)

—Q = |~

= E(a2s2 + absq + acq?)

= as® + bsq + cq¢?
= f(s,q)

Avec le iii) du théoréme précédent, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.30. Pour m € Z,m # 0 alors toute classe d’idéal dans C(O)
contient un idéal propre de O dont la norme est premiére avec m.
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4.2.4 Idéaux premiers et conducteurs

Soit O un ordre dans un corps quadratique de conducteur f.
Définition 4.31. Un idéal non nul a est premier a f si a+ fO = O.
On commence par un lemme :

Lemme 4.32. o Tout idéal a de O est premier avec f si et seulement
si sa norme N (a) est premiére avec f.

o Tout idéal de O premier avec f est propre.

Démonstration. Pour le premier item. Soit my : O/a — O/a la multiplica-
tion par f. Alors on a :

a+ fO = O si et seulement si my est surjective.

si et seulement si my est un isomorphisme.

Par le théoréme de structure des groupes abéliens finis, my est un isomor-
phisme si et seulement si pged(f, N(a)) = 1 prouvant le premier item.
Pour le second, soit 5 € K tel que Sa C a alors 8 € Ok et on a :

BO = Bla+ fO)
=Ba+ BfOca+ fOk

donc fOx C O montrant fO C O.
Alors, 8 € O montrant que a est un idéal propre. O

On peut donc affirmer que les idéaux de O premiers avec f appartiennent a
I(O) et sont fermés sous la multiplication car N(ab) = N(a)N(b) sont aussi
premiers avec f.

On notera I(O, f) C I(O) le sous-groupe engendré et P(O, f) celui des
idéaux principaux aO,a € O et la norme de N(a) est premiére avec f.

On peut donc décrire le groupe des classes C(O) en fonction de I(O, f) et
P(O, f).

Proposition 4.33. L’inclusion I(O, f) C 1(O) induit un isomorphisme :
1(0, f)/P(O, f) ~ 1(0)/P(0) ~ C(0)

Démonstration. L’application I(O, f) — C(O) est surjective, son noyau est
I(O, f)N P(O) contient P(O, f) mais I'inclusion P(O)NI(O, f) C P(O, f)
doit étre prouvé :

Un élement de I(O, f) N P(O) est un idéal fractionnaire aO = ab~! ol
a € K et a,b sont deux idéaux de O premiers avec f.

Soit m = N(b) alors mO = N(b)O = bb donc mb~! = b.

Donc ma® = amb~! = ab C O prouvant maO € P(O, f).

Alors a0 = maO(mO)~! € P(O, f). O]
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Pour tout ordre O, les idéaux premiers au conducteur se relient facile-
ment aux idéaux de I'ordre maximal O.

Définition 4.34. Pour un entier positif m, un idéal a de O premier a m
est de la forme a + mOg = Ok.

Cela revient a considérer pged(N(a),m) = 1. On a donc un sous-groupe
I (m) C Ik engendré par les idéaux de Ok premiers a m

Proposition 4.35. Soit O un ordre de conducteur f dans K un corps
quadratique imaginaire.

e 1) Sia est un idéal de Ok premier avec f alors a U O est un idéal de
O premier avec f de méme norme.

o i) Si a est un idéal de O premier avec f alors aOg est un idéal de
Ok premier avec f de méme norme.

o i) L’application a — aN O induit un isomorphisme I (f) ~ I1(O, f)
et son inverse est donné par a — aQOx

Démonstration. i) Soit a un idéal de Ok premier avec f. Comme O/anN O
s’injecte dans Ok /a et N(a) est premier avec f donc sa norme est N(anO)
montrant que a N O est premier avec f.

Pour la norme, considérons 'application naturelle O/anN O — Og/a.

Elle est injective et comme a est premier avec f on peut affirmer que la mul-
tiplication par f induit un isomorphisme de Ok /a. Mais comme fOx C O
on a la surjectivité. Cela prouve 1’égalité des normes donc i).

ii) Soit a un idéal de O premier avec f.
Comme aOg + fOg = (a + fO)Ox = Ok. On voit donc que aOk est
premier avec f et on a déja prouvé ’égalité des normes.
iii) On affirme que :
e 2)a0x NO = a quand a est un idéal de O premier avec f.

e b)(a0O)N Ok = a quand a est un idéal de Ok premier avec f.

Pour a) on a :
aOg NO = (a0 NO)O
= (a0 N O)(a+ fO)
Ca+ f(aOgNO)
Ca+a.fOk

Or fOg C O montrant ainsi que aOg N O C a, 'autre inclusion étant évi-
dente.
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Pour le b), on affirme a = a0 =a(anN O + fO) C (aNO)Ok + fa.
Toutefois, fa C fOx C O donc fa CanO C (aNO)Ok et a C (aNO)Ok
suit. L’autre inclusion étant évidetnte on a fini la preuve de 'affirmation.

On remarque que laffirmation et le i) implique I’égalité des normes au sens
de ii). De I'affirmation, on obtient une bijection entre le monoides des idéaux
de O et ceux de O premiers avec f. Comme a — a N O préserve la mul-
tiplication alors on a un isomorphsime Iy (f) ~ I(O, f). L’inverse étant
multiplicative, on a (ab)Ox = aOk.bOk on peut conclure. O

Pour conclure cette partie, on établir que tout idéal premier avec f possede
une décomposition unique comme produit d’idéaux premiers de O premiers
avec f. Décrivons le groupe des classe C(O) en fonction de I'ordre maximal :

Proposition 4.36. Soit O wun ordre de conducteur f dans un corps
quadratique tmaginaire K. Alors, on a les isomorphismes naturels :

L

C(O) ~ I(O,f)/P(O, f) ~ Ik(f)/Prz(f) ot Pxz(f) est le sous-
groupe de Ix(f) engendré par les idéaux principaux de la forme aOp
vérifiant :

a=a mod fOg pour a un entier premier avec f.

Démonstration. On a le premier isomorphisme grace a a la proposition 4.33.
Pour le second, remarquons a — aQpg induit un isomorphisme I(O, f) ~
Ik (f) gréace a la proposition 4.35. Sous cet isomorphisme P(O, f) C I(O, f)
est envoyé sur un sous-groupe C Ix(f). On est donc ramené a montrer que
P = Pk z(f). Tout d’abord, on montre que :

Pour tout « € O, a =a mod fOk,a € Z, pged(a, f) =1
si et seulement si « € O, pged(N(a), f) = 1.

On peut supposer que o« = a mod fOg avec a € Z et pged(a, f) = 1 alors
N(a) =a? mod f donc pged(N(a), f) = pged(a?, f) = 1.

Supposons @ = a mod fOk ou a € Z, pged(a, f) = 1.

Alors N(a) = a? mod f donc pged(N(a), f) = pged(a?, f) = 1.

Or fOx C O donc a € O.

Réciproquement, soit « € O = [1, fwg| ayant une norme premiére avec
f. Alors @ = a mod fOk pour un certain a € Z. Mais pged(N(a), f) =1
et N(a) =a® mod f donc pged(a, f) = 1 montre 1’équivalence.

Enfin, on sait que P(O, f) est engendré par des idéaux aO,a € O et
pged(N(a), f) = 1 et grace & I'équivalence cela implique P = Px (O, f) O
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5 Anneaux du corps de classes

Ici on va relier la théorie du corps de classe avec la notion d’ordre dans le
cas des corps quadratiques. Ce travail algébrique préliminaire est une étape
pour réussir a atteindre notre objectif. La principale référence pour cette
section est [2] méme si [1] peut étre aussi utile par moments.

5.1 Premiéres définitions

Soient K un corps de nombres et un idéal m de Ok vu comme un module
de I (m) et Pg 1(m). On se limitera ici au cas ot K est un corps imaginaire
quadratique. On aura donc que m est un idéal principal aOg et on aura
Ik (m) et Pg 1(m). Soit O un ordre de conducteur f.

D’un autre coté, on a : C(O) ~ Ix(f)/Pkz(f).

De lautre coté, Pk 1(f) C Prz(f) C Ik(f). Ainsi, C(O) est un groupe de
classes d’idéaux de K pour le module fOg. Grace au théoreme 2.29, cela
détermine une unique extension abélienne L de K.

Définition 5.1. On désigne par L l'anneau du corps de classe de l'ordre O.

Proposition 5.2. o L’application d’Artin nous fournit donne :

C(O) =~ Ik(f)/Prz(f) =~ Gal(L/K).
o Tous les premiers de K ramifié dans L divise fOy.
o [L:K]=h(0).

Remarque 5.3. Pour l’ordre mazximal Ok son anneau de corps de classe
est le corps de classe de Hilbert de K.

Proposition 5.4. Soit L l’anneau du corps de classe d’un ordre O dans un
corps quadratique imaginaire K. Alors, L est une extension galoisienne de
Q et on a Gal(L/Q) ~ Gal(L/K) x (Z/2Z) ou l’élément non trivial de Z/27
agit sur Gal(L/K) en envoyant o sur son inverse o= '.

Démonstration. Tout d’abord, montrons 7(L) = L ou 7 est la conjugaison
complexe.
Soit m désignant le module fOk et remarquons 7(m) = m. On rappelle que

(L/—K) est I’application d’Artin. Comme Ker (L/—K) = Pg7(f) un calcul
: m m

facile montre que :

Ker <L/K)m = 7(Ker (L/K>m)



Donc Ker (M> = Ker (L) . Alors, 7(L) = L grace au théoréme
m

2.29. De ce fait, L/ (n@ est galoisienne et on a la suite exacte :
1 — Gal(L/K) — Gal(L/Q) — Gal(K/Q) ~ Z/2Z — 1

Comme 7 € Gal(L/Q), on a Gal(L/K) x (Z/2Z) ou I'élément non trivial de
7./27 agit par conjugaison par T.
Pour un premier p de K, on a :
(o)
7(p)
(5°)
p

L/K
T (/ ) 71
b
Sous I'isomorphisme Ik (f)/Pk z(f) ~ Gal(L/K) la conjugaison par 7 dans
Gal(L/K) correspond a 'action usuelle de 7 sur Ix(f).
Mais si a est un idéal de Ik (f) alors ad = N(a)Og € Prz(f). O

5.2 Extensions diédrales généralisées

Soient K un corps quadratique imaginaire de discriminant dg, L/K une
extension (galoisienne) abélienne. Comme la conjugaison complexe 7 est un
automorphisme de L, on a Gal(L/Q) ~ Gal(L/K) x Z /27 ou I’élément non
trivial de Z/27Z agit sur Gal(L/K) par conjugaison par 7.

Définition 5.5. Une extension abélienne L/K est une extension diédrale
généralisée de Q si l'action de son groupe de Galois envoie tout élémént de
Gal(L/K) sur son inverse.

Avec la proposition 5.4, on a montré tout anneau de corps de classe L est
une extension diédrale généralisée sur Q.

Théoréme 5.6. Soit K un corps quadratique imaginaire.
Alors une extension abélienne L de K est une extension diédrale généralisée
st et seulement L est contenu dans un anneau du corps de classe de K.

Démonstration. Tout d’abord, on sait qu’une extension de K contenu dans
un anneau du corps de classe de K est une extension diédrale généralisée.

Réciproquement, fixons L/K abélienne diédrale généralisée sur Q.

Par la loi de réciprocité d’Artin, il existe un idéal m et un sous-groupe
Pg 1(m) C H C Ig(m) tel que 'application d’Artin induit un isomorphisme
Ix(m)/H = Gal(L/K).

On a vu que si m est assez grand, on peut supposer m = fOg pour un f
entier. On peut supposer di|f.

Pour prouver le théoreme, il suffit de montrer que Px z(f) C H cela im-
pliquant que L appartient & 'anneau du corps de classe pour 'ordre de
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conducteur f dans Og.
De la définition de Pk z(f), on doit prouver la propriété suivante :

ce€Z,cNf=1lu=c mod f = uOg € H (5)

On utilise le fait que Pr1(fOk) C H : si o, 8 € Ok sont premiers avec f
alors on affirme que :

a=p mod fO donc (aOk € H si et seulement si SOk € H)  (6)

Pour prouver cela, prenons v € Ok tel que ay =1 mod fOfk) alors gy =
1 mod fOk est vraie donc on a ayOg, 7Ok € Px1(fOk) C H donc
Paffirmation suit.

Alors, on a (5) si et seulement si c € Z,c A f =1 donc cOk € H.

Pour voir le lien entre (5) et le fait que L que soit une extension diédrale
généralisé sur Q, prenons I'isomorphisme I (m)/H = Gal(L/K), on sait
que la conjugaison par 7 sous Gal(L/K) correspond a l'action usuelle de 7
sur Ix(f). Alors le fait que L soit une extension diédrale généralisé sur Q
signifie que pour tout a € I (f) la classe de @ est donnée par 'inverse de a
dans Ix(f)/H donc aa € H. Comme ad = N(a)Og, on a :

Va € Ix(f),N(a)Og € H (7)

On est amené a montrer que (7) implique (5).

Notons qu'il suffit de prouver (5) quand c¢ est un premier p ne divisant par
f- Rappelons que dg|f donc p ne divise pas di si et seulement si p est non
ramifiée

o p est décomposé alors p = N(p) ou p est un facteur premier de pOg-.
Alors, grace a (7), on a pOg = N(p)Og € H comme voulu.

dx

e Sinon, = —1. Soit ¢ un premier tel que ¢ = —p mod [ grace

au théoreme de Dirichlet. On affirme que ¢ se décompose totalement
dans ce cas.

On sait que %) induit un morphisme bien défini :

X:(Z/dgZ)* — { £1} et comme dg < 0, on sait que x([—1]) = —1.
d

Or dg|f, on a ¢ = —p mod dg) et donc (;) = x([q]) = x([-pl)-

Donc, on a :

<dK> = x([~1])x([p))



Donc ¢ se décompose totalement, cela implique que Ok € H et donc
q = —p mod fOg. Cela implique que ¢qOx € H et donc ¢ = —p
mod fOg) et (6) implique que pOg = (—p)Ok € H prouvant (5).

O]

On a donc une caractérisation de certaines extensions abéliennes d’un corps
quadratique imaginaire, notre but final étant généraliser le théoréeme de
Kronecker-Weber au cas des corps quadratiques imaginaires.

5.3 Un exemple de lien entre la ramification et I’anneau du
corps de classe

On conclut ce chapitre par un exemple qui nous sera utile dans une
démonstration plus tard :

Théoreme 5.7. Soient n > 0 un entier et L [’anneau du corps de classe
de Z[\/—n| dans le corps quadratique imaginaire K = Q(v/—n). Si p est un
premier impaire ne divisant pas n alors :

p=x+ ny si et seulement si p se décompose totlament dans L.

Démonstration. Soit O = Z[y/—n], son discriminant est —4n = f2dg, f
étant le conducteur de 0. Soit p un premier impair ne divisant pas n. Alors
p ne divise pas f2dx impliquant que p n’est pas ramifié dans K. Notre but
est de montrer les équivalences suivantes :

p=a4+ny? <= pOg =pp, p#petp=a0g,acO
— pOg =pp, p#petp € Prz(f)
B _ L/K
< pOkg =pp, p#pet ({3):1

< pOg =pp, p #p et p se décompose totalement dans L

<= p se décompose totalement dans L.

Pour la premiere équivalence, supposons p = x2 + ny? = (z + v/—ny)(x —
v/—ny). Si on pose p = (z + /—ny)Ok alors pOx = pp est la factorisation
en facteurs premiers de pOg dans Og. De plus, z ++/—ny € O et p # p car
p est non ramifié dans K.

Réciproquement, si pO = pp ot p = (x + /—ny)Of, on a p = x + ny?.

Comme p ne divise pas f, la deuxiéme équivalence découle de la propo-
sition 4.36.

Pour les deux suivantes, I'isomorphisme Gal(L/K) ~ Ix(f)/Pkz(f) nous
montre, par I’application d’Artin que p € PKZ( f) si et seulement si (L/TK)
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si et seulement si p se décompose totalement dans L.

Pour la derniére équivalence, la propostion 5.4 montre que L/Q est ga-
loisienne donc p se ramifie totalement dans L. ]
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6 Reéseaux et fonctions elliptiques

Notre but est maintenant d’établir que le j-invariant d’un réseau A de
C est un entier algébrique. Pour cela, on commence a faire un pas vers la
géométrie grace a I'analyse complexe. Nous allons introduire dans le plan
complexe, par ordre d’apparition, la notion de réseaux puis de fonction el-
liptiques pour pouvoir définir la notion de j-invariant. Les références pour
cette section sont [2] et [0].

6.1 Réseaux et fonctions elliptiques

On commence par définir quelques objets basiques. Tout d’abord la no-
tion de réseaux qui va devenir rapidement incontournable pour notre propos :

Définition 6.1. Un sous-ensemble A C C est un réseau de C si c’est un
sous-groupe additif engendré par deur mombres complexes wy et wy tel que
(w1, we) soit une famille R-libre. On écrira A = [wy,ws].

Introduisons un peu d’analyse complexe dans notre raisonnement. Cela nous
permettra de mieux comprendre la notion de réseau (et plus tard de courbes
elliptiques) :

Définition 6.2. Soit A un réseau de C, une fonction f définie sur C, excepté
aux singularités isolées, est elliptique pour A si elle vérifie :

o f est méromorphe sur C.
e Pourtoutw € A, et z€ C\ A, f(z4+w) = f(2).

Le deuxiéeme item est équivalent a :
Si A = [w1,ws], pour tout z € C\ A, on a f(z+wi1) = f(z+w2) = f(2).

Intéressons nous a une fonction elliptique, la p-fonction de Weierstrass :

Définition 6.3. Pour un réseau A, et pour z € C\ A,on définit la p-fonction
de Weierstrass par :

1 1 1

wi=he ¥ (2
2 ko \E W)W

Quand il n’y aura aucune ambiguité sur le réseau A on notera pj(z) = p(2)

Nous caractérisons maintenant les propriétés des p-fonction de Weierstrass :
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Théoréme 6.4. e o1 est une fonction elliptique.
De plus, les singularités sont les points de A et ce sont des poles d’ordre
deux.

1 1
o En posant ga(A) = 603 ,cp wro o et ga(A) = 1403 ,cp w0 6 o"
a:

(94 (2))* = 4pa(2) — g2(M)pa(2) — g3(A).

o Pour z,w & A tel que z+w & A on a la loi additive :
1 (o)(

PA(z +w) = —pa(2) — palw —(

( ) =) ) 4 \pa(2) — pa(w)

Démonstration. Premier item

On commence par établir un lemme :
1
Lemme 6.5. Pour r > 2, la série G,(A) = > ,ep 20 —5 converge absolu-
T w
ment.

Démonstration du lemme. Si A = w1, ws], on doit montrer que :

1
= _—— COIlveI‘ge
WGAZ:W&O || (m,n)ze%N*P |mwy + nwal”

Posons, M = min{|zw; + yws| tel que 2% + y* = 1}.
Alors, pour tout x,y € R, |zwy + ywa| < M/2? + y2.
Donc, on obtient :

1 1 1
<

>

lmwt + nwo|” — M7 (m2 4+ n2)5
(m,n)e(N*)2 ‘mwl + 7/u")2|’r M (m,n)€(N*)2 (m +n )2
s s 1
En comparant la somme de droite & l'intégrale [ [ . y2>1 ﬁda:dy
21 (42 4 y2)3
on conclut que la somme converge quand r > 2. O

Maintenant, montrons que g, est holomorphe sur C — A.

Si Q C C compact tel que Q@ N A = (), il sufit de montrer que la somme
ci-dessous converge absolument et uniformément sur €2 :

we=3+ ¥ (= 2)

weN,w#0
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Soit R € R tel que pour tout z € €, |z| < R.
Supposons maintenant que z € Q et w € A tel que |w| < 2R.

Alors |z —w| > 5]0)\ et on voit que :

11 22w — z)
‘(z—w)Q w2| = |w2(z—w)2|

_ R@lw| +3lw) _ 10R

1 - 3
wiaGle !

Comme |w| > 2R pour un nombre fini d’élément de A, on a grace au lemme
6.5 que cette somme converge absolument et uniformément sur €.

Ainsi, p est holomorphe sur C\ A et posseéde un pdle d’ordre 2 en 'origine.
Comme (—z —w)? = (z — (—w))?, l'identité p,(—2z) = 1 (2) montre que g,
est une fonction paire qui converge absolument.

Attelons nous a la périodicité maintenant. Cela est un peu plus astucieux.
On commence par dériver une premiere fois :

Ph(z)=-2)" (z—lw)3

wEA

Cette série converge absolument et on voit que @/, est elliptique pour A.
Maintenant, supposons que A = [wy, wa], les fonctions p(z) et pa(z + w;)
ont la méme dérivée car @, est périodique.

Ainsi, on a pj(2) = p(z + w;) + C. En évaluant en —% ZA ona:

—wj —wj
on( 5 ):@A(TJFM)JFC
Cwr
= oa( 5 )+C

Comme g, est paire, on a C' = 0 et la périodicité est établie. De ce fait, les
poles de pp seront d’ordre 2 et se sont des points de A.

Deuxiéme item
On va calculer la série de Laurent de p, en 'origine.

Lemme 6.6. Au voisinage de l’origine, on a :
1
pa(z) = o + 2(2” +1)Gant2(A) 2"

n<l
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Démonstration du lemme. Pour |x| <1, on a :

1

- 1+ (n+1)a™

n>1

. z
Donc si |z| < w, on peut poser x = — et on a :
w

1 1

n+1 .
CEER _nglwnﬂz :

En sommant pour tout w € A,w # 0, on a grace a la convergence absolue :

1
=

+ ) (04 1)Grya(A)2"

n>1

pA(2)

On obtient I'identité désirée en notant que p, est une fonction paire. De ce
fait, les coefficients impairs sont nuls et on peut conclure. ]

De ce lemme on obtient par un calcul simple :

-2
2% PEaNS > 2n(2n + 1)Ganya(A) 2

n<l
1 9G4(A
@?\:E‘F ;12( )—|—15G6(A)+...
4 24G4(A
(¥h)° =5 - Z‘;( ) 80G(A) + ..

Maintenant, considérons la fonction elliptique :
F(2) = ph ()2 — 4p(2) + 60G4(A)p(2) + 140G5(A)

On voit que F' s’annule pour z = 0 et par périodicité, elle est nulle sur A.
Cependant, elle est holomorphe sur C — A donc F' est entiere. Par le théo-
reme de Liouville, elle est constante donc identiquement nulle.

Or g2(A) = 60G4(A) et g3(A) = 140G¢(A), le deuxiéme item est établi.

Troisieme item
Encore une fois, on commence par établir un lemme :

Lemme 6.7. Siz,w & A, pp(z) = pa(w) si et seulement si z = +w mod A.

Démonstration du lemme. Supposons z = +w mod A, comme gy, est paire,
on a l'égalité.

50



Réciproquement, supposons que A = [wy,ws] et fixons un nombre
-1<é<0.

Soient P = {sw; + twy : 0 < s,t < 0 + 1} un parallélogramme et T’
I’ensemble-limite orienté dans le sens des aiguilles d’une montre. Notons
que tout nombre complexe est congru modulo A & un nombre dans P.
Fixons w et considérons f(z) = pa(2) — pa(w). En ajustant d, on peut s’as-
surer que f ni de zéro ni de poéle dans I'. Alors, en notant, avec multiplicité,
Z(resp. P) le nombre de zéros (resp. poles), on a :

1 /!
—/ &), 7 _p
2ri Jr f(2)
!
];((Z)) est périodique, l'intégrale s’annule sur les bords de I' et
z

dz = 0 montrant Z = P.

Comme

f'(z)
fF ( Z)
P est facile a calculer. Par définition de P, 0 est le pole de f dans P.
De plus, il est double donc Z = P = 2.

On a deux cas a considérer :

e SiSiw# —w mod A alors w et —w sont deux points distincts de P et
ce sont deux zéros de f du fait que Z = 2. Ils sont donc de multiplicité

1.
e Siw=—w mod A alors 2w € A et comme g/ est une fonction impaire
on obtient :
P (W) = ph(w — 2w)
= pr(-w)
= —ph(w)

Donc g/ (w) = 0. Ainsi modulo A, w fournit un zéro de f d’ordre au
moins 2 dans P comme Z = 2 on peut conclure.

O]

Grace a la démonstration du lemme 6.7 on a obtenu :
Corollaire 6.8. Siw ¢ A, o' (w) =0 si et seulement si 2w € A.

Etablissons le troisiéme item. On fixe w ¢ A et on considere la fonction
elliptique :

G(2z) = pa(z +w) + pa(z) + pa(w) — =
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G est une fonction holomorphe sur C qui s’annule en 'origine. Le théoreme
de Liouville implique donc que G est identiquement nulle.

Avec le lemme 6.7, les possibles singularités de G proviennent de trois en-
droits :

e A
o A+ {w}
C A fu)

Par périodicité, il suffira de considérer G(0), G(w) et G(—w).
Pour G(0).
Le développement en série de Laurent de gy, et g; nous donnent :

2 2
JECEREN i
4 \pa(z) — pa(w) 4 % —on(2)+ ...

1
:?—FQ@A(w)—i—...

1 1
Ainsi, G(z) = goA(z+w)+pA(w)+;+- . -—?—ZQA(w)—. .. donc G(0) = 0.

Supposons 2w ¢ A, avec la régle de ’'Hospital, on obtient :

TRLE:
2/((@)) '

Gw) = p(2) + 20(0) - 5 (

Comme 2w ¢ A, le corollaire 6.8 montre que p(w) # 0 et G(w) est défini.
On est ramené a considérer G(—w).
On calcule la série de Laurent pour z = —w :

p(z+w):m+

p(2) = p(—w) + @' (-w)(z +w) +... = p(w) = P'(W)(z +w) + ...

ol +... référe aux puissances supérieurs de z + w. Comme '(w) # 0, ces
formules nous permettent de montrer que G(—w) est définie en utilisant le
fait que g est une fonction paire.

Donc G est holomorphe et s’annule en 0 donc G est nulle partout.

Il reste a considérer le cas 2w € A. Considérons (wy,)nen tel que wy, converge
vers w et pour tout n € N, 2w, € A.

Donc ce qui précéde s’applique pour chaque terme de la suite, en utilisant
le prolongement analytique. O
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6.2 j-invariant d’un réseau

On définit la relation d’équivalence entre deux réseaux :

Définition 6.9. Deuz réseauz A, A’ de C sont homothétique s’il existe
A € C* tel que A" = \A.

Remarque 6.10. Si f est une fonction elliptique pour A alors f(A=1.) est
une fonction elliptique pour AA et on a pyp(N.) = A4 (.)

On va introduire la notion de j-invariant pour pouvoir classifier les réseaux.
Avec le théoréme 6.4, on a l'existence de deux constantes dans 1’équation
différentielle vérifié par la p-fonction de Weierstrass gs et g3 qui ne dépendent
que du réseau A.

Définition 6.11. Pour un réseau A, on pose A(A) = go(A)? — 27g3(A)2.

Notons que A(A) est relié au discriminant de ’équation 2 — go(A)z — g3(A).
En notant (eq, es, e3) les racines de ce polynoéme on obtient :
A(A) = 16(61 - 62)2(61 — 63)2(62 - 63)2.

Proposition 6.12. Si A est un réseau alors A(A) # 0.

Démonstration. Siw & A et 2w € A alors p)y (w) = 0.

Ainsi, on a 0 = px(w)Q = 4pp(w)3 — ga(A)pa(w) — g3(A). Donc pp(w) est
une racine de 423 — go(A)x — g3(A).

Si A = [w1,ws] ce processus fournit trois racines

w1 g) ot pA(M%—wz

oa(5)s a5 5

). Elles sont distinctes pour deux raisons :

e Siz,y ¢ Aalors z =4y mod A si et seulement si pp(x) = pa(y).

w1 +w
1+ W sont distinctes modulo A.

w1 w2
o +— +— et *
979 °

Alors les racines de 423 — go(A)z — g3(A) sont simples donc A(A) # 0. O
On peut maintenant définir le nombre j(A) :

Définition 6.13. On définit le j-invariant d’un réseau A par :

g2(A)?
A(A)

ga(A)?
92(A)? — 27g3(A)

§(A) = 1728

= 1728

Remarque 6.14. Si A est un réseau alors A(A) # 0 donc j(A) est toujours
défini.
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On caractérise son intérét :

Théoréme 6.15. Pour A, A\’ deuz réseaux de C on a :
J(A) = j§(A) si et seulement s’il existe A € C, A" = A\A.

Démonstration. Si A € C, non nul, tel que A’ = AA alors la définition de
ga(A) et g3(A) implique que go(AA) = A"%ga(A) et g3(AA) = A~ 0g3(A).
Donc j(AA) = j(A).

Réciproquement, supposons que A et A’ sont des réseaux tels que j(A) =
j(A'). On affirme qu'il existe A € C tel que go(A') = A"4ga(A) et g3(A') =
A 0g3(A).

Quand g2(A’) # 0 et g3(A’) # 0 on peut choisir un nombre X\ tel que

A= 92(A)
g2(N) )
Comme j(A) = j(A’) on a A2 = (;}j((ﬁl))) donc A6 = ij;((j:/))

En remplacant A par i\ si nécessaire, on peut supposer que le signe est +
et laffirmation suit.

Avec la remarque 6.14, on a ga2(A’) = 0 ou g3(A’) = 0 mais les deux ne
peuvent pas ’étre simultanément.

Si g2(A’) = 0, on a j(A) = j(A’) = 0 donc pour A = 0 on a les égalités
voulues.

Si g3(A’) = 0, on a j(A) = j(A') = 1 donc pour A = 1 on a les égalités
voulues.

Pour exploiter 'affirmation on aura besoin du lemme :

Lemme 6.16. On rappelle qu’au voisinage de 0, on a :

pA(Z) = 2172 + Z(Qn + 1)G2n+2(A)Z2n.

n>1

Alors, pour n > 1, le coefficient (2n 4+ 1)Gapt2(A) de 22n est un polynome
de Q[X] indépendant de A en ga(A) et g3(A).

Démonstration du lemme. Par simplicité, on notera a, = (2n+1)Gap42(A).
Tout d’abord, on a en dérivant :

i (2)7 = 4pa(2)° — g2(M)pa(2) — gs(A).

oh(z) = 6pa(2)* — Soa(A)
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En appliquant le développement en série de Laurent et en comparant les
coefficients de 222, on voit que pour n > 3 on obtient :

2n(2n — 1)a, = 6(2a, + Z AiQn—1—i)-
1<i<n—2
Donc (2n 4+ 3)(n — 2)a, =3 Z Aip—1—i-
1<i<n—2

g2 (A) = 60G4(A) = 20@1

g3(A) = 140G¢(A) = 28as.

Par une récurrence directe, on montre que a, est polyndémiale & coefficients
rationnels en go(A) et g3(A) prouvant ainsi le lemme. O

Comme {

Maintenant, supposons que A et A’ sont des réseaux comme dans 1’affirma-
tion pour une certaine constante A. Montrons que A’ = A\A.

ga(AN') = A" ga(A) : 92(A) = g2(AA)
Comme on a { g5(A) = A~Bgs(A) on obtient donc { gs(A) = gs(A\A)
Donc grace au lemme 6.16 on peut conclure que pyp et pa ont la méme
série de Laurent au voisinagine de 0 donc ppr = @y sur C.
Comme ’ensemble des poles de p est le réseau, le théoréme est étabit. [J

On finit cette section par définir la fonction j associé aux j-invariants.

Définition 6.17. On rappelle que H ={z € C,z = z + iy/y > 0}.
On peut définir une fonction j : 7 € H+— j([1,7]).
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7 La fonction )

Dans cette section, on établit le fait que j-invariant d’un réseau est un
nombre algébrique. Cela sera 'occasion de faire une bréve étude de la fonc-
tion j. La référence pour cette section est [2].

7.1 Le j-invariant d’un réseau est un nombre algébrique

Nous allons maintenant introduire la notion de multiplication complexe
pour établir que je j-invariant d’un réseau est un nombre algébrique.

Pour un ordre O dans un corps quadratique imaginaire K et a un idéal
fractionnaire propre de O, on a a = [a, 3] avec a, 5 € K.

On considéra K comme un sous-ensemble de C et comme K est un corps
quadratique imaginaire, on sait que («, 3) est une famille R-libre.

Donc a est un réseau de C alors nous pouvons définir

Définition 7.1. On appelle j(a) le module singulier.

On commence par établir une propriété des fonction utile des fonctions el-
liptiques :

Proposition 7.2. Le corps des fonctions elliptiques paires (par rapport a
A = [wr,w9]) est C(p(2)).

Avant de prouver la proposition, on établit un lemme :

Lemme 7.3. Soit f une fonction elliptique paire (par rapport a A) ayant
un zéro(resp. un pole) d’ordre m en u. Alors f a un zéro (resp. un pole)
d’ordre m en —u car f®)(u) = (=1)FfF) (—u).

En outre, si u =—u mod A alors f a un zéro (resp. un pole) d’ordre paire
en u.
Démonstration. Tout d’abord, notons que u© = —u mod A si et seulement

si 2u = 0 mod A. Sur le tore C/A, on a exactement quatres représentants
0,45, 2, % dans un parallélogramme périodique

i.e pour o € C, 'ensemble {a + tjwy +tows | 0 <t; < 1,4 € {1,2}}.

Du fait que f est paire alors f’ est impaire.

Or comme u = —u mod A et f’ est périodique, on peut affirmer que

f'(u) = 0 donc f posséde un zéro d’ordre au moins deux.

Siu# 0 mod A alors la fonction ¢g(2) = p(z) — p(u) a un zéro d’ordre au
moins deux grace au lemme 6.7. Donc 5 est une fonction paire, elliptique et
holomorphe en u.

Siu =0 mod A alors on pose g = é et en argumentant de maniéere similaire,
on obtient que f posséde un zéro d’ordre paire en u.

e Si % # 0 alors f a un zéro d’ordre deux en u.
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e Si % = 0 alors g a un zéro d’ordre au moins deux en u et on peut

répéter I'argument précédent.
O

Démonstration (de la proposition 7.2).

Soit (u;)1<i<r une famille de points contenant un réprésentant de chaque
classe (u, —u)( mod A) ou f posséde un zéro ou un poéle et la classe de A.
Si 2u; 20 mod A, on pose m; est l'ordre de u; pour f.

Si 2u; =0 mod A, on pose m; désignera la moitié 'ordre de u; pour f.

Avec le lemme 7.3, pour a € C, a # 0 mod A, la fonction p(z) — p(a)
possede un zéro d’ordre deux en a si et seulement si 2a =0 mod A. Sinon,
cette fonction posseéde deux zéros d’ordre un distincts en a et —a.

Donc pour tout z # 0 mod A, la fonction [];<;<,(p(2) — p(ui))™ possede
des zéros de méme ordre que f en z. Comme S m; = 0, cela est aussi vrai
en 0. Ainsi, ce produit est une fonction elliptique sans zéro ni pole, donc elle
est constante établissant la proposition. O

Remarque 7.4. On peut généraliser facilement le résulat et montrer que le
corps des fonctions elliptiques par rapport a A est engendré par ¢ et ¢'.

Maintenant, on va réaliser une premiere approche de la notion de multipli-
cation complexe au travers des fonctions elliptiques. Nous la généraliserons,
plus tard, aux courbes elliptiques :

Théoréme 7.5. Soit A un réseau de C et on notera p = gy, la p-fonction de
Weierstrass associé a A. Alors, pour tout o« € C\Z et z € C, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

o i) p(a.): z € Cr p(az) est une fonction rationnelle en p(z).
o 1) oA C A.

o i) Il existe un ordre O de K tel que o € O et A est homothétique a
un idéal propre de O

De plus, si l'une des conditions est satisfaite on a :

()
#l0%) = Blo(z)

et ou A, B sont deux polynomes tel que :

deg(A) =deg(B) +1
= [A: aA]
= N(«)
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Avant d’entamer la démonstration de ce théoreme, grace au troisieme item
c’est 'occasion de définir une nouvelle notion :

Définition 7.6. O est l'anneau de multiplication complexe du réseau A.

Démonstration. i) implique ii)
Si p(az) est rationnelle en p(z) alors il existe A, B deux polynomes tel que :

B(p(2))p(az) = Ap(2)) (8)

Or, p(z) comme p(az) ont toutes deux un pole double en l'origine. De ce
fait, on a :

deg(A) = deg(B) + 1 9)

Maintenant, soit w € A grace a (8) et (9) on peut affirmer que p(«.) possede
un pdle en w montrant que g possede un pole en aw. Donc aA C A.

ii) implique 1)

Si A C A, il suit que p(«.) est méromorphe et possede A comme réseau de
période. De plus, remarquons que @(«.) est paire car p 'est.

La proposition 7.2 permet de conclure.

ii) implique iii)

Supposons aA C A, en remplagant A par AA pour un A qui convient, on
peut supposer que 7 € C\ R, A =[1,7].

Alors, aA C A signifie que @ = a + b7 et ar = ¢ + d7 pour des entiers
a,b,c,d.

On obtient donc 7 =

+dr

a+ o1
b2+ (a—d)T —c=0.
Mais 7 € R, on a b # 0 et K = Q(7) est un corps quadratique imaginaire.
Ainsi, il découle que O = {p € K | BA C A} est un ordre de K pour lequel
A est un idéal propre de O et comme a € O on a fini.

nous fournissant ainsi I’équation quadratique

iii) implique ii) est trivial.

Pour la derniére partie du théoréeme, supposons que :

Alp(2))
B(p(2))

Comme deg(A) = deg(B) + 1, en admettant N(a) = [l : @A] on est ramené
a montrer que deg(A4) = [A : aA].

plaz) =

Fixons z € C tel que 2z € 1 A et considérons le polynome A(z) — p(az)B(x).
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Ce polynoéme est de méme degré que A et z peut étre choisi car les racines

sont distinctes. Alors, on prend A C —A et soit {w;} un ensemble de repré-
a

1
sentants de A dans —A. On a besoin d’un dernier lemme pour conclure. On
«@

affirme que :

Lemme 7.7. Les p(z+w;) sont distints et fournissent toutes les racines de
A(z) — p(az)B(z).

Démonstration du lemme. Commengons par montrer que les p(z + w;) sont
distints. Par I’absurde, on a pour certain ¢ # j, p(z + w;) = p(z + w;).
Alors, on a z + w; = £(2 +w;) mod A.

e Siz+w; =2+ w; mod A on aw; =w; mod A aboutissant a une
contradiction.

e Sinon, 2z = w; — w; mod A et on aboutit a une contradiction car

2z & lA.
a

Montrant donc que les p(z 4+ w;) sont distincts.

De p(az) = Ezii;; on obtient :
Ap(z + wi)) = p(a(z +wi)) B(p(z + wi)).

Cela montre que (z + w;) sont les racines de A(z) — p(az)B(z).
Il ne reste qu’a montrer qu’on les a toutes.

Soit u une autre racine. Notons que B(u) # 0 car si B(u) = 0 alors A(u) =
ce qui est impossible car A, B sont premiers entre eux.

Pour un certain w € C, on a u = p(w).

Aw)  Alp(w) _
B(u)  B(p(w)) ’

On obtient donc aw = +az mod A. En changeant w pour —w si nécessaire,

Ainsi, p(az) =

1
on peut supposer w = z mod —A.
Q

Cela montre que pour un certain 7, w = z +w; mod A donc on voit
u = p(w) = p(z + w;) est une des racines connues prouvant ainsi le lemme.
O

Cela implique que :
deg(A) = [1A : A] —[A:aA].
o

suffisant & prouver le théoreéme. ]
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Remarque 7.8. Ce théoreme montre que si une fonction elliptique a une
multiplication par un certain o € C\ R alors elle a une multiplication pour
un ordre O dans un corps quadratique imaginaire.

Remarque 7.9. Le nom de multiplication complexe provient du fait que les
éléments de O\ Z sont purement imaginaires.

On en profite pour établir une nouvelle correspondance :

Corollaire 7.10. Pour O un ordre dans K un corps quadratique imagi-
naire. On a une correspondance 1 — 1 entre le groupe des classes C(Q) et
les classes d’homothéhie de réseaux de C qui ont O pour anneau de multi-
plication complezxe.

Démonstration. Fixons un ordre O dans un corps quadratique imaginaire K
et considérons un réseau A ot O est 'anneau de multiplication complexe. Le
théoreme 7.5 permet d’affirmer que A est un idéal fractionnaire propre de O.

Réciproquement, tout idéal fractionnaire propre de O est un réseau avec
O comme anneau de multiplication complexe.

De plus, deux idéaux fractionnaires propres sont homothétiques comme ré-
seau si et seulement s’ils déterminent la méme classe dans le groupe des
classes d'idéaux C'(O).

En effet, si A et A’ sont deux idéaux fractionnaires propres qui appartiennent
a la méme classe dans C'(Q) alors il existe v € O tel que A’ = vA ce qui
permet de conclure.

Si A et A’ sont deux réseaux homothétiques, alors avec le théoréme 7.5, on
sait que A et A’ sont homothétique a deux idéaux propres de O@. En com-
binant cela avec notre hypotheése de départ, on peut conclure que A et A’
appartiennent a la méme classe dans C(O). O

Pour conclure cette section, on établit le fait que le j-invariant d’un réseau
est un nombre algébrique sur Q :

Théoreme 7.11. Si O est un ordre d’un corps quadratique imaginaire K
et a un idéal fractionnaire propre de O.
Alors, j(a) est un nombre algébrique sur Q de degré au plus h(O).

Démonstration. On sait que la série de Laurent de p peut s’écrire :
1

p(z) = 5 + E “an(g2,93)2""
z
n>1

ol ay(ge2,g3) est un polynéome en g, g3 a coefficients rationnels. On écrira
désormais p(z, g2, g3) pour montrer cette relation.
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Pour tout a € O, p(az) est une fonction rationnelle en p(z). On a donc :

Ap(z, g2, 93))

Blp(,g2.95)) (10)

@(042» 92, 93) =

1
On a la série de Laurent p(az,g2,93) = pE) + 21 an(92, g3)a?"2%" qui

peut étre vu comme l'identité dans le corps C((z)) des séries méromorphes
de Laurent. On rappelle que C((z)) est le corps de fonction de 'anneau des
séries formelles de C[[z]].

Si o est un automorphisme de C, alors ¢ induit un automorphisme sur C((2))
qui agit sur les coefficients en appliquant o a (10) et en posant A (resp.
B?) le polynéme obtenu en appliquant o aux coefficients de A (resp. B) :

A% (p(a(2),0(g2),(g3))
B(p(a(2),0(92),0(93))

Aussi, comme g3 — 273 # 0 on a o(g2)® — 270 (g3)? # 0.

On montrera plus tard que cela assure que A soit un réseau tel que
92(A) = o(g2)
g3(A) = o(g3)

est la série de Laurent de la p-fonction de Weierstrass donc pp a une mul-

tiplication complexe pour o(a).

Cela est vrai pour tout a € O donc si O est anneau de toute les mulplica-

tions complexes, nous avons prouvé que O = o(0) C O'.

Si on travaille avec 0! en interchangeant a et A, les arguments ci-dessus

montrent @ C O et donc que O est 'anneau de toutes les multiplications

complexes entre a et A.

plo(a)z,0(g2),0(93)) =

Ainsi, les séries formelles de Laurent (p(o(z),0(g2),0(g3))

Maintenant, considérons les j-invariants. Les formules pour g2(A) et g3(A)
montrent que j(A) = o(j(a)). Comme A a O pour anneau de multiplication
complexe, la correspondance entre C'(O) et les classes d’homothéties qui ont
O pour anneau de multiplication complexe.

On a donc h(O) possibilités pour j(A) et au plus o(j(a)) possibilités. Du
fait que o est arbitraire, il suit que j(a) doit étre un nombre algébrique et
son polynéme minimal sur Q est d’ordre au plus h(O). ]

Soit a un idéal fractionnaire propre d’un ordre O dans un corps quadratique
K, le but de cette section est d’expliciter la connexion entre j(a) et ’anneau
du corps de classe de O.
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7.2 La fonction j

Soit A un réseau de C et H = {2z € C,z = z + iy/y > 0}. Pour 7 € H,
on s’intéresse au réseau [1,7]. On a donc j(7) = j([1,7]) et

1
92(1) = g2([1,7]) = 60 > A
()£ (00)mnez (T 17
1
g3(1) = gs([1,7]) = 140 > [fpY;
(m,n)#(0,0),m,n€Z (m + nT)
o : g2(7)? o :
Ainsi, on a j(7) = 1728 A On décrit maintenant Paction de SLo(Z) sur
T
le demi-plan supérieur H :
b
SizeH,y= <CCL Z € SLy(Z) alors vz = Zjid € H.

Remarque 7.12. On dira que vz et z sont SLy(Z)-équivalents.
Explicitons les principales propriétés de la fonction j :
Théoréme 7.13. Pour 7 € H, on a :

o 1) La fonction j est holomorphe sur H.

o i) Si T,7" € H alors j(1) = j(7') si et seulement si T et 7' sont
SLo(Z )-équivalents. En particulier, j(T) est invariant sous SLa(Z).

o i) La fonction j : H — C est surjective.
e ) On a pour tout T € H, j(7) # 0 sauf si :
— Si T =i, v € SLa(Z) alors la dérivée premiére est nulle en T

mais la dérivée seconde est non nulle est 7.

— Si T =73, v € SLa(Z) alors la dérivée premiére et seconde sont
nulles en T mais la dérivée troisieme est non nulle est T.

Démonstration. Premier item

On rappelle que pour 7 € H, A(7) # 0. Il nous suffit donc de montrer que
g2 et g3 sont holomorphes en 7 € H. Pour go(7) comme ¢ - converge
absolument pour r > 2, on peut affirmer que la somme définissant go(7)
converge absolument. Remarquons que g2(7 + 1) = ga(7).

Montrons que la converge est uniforme quand |R(7)| < 3 et |J(7)| > € avec
e €]0,1[.

€
Dans ce cas, il est facile de montrer que |m + nr| > 5\/7712 +n? et la

convergence uniforme est immédiate. La preuve pour g3(7) est similaire donc
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92,93, A et j sont holomorphe sur H.

Deuxieme item

On rappelle que pour «a, 5 € H, [1, a] et [1, 5] sont homothétique si et seule-
ment si pour v € SLa(Z) B = ya si et seulement si j(a) = j(5).

En combinant les deux dernieres équivalences, on obtient le deuxieme item.

Troisieme item
Commencons par calculer les limites de g2(7) et g3(7) quand (1) — +o0.
En écrivant :

1
(m + nt)*

g2(7) = 60 >
(m,n)#(0,0),m,n€Z

1 1
=602 Z ﬁ—i_ Z (m+n7)4)

m>1 (m,n)€Z,n#0

Gréce a la convergence uniforme du i), on obtient :

1
lim  ga(7) =120 ) —

~
S(r)—=+o0 m>1

4

Or ;LO =2 m>1 —3- Ainsi,ona  lim  go(7) = 7.

m (1) =400
. . : 70 1
De méme pour g3(7) sauf qu’on utilise le fait que 015 = >m>1 —g donc on
=m
a lim 7) = 276,
S(r)—=+o00 93( ) 27

Ainsi,onaona lim A(r)= (%w4)3 — 27(2%776)2 =0.
S(1)—+o0

Donc  lim j(7) = oo.
S(1)—=+o0
On aura besoin du lemme :
Lemme 7.14. Pour tout 7 € H, il existe 7/ € H tel que 7 et 7' soient

1 1
SLo(Z)-équivalents vérifiant R(7') < 5 et 3(1') > 5

1
Démonstration du lemme. Si |S(7)| > 5 alors il existe m € Z tel que

7/ = 7 4+ m et satisfait les inégalités désirées alors 7 +m = <(cl d> T et on

a fini ce cas.
Si ()] < 2 alors argument du paragraphe précédent, on peut supposer

1
RO < 5.
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1
11 suit que |7| < 3 donc

1 _
Comme — = (? 01> 7, on peut prendre plus du double de la partie
T

imaginaire de 7 en utilisant un élément de SLy(Z). En répétant ce procédé
autant de fois que nécessaire, on obtient 7/ un point SLg(Z)-équivalent vé-

1
rifiant [S(77)| < 5 O

Montrons maintenant que la fonction j est surjective.

Gréce au caractére holomorphe de la fonction j et non constante, son image
est un ouvert de C en vertu du théoreme de 'image ouverte.

Si on montre que son image est un fermé alors on pourra en déduire la
surjectivité.

Prenons (j(7)) une suite de point convergeant vers w. Notre but sera de
montrer qu'il existe 7 € H, tel que w = j(7).

Avec le dernier lemme, on peut se limiter a la région :

1
R={reH,R(r) < 3 et S(7') >

}

DN |

Si §(7) est non bornée, alors j(7) — oo quand J(7) — oo alors (73) admet
une sous-suite convergente vers oo ce qui est impossible.

Du fait que (%) soit bornée, ils appartiennent tous & un compact de H
donc il existe une sous-suite convergente vers 7 € H et on a par unicité de
la limite w = j(7).

Quatrieme item

Lemme 7.15. Si 7,7/ € H alors il existe U un voisinage de T et V un
voisinage de 7' tel que Uensemble {y € SLa(Z) : v(U) NV # 0} est fini.

Démonstration du lemme. Voir Exo 11.5 de [2]. O

Remarque 7.16. Ce lemme dit explicitement que SLa(Z) agit proprement
discontinuement sur H.

Une reformulation du dernier lemme permet d’obtenir :

Corollaire 7.17. Si 7 € H, alors T a un voisinage U tel que pour tout
v € SLo(Z),v(U)NU # O si et seulement y7 = 7.
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Supposons j'(7) = 0 alors T posséde un voisinage U tel que pour tout w
suffisament proche de j(7) on ait 7,7 € U et j(7') = j(7) = w.

Grace au ii), pour v # +£Id,7 = 47" donc v(U)NU # §. En vertu du
corollaire 7.17, il suit que vy = 7 pour v # £1d.

En effet, soit v = . Siyr =7 alors [1,7] = (e + d)[1, 7] et comme

b
d
~v # +1d on peut affirmer ¢ # 0.

Donc a = ¢7+d ¢ Z donc ¢ € C\Z. Ainsi, le réseau [1, 7] a une multiplication
complexe dans un corps quadratique imaginaire par un ordre . De plus,

a[l,7] = [1, 7] impliquant a € O*.

Toutefois, on salt que O* = {£1} sauf si O = Ok pour K = Q(i) ou
Q(¢3),¢3 = e . Ces deux ordres ayant un nombre de classes égal & un,
[1,7] est homothetique a [1,¢3] ou [1,i] donc j'(7) = 0 donc 7 est SLa(Z)-
équivalent a i ou (3.

e Si T =1, on doit montrer que j'(i) =0 et i #0.
Comme j(r) — 1728 = 1728 793(7))

donc j(7) = 0 suit. A

Supposons j # 0 alors i est un zéro d’ordre trois pour j(7) — 1728.
Donc pour z suffisament proche de 1728, il existe 7, 7/, 7" distincts et
proche de i tel que j(7) = j(7') = j(1) = =.

Alors il existe v et 2 tel que dans SLo(Z) on ait £1d # +vy1 # 7
vérifie 7/ = v 7 et = = YoT.

Gréace au corollaire 7.17, on obtient y1¢ = 2¢ = 4. Donc au plus six
élements fixe ¢ dans SLa(Z).

Au final (exo 11.6), seulement quatres éléments de SLo(Z) fixe i, on
peut affirmer que j” (1) # 0.

On a déja montrer que g3(i) =0

 Voir l'exercice 11.6 dans [2] pour le cas 7 = (3.

Corollaire 7.18. Soient g2, g3 € C tel que g3 — 27g3 # 0.
Alors il existe un réseau A tel que g2(A) = g2 et g3(A) = g3

Démonstration. Comme la j-fonction est surjective et g5 —27g3 # 0, il existe

3
T € H tel que j(1) = 17289722793
4 _ 4
Ainsi, il existe A € C tel que z2 B i_nggg mais { 528% B i_%zgﬁ;
3= 3 3 = 3
Donc A = [1, 7] est le réseau désiré. O

Comme j(7) est invariant sous SLa(Z) et j(7 + 1) = j( (1) 1) T) = j(7).

Ainsi, j est holomorphe en g = ¢(7) = %77 avec |q| €]0, 1].
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Définition 7.19. La série de Laurent de j(T) = >, cz cnq™ est appelée la
q-extension de j en T dans la région 0 < |g| < 1.

Remarque 7.20. C’est ’extension de Fourier.

Théoréme 7.21. La g-extension de j en T est :

1
§(7) = = + 744 + 196884q + . ..

q
1
- 7+chq” ot (c,) CZ
q n>1
Démonstration. Voir le chapitre XII de [2] pour une preuve. O
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8 Le j-invariant est un entier algébrique

On établit maintenant que le j-invariant d’un réseau est un entier algé-
brique. Pour cela, on étudiera les fonctions et I’équation modulaire ®,,(X,Y").
Pour établir notre résultat, nous réaliserons une premiere approche de la
multiplication complexe. Cela nous permettra d’atteindre notre objectif qui
est la généralisation de Kronecker-Weber dans le cas des corps quadratiques.
La référence pour cette section est [2].

8.1 Fonction modulaires pour I'y(m)

Définition 8.1. On a un sous-groupe I'o(m) de SLa(Z) en posant :

Pour m € N¥, Fo(m) = {(CCL Z) € SLQ(Z),C =0 mod m}

Remarque 8.2. On a I'y(1) = SLy(Z).

Définition 8.3. Pour m € N*, on dira qu’une fonction f: H — C, excepté
auz singularités isolés, est modulaire pour I'o(m) si elle vérifie :

o f est méromorphe sur H.
o [ est invariant sous T'o(m).

o Pour vy € SLo(Z) et T € H, f(y7) posséde une q-extension ayant un
nombre fini de coefficients non nul.

Remarque 8.4. Si f une fonction a valeurs complexes vérifie le troisiéme
item, on dira qu’elle est méromorphe aux pointes.

Explicitons ce troisieme item.

Supposons que f satisfait les deux premiers items de la définition pour 7 € H
et v € SLy(Z).

On affirme que f(y7) est de période m.

Remarquons que si on pose U = <(1) T), onaT+m=Ur,ona:
yU~y~1 € Tg(m). De plus, comme f est I'g(m)-invarivant, on a :
f(y(r+m)) = f(yUT)

fF(y Uy 197)
f(yr).

Si ¢ = q(1) = €*™ alors f est holomorphe en q% définie dans la région
0 < |q%| < 1. Donc, on dira par abus, que la g—extension de /(y7) est

ZnGZ anqﬁ .
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Remarque 8.5. La fonction j est un exemple basique de fonction modulaire.
FElle est modulaire pour I'g(1) = SLa(Z).

Théoréme 8.6. Soit m € N*, on a :

o La fonction j est modulaire pour SLo(Z) et toute fonction modulaire
sur SLo(Z) est une fonction rationnelle en j.

o En posant j(m.) la fonction T € H — j(mt), on a que j et j(m.) sont
des fonctions modulaires pour T'o(m) et toute fonction modulaire pour
To(m) est une fonction rationnelle en j et j(m.).

Remarque 8.7. Le deuxiéeme item est un cas particulier du premier.

Démonstration. Nous allons devoir vérifier les g-extensions de f(y7), quand
T € SLa(Z). Or f(7) est I'y(m)-invariant, on doit seulement considérer les
g-extensions de f(~;7) ou les 7; sont les représentants des classes d’équiva-
lences a droite de I'g(m) C SLa(Z). Il n’y a qu'un nombre fini de g-extension
a considérer.

D’apres la remarque 8.5, on sait que j est une fonction modulaire pour
SLa(Z). On est donc amener a prouver que toute fonction modulaire f pour
SLa(Z) est rationnelle en j. Rappelons une définition :

Définition 8.8. Une fonction f est holomorphe en co si sa q-extension fait
intervenir seulement des puissances non négatives de q.

Avant d’attaquer la démonstration, on établit un lemme qui nous sera utile :

Lemme 8.9. e 1) Une fonction f modulaire holomorphe sur SLa(Z) et
holomorphe en oo alors f est constante.

o ii) Une fonction f modulaire holomorphe sur SLa(Z) est polynomiale
en j.

Démonstration du lemme. Premier item
Soit f une fonction modulaire que ’on supposera holomorphe en co.

On sait que f(oco) = lim f(7) existe et que c’est un nombre complexe.
S(1)—o00

On va montrer que f(HU {oco}) est compact. Par le principe du maximum,
on aura que f(7) est constante.

Soit f(7;) une suite de points dans l'image. On devons trouver une sous-
suite convergente vers un point de la forme f(7) pour 7 € H. Comme f(7)
est SLy(Z)-invariant, on peut supposer, grace au lemme 7.14, que les (73)
appartiennent tous a la région R = {7 € H tel que |R(7)| < &, |3(7)| > 5}.
Si la partie imaginaire des (73) est non bornée, grace a la limite ci-dessus,
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une sous-suite converge vers f(00).
Sinon, les (73) appartiennent & un compact de H et on peut conclure.

Deuxieme item

Soit f(7) est une fonction modulaire holomorphe pour SLa(Z). Sa g-extension
a un nombre de termes finis pour une puissance négative de q. Comme la
g-extension de j(7) débute par %, on peut trouver un polynome A(zx) tel
que f(7) — A(j(7)) est holomorphe en oco. Comme elle est holomorphe sur
H, grace au premier item on peut affirmer elle est constante. Donc f(7) est

polynomiale en j(7) et le lemme est établit. O

Premier item

Pour f une fonction modulaire arbitraire de SLo(Z) avec des poles possibles
sur H : si on peut trouver un polynéme B(x) tel que B(j(7))f(7) soit holo-
morphe sur H, alors le lemme précédent implique que j(7) est une fonction
rationnelle en j(7).

Du fait que j(7) a une g-extension méromorphe, il en découle que f(7) a un
nombre fini de péle dans R = {r € H tel que [R(7)| < 3, [3(7)| > 1}
Comme f(7) est SLy(Z)-invariante, alors le lemme 7.14 implique que tout
pole de f est SLa(Z)-équivalent a 1 dans R. Donc si B(j(7))f(7) n’a pas de

poéle dans R, alors elle est holomorphe sur H.

Supposons que f est un pdle d’ordre m en 19 € R.

Si j'(10) # 0 alors (j(7)—j(70))™f(7) est holomorphe en 7. Dans ce cas, on
peut trouver un polynéme B(z) tel que B(j(7))f(7) n’a pas de pole dans
R, excepté possiblement si j'(79) = 0.

Dans ce cas, avec le quatrieme item du théoreme 7.13, on est ramené a sup-
poser que 7y € {3,(3}.

Si 19 = i, remarquons que dans un voisinage de i, on a f(7) = (g ()

W avec

g holomorphe en 7 et g(i) # 0. Maintenant, comme (_01 é) € SLy(Z) fixe
iona:
9(—7
fir)=f(=2) = ;
T
1 1
D )= ——g(7).
onc g(—1) = 707

En évaluant en ¢, on obtient g(i) = (—1)"g(i) or ¢g(i) # 0 donc m est paire.
Toujours avec le théoreme 7.13, j(7) — 1728 a un zéro d’ordre 2 en i donc
(j(1) — 1728)% f(7) est holomorphe en i.

De méme quand 7 = (5.

Deuxiéme item
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Commengons par le fait, que j(7) est une fonction modulaire pour I'g(m).
Comme j(m.) est holomorphe, il suffit de vérifier les propriétés d’invariance.
a
=d

montrant que j(m.) est Ig-invariant.

Soit y € I'p(m) alors 7" = bm) € SLy(Z) donc j(my7) = j(v'm)j(m7)

Pour montrer I’holomorphie aux pointes, on pose :
C(m) = {(8 Z) cad=m,a>0,0<b<d, pged(a,b,d) = 1} et og = (73 ?) €

ooT =mT

C(m) vérifiant To(m) — (U(]_lSLQ(Z)UO) N SLy(Z)

Lemme 8.10. Pour o € C(m), Uensemble (0, 'SLa(Z)ag) N SLa(Z) est
l’ensemble des classes d’équivalence a droite de I'(m) dans SLa(Z).

Cela induit une bijection entre ’ensemble des éléments de C(m) et les classes
d’équivalences a droite dans To(m).

Démonstration. Voir exercice 11.8 de [?]. O

Remarque 8.11. Awvec le lemme on obtient :
|C(m)| = [SL2(Z) : To(m)]

:mH(1+

1
plm p

1
Ainsi, Uindice de T'o(m) dans SLa(Z) est m ], (1 + -).
p

On peut maintenant calculer les g-extensions. Fixons v € SLo(Z) et prenons
v € C(m) donc v appartient a la classe a droite correspondant a o dans le
lemme 8.10. Cela signifie que o9y = 7o pour un certains & € SLy(Z).

J(mayT) = j(o0y7)
=j(yoT)
= (o)
car j(7) est SLy(Z)-invariant. On obtient donc :
J(my7) = j(oT). (11)

Supposons o = (g Z) En vertu du théoréme 7.21, on peut affirmer que

la g-extension de j(7) est :

1
T ==+ g cn €L
n>0
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2% at+b

ar+b da =, grace au fait que ad =

et comme o7 = 7= il suit que g(oT) = e

m, on peut écrire q(o7) = (%(¢)**. Donc la g-extension de j(m~y7) = j(oT)
est :

—ab
C"j ~+ Z ch,‘f,f", cn €7 (12)
(@m)* 330

Il n’existe qu'un nombre fini d’exposants négatifs montrant que j(m7) est
méromorphe aux pointes donc j(m7) est une fonction modulaire pour I'g(m).

L’étape suivante consiste a introduire I’équation modulaire pour ®,,(X,Y),
notion que nous étudierons plus en profondeur lors de la section suivante.
Considérons le polynome en X, @, (X, 7)) = 31 <;<|c(m)|(X — J(mviT)).
Notre objectif est de montrer que cette expression est polynomiale en X et
j(r).

Pour cela, considérons les coefficients de ®,,(X, 7). Ce sont des polynomes
symétriques pour les j(my;7) et ils sont holomorphes.

Maintenant, soit v € SLa(Z), les classes d’équivalences I'g(m)~;y sont une
permutation des (og(m)y;). Comme j(m7) est invariant sous I'g(m), les
j(m~;y7) sont une permutation des j(m~y;7). Ceci est une preuve que les
coefficients de ®,, (X, 7) sont SLy(Z)-invariants.

Maintenant, on doit montrer que les coefficients sont méromorphes en oo.
En regardant, les puissances de ¢ pour q% = 622727—, il faut montrer que des
exposants négatifs apparaissent.

Par ’égalité (11), on sait que pour un certain o € C(m), j(o1) = j(myT).
L’égalité (12), cela montre que la g-extension pour j(m<y;7) a un nombre fini
d’exposants négatifs. Comme les coefficients sont polynomiaux en j(m~y;7),
ils sont méromorphes aux pointes. Ceci montre que les coefficients de ®,, (X, 7)

sont modulaires et holomorphes. Grace au lemme 8.9, ce sont des polyndémes
en j(7). Ainsi, ®,,(X,Y) € C[X,Y] tel que :

O, (X,j(r) =[] (X —j(mmur)). (13)
1<i<|C(m)|

Montrant ainsi que c’est un polynoéme irréductible en X.
Par I'égalité (11), chaque j(m~;7) peut s’écrire j(o7) pour un unique
o € C(m). De ce fait, on a :

(X, j(r) = [ (X—ior)). (14)

ceC(m)

Donc j(mr) est toujours un des j(o7) car (Tg (1)> € C(m).
Ainsi, ®,,,(j(m7),j(7)) = 0.
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Remarque 8.12. C’est une des propriétés importantes de I’équation modu-
laires.

Notons que le degré des ®,,(X,Y) vu comme un polynéme X est
(Cm)| = m (1 + 1),

Maintenant, soit f une fonction arbitraire modulaire pour I'g(m). Pour mon-
trer que f(7) est rationnelle en j(7) et j(m7), considérons la fonction :

|C(m)]

= (T M
G = @n(X.5(0) 3 i (15)
|C(m)
= Fonm) [T(X = 5(maim)) (16)
=1 J#i

Ainsi, G(X, 7) est un polynéme en X et on affirme que les coefficients sont
des fonctions modulaires pour SLa(Z).

Comme certains des coefficients sont des fonctions modulaires pour SLy(Z),
ce sont des fonctions rationnelles en j(7). Donc G(X, j(1)) € C(j(7))[X].

Maintenant, supposons que 71 est la matrice identité. Par la régle du pro-
duit, on obtient :
0P, , . . . ‘
v G(m7),j(1)) = [[(i(m7) — j(my;7)).
0X .
J#1
Alors, en substituant X = j(m7) dans (16) on a :

G(3mr), (7)) = J(r) 2 (i m), (7).

Comme @,,,(X, j(7)) est irréductible, il est séparable. On a donc :

O (), 3(r)) # 0.

Donc on peut écrire :

G(j(mT),j(7))

f(r) = : —==. (17)
G (§(m7), §(7))
Cela montre que f(7) est une fonction rationnelle en j(7) et j(mr). O

8.2 Equation modulaire pour ¢,,(X,Y)

Définition 8.13. Soit ¢,,(X,Y) € C[X, Y] vérifiant :
Pour 7 € H, (bm(Xaj(T)) = HUGC(m)(X - J(JT))
On dit que ®,,(X,Y) = 0 est l’équation modulaire.
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Théoréeme 8.14. Soit m un entier non nul. On a :
o 1) Le polynome ®,,(X,Y) est a coefficients entiers.
o 1) D, (X,Y) est irréductible en tant que polynome en X.
o i) Dy (X,Y) = By (Y, X) = 0.

o ) Sim n’est pas un carré parfait alors ®,,(X,Y) alors :
deg(®,,,(X,Y) > 1 de coefficient £1.

o v)Sim est un premier p alors :

®,(X,Y) = (XP - Y)(X — YP) mod pZ[X,Y].

Démonstration. Premier item
11 suffit de montrer qu’une fonction symétrique élémentaire f(7) dans j(o7)
ot 0 € C(m) est un polyndéme en j(7) & coefficient entiers.

Commencgons par étudier la g-extension de f(7) plus en détails.

Grace a (12), chaque j(oT) appartient au corps des séries formelles de
Laurent méromorphes Q(Cm)((q%)).

Montrons que f(7) appartient au corps minimal Q((q%)

En effet, si e € Gal(Q({)/Q) un automorphsime, il détermine un automor-
phisme de Q({n)( (q%)) en agissant sur les coefficients.

a b

0 d

On sait que pour k entier tel que pged(k,n) = 1, on a &((n) = ¢~
On a grace a (12) que :

Prenons o = € C(m), regardons comment ¢ affecte j(oT).

. Cn_zabk abkn/ Lya?
6(](07—)) =—g 5+ ch mbk (qm) , ou (Cn) C Z.

(qg)aQn n>0

Soit ¢’ I'unique entier tel que 0 < V' < d tel que V' = bk mod d.
Comme ad = m, on a (. = (7}, et par conséquent on peut réécrire 1'égalité
ci dessus :

. C’;zab/ ab'n/ L\a?n
e(j(om)) = =H— + > el M (gm) "
(gm)* >0

/

En posant o/ = g l; alors o’ € C(m). De plus, avec 1'égalité (12) im-

plique que (j(o7)) = j(o'T).
Alors les éléments de Gal(Q((,,)/Q) permutent les j(o7). Or f(7) est symé-

trique pour les j(o7) donc on en déduit que f(7) € Q((q%) On conclut que
f(1) € Z((q)) car la g-extension de f(7) ne fait intervenir que des puissances
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entieres de ¢ et les coefficients sont des entiers algébriques. Cela revient a
montrer que f(7) est un polynéme a coefficients entiers pour j(7). Grace
au lemme 8.9, on peut trouver A(x) € C[X] tel que f(r) = A(j(7)). On
rappelle que A est choisi pour que la g-extension de f(7) — A(j(7) n’ait que
des termes de degré strictement positifs.

Du fait que les g-extensions de f(7) et j(7) ont des coefficients entiers et
que j(7) = % +...,ona A(zx) € Z[X]. Donc f(7r) = A(j(7)).

Deuxieme item

Voir exercice 11.10 dans [2].

Troisiéme item

Voir [5].

Quatrieme item
Supposons que m n’est pas un carré. On veut étudier le terme dominant du
polynéme entier ®,,(X,Y’). En remplacant X par j(7), il suffit d’étudier le
coefficient de la plus grande puissance négative de g dans la g-extension de
D, (j(), (7).

Prenons o = 3 Z € C(m), 'égalité (12) nous dit que :
1 ab
m

Jj(r) —jlor) = - — % + Z dn(q%)" pour des coefficients d,,.  (18)
7 97 ;>0

On sait que a # d i.e § # 1 car m n’est pas un carré parfait. Alors le coeffi-
cient du plus grand terme négatif dans (18) est une racine de I'unité.
Grace a I'égalité (14), ©,,,(j(7),7(7)) est le produit des facteurs de (13) donc
le coefficient de la plus grande puissance négative de ¢ dans ®,,(j5(7),7(7))
est aussi une racine de 'unité. Mais comme il est aussi entier on sait que
c’est £1.

Cinquieme item

On suppose que m = p est premier.

Prenons f(r), g(7) € ZIG)(47) et o € Z[G,).

On écrira f(7) = g(7) mod « pour signifier f(7) — g(7) € aZ[Cp]((q%))
p 0
01

Du fait, que p est premier, les éléments de C(p) sont les o, = et
1 2

pour 0<:<p—1,0;, = 0

). Si0<i<p-—1,alors (12) nous dit que :
1 o

J(opr) = o + Z cng? . (19)
n=0
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Mais ¢ = ¢, mod p donc j(o,7) = j(7)P mod p.
Comme 1 — ¢, divise p dans Z[(,] grace au lemme 1.5, on peut donc réécrire
la congruence ci-dessus :

JjlopT) =j(7)? mod 1—¢, (20)
En combinant les égalités (19) et (20) on obtient :

(X —j(oi7))

—

i
o

®,(X, (7)) =

= (X —J(007))P(X = j(7)") mod 1—¢,
XP = jloor)")(X = j(7)P) mod1—¢

o~ o~

On se place dans I'anneau Z[Cp]((q%))[X]. Comme pour 'égalité (19), on a
Jj(1) = j(oo7)? mod 1 — (, et on obtient :

Oy (X, (7)) = (XP = (T)(X = j(r)P) mod 1-¢

Les deux membres de la congruence appartenant a Z((q))[X], les coefficients
de la différence sont des entiers divisibles par 1—(, dans I'anneau Z[(,] donc
tous divisible par p griace au lemme 1.5.

Ainsi, @,(X, j(7)) = (X7 — j(r))(X — j(r)?) mod pZ((q))[X].

On obtient comme voulu, ®,(X,y) = (X -Y)(X —Y?) mod Z[X,Y]. O

Idée : Si A est un réseau alors les racines de ®,,(X,Y) = 0 sont données par
les j-invariants des sous-réseaux A’ C A vérifiant :
{ A:A]=m

A/A est un groupe cyclique.

Définition 8.15. Un tel réseau A’ est un sous-réseau cyclique de A d’indice
m.

Théoreme 8.16. Soit m un entier non nul.

On a u,v € C,®,,(u,v) = 0 si et seulement si A est un réseau et A un
u = j(A')

v=j(A)

sous-réseau cyclique de A d’indice m tel que : {

Démonstration. On commence par étudier pour 7 € H, les sous-réseaux
cycliques de [1,7] :

Lemme 8.17. Soit 7 € H et considérons le réseau [1,7].

o Prenons A’ un sous-réseau cyclique de [1,7] d’indice m alors il existe

b) € C(m) tel que N' =d[1,07].

0 a
un unique o = <0 d

a b
0 d

réseau cyclique de [1,7] d’indice m.

o Réciproquement, si o = ) € C(m) alors d[1,07] est un sous-
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Démonstration du lemme. Premier item

Un sous réseau A’ C A = [1, 7] peut s’écrire A’ = [aT + b, cT + d] et on sait
(voir l'exercice 7.15 dans le [2]) que [A : A'] = |ad — bc| = m. Par dimension,
on obtient que :

A/A est cyclique si et seulement si pged(a, b, c,d) = 1. (21)

Maintenant, supposons que A’ C [1,7] est cyclique d’indice m. Si d est
Ientier minimal positif contenu dans A’ alors on peut affirmer que A’ =
[d,aT + b].

On peut supposer que a > 0 et ad = m.

Si k est un entier alors A’ = [d, (a7 + d) + kd| = [d,at + (b + kd)] donc
un k approprié, on peut supposer 0 < b < d donc avec I’égalité (21) on a
pged(a,b,d) = 1.
Donc la matrice o € (8 Z) € C(m). Alors, on a :

at+b

N =[d,ar + ] = d[1,
=d[1,o0T]

]

montrant que A’ est de la forme désirée.
Deuxieme item
Provient essentiellement de 1’égalité (21). O

Grace a ce lemme, on sait que les j-invariants des sous-réseaux cycliques A’
d’indice m de [1, 7] sont donnés par :
7'(A') = j(d[1,07])
J([1,07])
jlor).

Gréce a 'égalité (14), il suit que les racines de ®,,(X, j(7)) = 0 sont exac-
tement les j-invariants d’un sous-réseau cyclique d’indice m de [1, 7]. O

8.3 Multiplication complexe et anneau du corps de classes

On commence par définir la notion d’idéal (propre) primitif :

Définition 8.18. Soit O un ordre dans un corps quadratique imaginaire.
Un idéal propre a de O est primitif s’il n’est pas de la forme da ou d > 1 est
un entier et a un idéal propre de O.

On caractérise le lien entre les idéaux primitifs et les sous-réseaux cycliques :

76



Proposition 8.19. Soit O un ordre dans un corps quadratique imaginaire
et soit b un idéal fractionnaire propre de O.

Alors, en prenant a un idéal propre de O, on a que ab est un sous réseau de
b d’indice N(a). De plus, ab est un sous-réseau cyclique si et seulement si
a est primitif.

Démonstration. En remplacant b par un multiple, on peut supposer que
b C O. Ainsi, on a la suite exacte :

0—b/ab— O/ab— O/b— 0

Cela implique que [b : ab]N(b) = N(ab) = N(a)N(b) donc N(a) = [b : ab].

Maintenant, supposons que b/ab soit non cyclique.

Comme b/ab contient un sous-groupe isomorphe & (Z/dZ)? pour un certain
d > 1. Donc il existe un sous-réseau ab C b’ C b tel que b’/ab ~ (Z/dZ)?. Or
b’ est de rang 2 cela implique que ab = db’ donc a = db’b~!. Mais b’b~! c O
car b’ C b. Ainsi, a n’est pas primitif.

Réciproquement, si a n’est pas primitif alors chb n’est pas cyclique. ]

En appliquant cette proposition a a, il devient un idéal principal a = aO, a €
O. Dans ce cas, aO est un idéal primitif si et seulement si o est un élment
primitif de O i.e a n’est pas de la forme df avec d > 1 et 8 € O. Et comme
N(a) = N(aQ), on obtient le corollaire :

Corollaire 8.20. Soient O et b comme précédemment et a € O. Alors,
ab est un sous-réseau cyclique de b d’indice N(«) si et seulement si o est
primitif.

Il est temps d’établir un des résultats principaux de cette deuxieme partie :

Théoréme 8.21. Soit O un ordre dans un corps quadratique imaginaire K
et soit a un idéal fractionnaire propre de O.

Alors, le j-invariant j(a) est un entier algébrique et K(j(a)) est l'anneau
du corps de classe de l’ordre O.

Démonstration. Soit a un idéal fractionnaire propre de O qui est un ordre
dans un corps quadratique imaginaire K. Notre but est de montrer que j(a)
est un entier algébrique et K (j(a)) est 'anneau du corps de classe de O.

Tout d’abord, utilisons ’équation modulaire pour prouver que j(a) est un
entier algébrique. Par le dernier corollaire, on sait que aa est un sous-réseau
cyclique de a d’indice m = N(«). En vertu du théoreme 8.16 et du fait que
j(aa) = j(a), on a :



Alors j(a) est une racine de ®,,(X, X). Grice au premier item du théoréme
8.14, on sait que @,,(X,Y) est a coefficient entiers. Cela montre que j(a)
est un nombre algébrique. De plus, si on prend « tel que m = N(«) ne soit
pas un carré parfait alors le coefficient dominant de ®,,,(X, X) est £1 grace
au quatrieme item du théoereme 8.14 donc j(a) est un entier algébrique.

Maintenant, soit f le conducteur de O. On a grace au lemme 4.17, O =
[1, fwk] ot wg = %. Alors, a = fwy, est primitif dans O donc on sait
que N(«a) n’est pas un carré parfait.

Soit L I'anneau du corps de classe de O. On va montrer que L = K (j(a)).
Etudions comment les premiers se ramifient dans L et K(j(a)). Comme
d’habitude, f et D désignent le conducteur et le discriminant de O.

On s’intéresse a l'anneau du corps de classe L. Soit Sy g 'ensemble des
premiers totalement décomposé dans L.

Lemme 8.22. Sy, g = {p premier : p= N(a) pour un certain a € O}.

Démonstration. Quand D est congru & 0 modulo 4 alors O = Z[v/—n] pour
un entier positif n. Alors, on a N(a) = N(x+y+/—n) = 22 +ny? donc grace
au théoréme 5.7, on sait que les premiers se décomposant toalement dans L
sont représentés par x2 4+ ny? & un nombre fini d’exceptions pres.

O]

Soit M = K(j(a)). Grace a la proposition 5.4 on sait que L/Q est une
extension galoisienne et on sait que M C L équivaut a Sz 9 C Spr/q-
Prenons p € Sy /g et supposons que p est non ramifi¢ dans M. Grace au
lemme 8.22, on a p = N(«) pour un certain « € O. Donc aa C a est un
sous-réseau d’indice p. Comme p est premier donc aa est cyclique. Ainsi, on
obtient :

0=®,(j(aa),j(a) = ®,(j(a),j(a)).

Gréace au cinquieme item du théoréme 8.14, on a :

0= @p(j(a), j(a))
= —(j(@)? — j(a))* +pB, pour § € Oy

Maintenant, soit § un premier de M contenant p. On a donc :

j(a)? = j(a) mod f. (22)
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Lemme 8.23. On a :
o Oklj(a)] C Opr est d’indice fini.

o Sip ne divise pas [Oyr : Ok (j(a))] alors 'égalité (22) implique
oP =« mod S, pour tout o € Oyy.

Démonstration du lemme. Le premier item découle directement de ’égalité
M = K(j(a)).
Pour le deuxieme item, notons que p se décompose totalement dans L donc
dans K. Ainsi, il existe un idéal p C K de norme p tel que p € p C 5.
Donc o? = o mod 3, pour tout a € Ok donc cela est vrai pour tout
a € Oklj(a)] grace a légalité (22).

O

Le deuxieme item du lemme 8.23 permet d’affirmer que 'indice d’inertie
Jap = 1. Cela étant vrai pour tout idéal 3 contenant p, ainsi p se décompose
totalement dans M. Donc l'inclusion M C L suit. Cette inclusion montre
que 'anneau du corps de classe L contient les j-invariants de tous les idéaux
fractionnaires propre de O.

Posons h = h(O) le nombre de classes de C(O) et soit (a;)1<i<p un ensemble
de représentants pour C(O).

Ainsi, j(a) est égal a 'un des j(a;) pour 1 < i < n. De plus, comme les
(a;)1<i<p sont tous distincts, on a :

A= H (a;) — j(aj;)) est non nul dans Or,. (23)
1<J

Pour prouver I'inclusion inverse L C M, on utilise le fait que S /0 C Sy
en ayant posé au préalabre :

S’M/@ = {p € Pg : p non ramifié dans M et fg, = 1 pour un idéal premier
B de M}. Soit (p) € S M/Q» on a que (p) se décompose totalement dans K
et p = N(p) pour un idéal de O. Comme p = N(p N O). Si on montre que
p N O est un idéal principal aO alors p = N(«) implique grace a 1’égalité
(8.22) que p € Sy, /q-

Supposons que p est premier avec chaque terme de A. Soit @’ = (p N O)a.
Comme p N O est de norme p alors a’ C a est un sous-réseau d’indice
p grace a la proposition 8.19 et il est cyclique car p est premier. Alors,
®,,(j(a’),j(a)) = 0. Grace au cinquieéme item du théoréme 8.14, on a pour
un polynoéme Q(X,Y) € Z[X,Y] :

0= 2,(j(a), j(a)) = (§(a') = j(a)) + pQUi(a),j(@) € B (24)

Soit 3 un premier de L contenant 5. Comme j(a') et j(a) sont des entiers
algébriques dans L, I’équation (24) implique que pQ(j(a’),j(a)) € 5. Donc

§(a')? = j(a) mod B ou j(a') = j(a)? mod f. (25)
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On sait aussi que fﬁ\P =1 donc j(a)? = j(a) mod 3. Comme 3 C §on a :

j(@)” = j(a) mod 4. (26)
En combinant les égalités (25) et (26) on a j(a) = j(a’) mod f§.

Si a et o/ appartiennent a des classes disctinctes dans C'(O) alors j(a) —j(a’)
est donc un des facteurs de A. Ainsi, pged(p, A) # 1 on aboutit & une contra-
diction donc a et a’ = (p N O)a appartiennent a la méme classe dans C'(O).
Cela oblige que p N O est un idéal principal impliquant que p € Sf, /g donc
SM/Q C S/ montrant que L = M. O

Comme on sait que le corps de classe de Hilbert de K est son anneau du
corps de classe de 'ordre maxiaml Ok, on obtient :

Corollaire 8.24. Si K est un corps quadratique imaginaire alors K (j(Ok))
est le corps de classe d’Hilbert de K.

En combinant le dernier théoréme avec le théoréme 5.6 on a :

Corollaire 8.25. Soient K est un corps quadratique imaginaire et L/ K une
extension finie.

Alors, L/ K est une extension abélienne diédrale généralisée sur Q si et seule-
ment s’il existe un ordre O de K tel que L C K(j(0O)).

Théoréme 8.26. Soient O un ordre dans un corps quadratique imaginaire
de K et L l’anneau du corps de classe de O.
Si a est un idéal propre de O et p un premier de Ok alors :

(e

=) (o) = iEN08)

Démonstration. Admis voir [5] pour une preuve. O

Corollaire 8.27. Soient O un ordre dans un corps quadratique imaginaire
de K et L l’anneau du corps de classe de O.

Si on se donne deux idéauz fractionnaires propres a,b de O, on peut définir
a(j(b)) par oa(j(b)) = j(ab).

Alors o4 est une application bien définie, appartenant a Gal(L/K) et a — o4
induit un isomorphisme entre C(QO) et Gal(L/K).

Démonstration. Avec le théoréeme précédent et en utilisant les isomorphismes

C(O)~1(0, f)/P(O, f) ~Ik(f)/Pxz(f) ou f est le conducteur de O O

Par la théorie du corps de classe, toute extension abélienne appartient a un
corps de classe de rayon pour un certain module m de K. On doit trouver
les générateurs pour ce corps de de rayon de K. On va travailler avec un
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module de la forme NOg ou N est un entier positif non nul.

On obtient le corps de classe de rayon de K pour le module NOg en adjoi-
gnant le j-invariant j(A) d’un réseau A d’un coté et certaines valeurs de la
p-fonction de Weierstrass évalué aux N points de torsion d’un réseau A i.e
mao + ng

N
engendrer les extensions abéliennes de K. Le soucis étant que ces valeurs ne
sont pas invariantes.

si L = [a, (], on utilise pp pour m et n qui conviennent pour

Définition 8.28. Pour tout réseau A, on appellera fonction de Weber la
fonction Ty : C — C définie par :

2
B! sia() =0
nE)={ B () =0 od AW) = (AP -27m(0)
92(2)5&3)(1& pA(z)3 sinon.

Remarque 8.29. On a pour tout A € C, X\ # 0, ap(Az) = 7A(2).

On peut maintenant classifier les extensions abéliennes d’un corps K qui est
quadratique imaginaire. L’objectif initial est donc atteint :

Théoreme 8.30. Soient K un corps quadratique imaginaire de discrimi-
nant di et N un entier non nul.

o K(j(Ok), 70, (%)) est le corps de classe de rayon de K pour le module
NOkg.

e Soit O un ordre de conducteur N _dans K.

d Vd

M, K(j(O),10(wk)) est le corps de
classe de rayon pour le module NOg .

Alors, en posant wg =

Démonstration. Lire [5]. O
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Troisieme partie
Courbes elliptiques et corps de
fonctions

Apres avoir utilisé ’analyse complexe pour parvenir & notre objectif lors

du chapitre précédent, nous utilisons la connexion naturelle qui existe entre
la description analytique et géométrique d’un objet pour généraliser notre
cadre de travail et faciliter a ’avenir la construction explicite des extensions
abéliennes d’un corps quadratique imaginaire.
La premiere section définit les courbes elliptiques. Nous introduisons unique-
ment les notions qui nous seront utiles pour « remplacer j(A) par j(E) » ou
A et E sont respectivement un réseau et une courbe elliptique bien choisies.
La seconde est une ouverture pour continuer le travail au dela du cadre du
stage. Elle évoque les corps de fonctions, objets indispensable pour pouvoir
faire de la géométrie algébrique.

9 Introduction aux courbes elliptiques

La principale source cette troisiéme partie fut encore une fois I’ouvrage de
Cox [2]. Nous avons ensuite utilisé ceux de Lang [5] et Silvermann [1 1] pour
compléter les preuves et approfondir les intuitions donné par le livre de Cox.

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 ou 3.

9.1 Equation de Weierstrass
Commencons par évoquer les équations de Weierstrass :

Définition 9.1. On appelle équation de Weierstrass, les équations de la
forme :

y* =4z’ — gow — g3 0l go, 93 € K (27)
avec A = g5 —27g2 # 0 (28)

Définition 9.2. On dit que E est une courbe elliptique E sur K si E est
une équation de Weierstrass.

Remarque 9.3. L’équation (27) définit une courbe dans lespace affine K2.
Définition 9.4. Pour une courbe elliptique E dans K, on note

E(K) = {(x,y) € K? : y?> = 423 — gow — g3} U {00} l’ensemble des solutions
de E.
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Remarque 9.5. Pour une extension L C K, on aura E(K) C E(L).

Dans C, les gp-fonction de Weierstrass fournissent des courbes elliptiques.
En effet, soit A un réseau de C et soit p = pp la p-fonction de Weierstrass
correspondante.

On a I'équation différentielle o'(2)% = 4p(z) — g2(L)p(2) — g3(A) nous four-
nissant ainsi une courbe elliptique y? = 423 — go(A)z — g3(A).

Siz ¢ A alors p et ' sont des fonctions bien définies et I’équation différen-
tielle montre que p(z) et ¢'(z) appartiennent a E(C). Du fait, qu’ils sont
doublement périodiques, 'application (C\ A)/A — E\ oo est bien définie et
induit un biholomorphisme C/A ~ E(C) ou 0 — oc.

Remarque 9.6. C/A ~ E(C) est une surface de Riemmann.

Proposition 9.7. Soit E une courbe elliptique sur C donné par l’équation :
y? = 4z® — go(A)z — g3(A) o ga, g3 € C avec A = g5 — 273 # 0.

Alors, il existe un unique réseau A de C tel que go = ga(A) et g3 = g3(A).

Démonstration. L’existence provient du corollaire 7.18 tandis que I'unicité
provient de la preuve du théoreme 6.15. ]

Définition 9.8. On définit le j-invariant d’une courbe elliptique E sur K
comme le nombre :

95 g3
1(F) =1728—/——=—— = 1728== € K.
(B) g% — 27g§ A

Remarque 9.9. Sur C, grice da la proposition 9.7, on a j(L) = j(E).

Définition 9.10. On prend deuz courbes elliptiques E et E' sur K :
E:y* =42 — gox — g3
E':y? =42° — ghz — gb

On dit que E et E' sont isomorphes sur K s’il existe c € K,c # 0 tel que
gh = clgy et gy = Pgs.

Remarque 9.11. Dans le cas de la définition, (z,y) — (cx,c3y) induit

une bijection E(K) ~ E'(K).

Proposition 9.12. Soient E et E' deux courbes elliptiques sur C corres-
pondant a A et A.

e i) E et E' sont isomorphes sur C.
o si et seulement si ii) les réseaux A et A sont homothétiques.

o si et seulement si iii) les j-invariants sont égauz i.e j(E) = j(E').
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Démonstration. Découle du théoreme 6.15.
Voir 'exercice 14.4 dans [2] pour les détails. O

Corollaire 9.13. Soient E et E' deuz courbes elliptiques sur K.

o Les courbes elliptiques E et E' ont le méme j-invariant si et seulement
si B et E' sont isomorphes sur une extension finie de K.

e Si K est algébriquement clos alors E et E' ont le méme j-invariant si
et seulement si E et E' sont isomorphes sur K.

Remarque 9.14. C’est la version algébrique théoreme 6.15.
Démonstration. Voir I'exercice 14.4 dans dans [2] O

9.2 Addition sur une courbe elliptique

Soit £ une courbe elliptique sur K. Soient P; et P, deux points de F(K).
Notre but est de définir P, + P, € E(K).

Si P = 00, on définit Py + Py = 0o + P, = Ps.
Si P, = oo, on définit P, + P» = P, + 00 = P;.
De ce fait, oo est 1’élément identité de F(K).

Pour P} = (a:l,yl) et P, = (xg,yQ).
Sixp # x9, on a Py + Py = (x3,y3) avec :

vy = oy —my— LT B22
3 4 11 — x9
o — e — (e — B %
ys = —y1 —y2 — (3 xl)(xl — $2>
Si x1 = x9 alors y; = +ys.
Siy1 = —y2, on a Py + P, = 0o0. De cela, on en déduit que U'inverse de (x,y)
est (x,—y).
Si Py = Py avec y; = y3 # 0 alors P| + P = 2P, = (x3,y3) avec :
11222 — g2
r3=—T] —To— —(——=
3 1 — T2 16( " )

121‘1 — g2

2y1 )

ys = —y1 — (r3 — 71)(

Théoréme 9.15. Si E est une courbe elliptique sur K alors E(K) est un
groupe ot oo est 'identité sous l’opération binaire définie ci-dessus.

Démonstration. Voir [11]. O
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9.3 Multiplication complexe
9.3.1 SurC

Soit E une courbe elliptique sur C. Elle correspond a un réseau A. On a
un sous-anneau Endc(F) = {a € C: oA C A} de C ot Z C Endc(E).

Définition 9.16. On dit qu’une courbe elliptique E a une multiplication
compleze si Z # Endc(E).

Remarque 9.17. Avec la partie précédente, on a qu’une courbe elliptique E
a une multiplication complexe si et seulement si A posséde une multiplication
compleze.

Dans ce cas, End¢(FE) est un ordre O dans un corps quadratique imaginaire.

On conserve les notations de la remarque, prenons o € O, I'inclusion A C A
nous fournit un homomorphisme de groupe a : C/A — C/A.

Comme E(C) ~ C/A, on voit a € End¢(F) induit un morphisme de groupe
a: E(C)— E(C).

Reformulons ce constat en termes de coordonnées :

Proposition 9.18. Soit 0 # a € Endc(F) alors il existe une fonction
rationnelle R(x) € C(x) tel que pour (x,y) € E(C), on a :

a(z,y) = (R(m), iR’(az)y) avec R (z) = (di) R(z).

Démonstration. Pour aA C A, le théoréme 7.5 nous assure I'existence d’une
fonction rationnelle R tel que p(az) = R(p(z)). En dérivant par rapport a
z, on obtient ¢ (az) = 1o/ (2) R/ (p(2)).

Or a : E(C) — E(C) provient de a : z € C/A — (p(2),¢'(2)). Et la
proposition suit immédiatement. O

A cause de la nature algébrique de « € End¢(F), on écrira o : E — E a la
place de o : E(C) — E(C).

On commence par rappeler une définition de géométrie algébrique :
Définition 9.19. Une isogénie est un morphisme de groupes algébriques qui
est surjectif avec un noyau fini.

Remarque 9.20. Si o # 0, on dira que o est une isogénie de E sur lui
méme.

On évoque maitnenant un invariant important des courbes elliptiques :
Définition 9.21. Pour a # 0, a € E. On pose deg(a) = |Ker(a)|.

Si une courbe elliptique E correspond au réseau L, on voit que le noyau de
a: E — FE est isomorphe & L/aL.
Grace au théoreme 7.5, on peut affirmer pour @« € O = Endc(E) que

deg(a) = |L/aL| = N(«).
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9.3.2 Cas général

Dans le cas ou E est un courbe elliptique sur un corps K (qui est de
caractéristique différente de 2 ou 3), on a une définition purement algébrique
de 'anneau des endomorphismes Endg (E) qui est seulement dépendant de
I’équation de Weierstrass correspondant & FE.

Définition 9.22. On dit qu’une courbe elliptique E est munie d’une multi-
plication complexe si Z # Endj(E)

Remarque 9.23. Dans le cas ou K est un corps de nombres, on a :
Z C Endg(E).

Dans le cas ou K est de caractéristique positique, on a toujours :

Z C Endg (FE) # Z.

Quand K C C, on a pour o € End¢(E) et (z,y) € E(C) :
1
a(e,y) = (Rla), SR (@)y) .

De ce fait, on a a € Endg (E) si et seulement si R(z), LR/(z) € K(x).
Pour K = C, si deux courbes elliptiques E et E’ correspondent aux réseaux
L et L' alors pour un complexe a # 0 tel que oL C L', la multiplication par
a induit une application « : E(C) — E’'(C) de noyau L'/aL et « est une
isogénie de E vers E'.

De plus, « est de nature essentiellement algébrique.

Comme précédemment on écrira o : E — E.

Définition 9.24. On dit qu’un élement o est cyclique si son noyau est
cyclique.

Proposition 9.25. Soient deuz courbes elliptiques E et E' sur C.

Alors, une isogénie cyclique o : E — E’ est de degré m si et seulement si
@ (j(E), j(E")) = 0.

Démonstration. Cela provient de ’analyse de I’équation modulaire

D, (u,v) = 0 réalisé dans la démonstration du théoreme 8.16.
Voir exercice 14.10 dans le [2] pour les détails. O
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10 Corps de fonctions

Nous découvrons ici les corps de fonctions. Apres une breve introduction,
nous construirons explicitement un corps de fonction puis nous dégagerons
quelques propriétés générales de tels objets.

La principale référence ici est le [7] malgré tout [3] et [!] permettent de
réaliser beaucoup d’analogies (parfois trompeuses) avec le cas des corps de
nombres.

10.1 Introduction

Commencons par rappeler des définitions d’objets déja rencontrés en
théorie algébrique des nombres :

Définition 10.1. Un anneau de valuation discréte O est un anneau prin-
ctpal ayant un unique idéal premier p.

Caractérisons les générateurs de tels idéaux :

Définition 10.2. Sit engendre 'unique idéal premier p de O alors t sera
un parameétre local.

Remarque 10.3. Pour tout x € O, on a x =t"y avecr € N et y une unité.

Maintenant avec cette remarque on peut définir la valuation d’un élément :

Définition 10.4. Si K est le corps de fraction de O alors pour x € K, on
ax=1t"y our €Z. Le nombre r est la valuation (ou l’ordre) d’un élément.
Sir >0, on dit que x est un zéro de la valuation.
Sir <0, on dit que x est un pdle de la valuation.

Remarque 10.5. On rappelle qu’avec la projection canonique O — O/p,
sixz & O — oo estla place de la valuation.

Maintenant prenons E une extension finie de K qui est le corps de fraction
de Panneau de valuation discrete O d’idéal maximal p (engendré par un
élément t) alors il existe O un anneau de valuation discrete dans E d’idéal
premier ‘.

OnaO=0gNKetp=PNK.

Définition 10.6. Siu € O alors tOg = u¢Og, le nombre e est l'indice de
ramification de O sur O.

Remarque 10.7. SiT'p, et I'o sont les groupes de valuations associés auz
anneauxr O et O alors Lo, : To| =e.
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10.2 Construction d’un corps de fonction

En théorie algébrique des nombres, on s’intéresse particuliecrement a la
notion d’élément algébrique. Ici, a contrario, nous allons nous intéresser
aux éléments transcendants. Prenons k un corps et K/k une extension. On
rappelle que :

Définition 10.8. L’élément x € K est transcendant sur k s’il n’est pas
algébrique.

Pour x € k on définit la fonction ¢, par :

o k[z] — K
P +— P(z).

Cette fonction est injective et c’est a la fois un homomorphisme d’anneaux
et un homomorphisme de k-espace vectoriel. De plus, I'image de ¢, est k[x].

Proposition 10.9. Si z € K est transcendant sur k alors @, est un iso-
morphisme et k[x] est un k-espace vectoriel de dimension infinie.

Démonstration. Si x est transcendant alors ¢, est surjective donc c’est un
isomorphisme. Ainsi, en tant que k-espace vectoriel on a dimyg k[x] = +o0.
O

Par simplicité, on supposera que k est un corps algébriquement clos. On
choisit un élément x transcendant sur k, on considére 'extension k(x)/k.
On rappelle que k(z) est le corps de fractions rationnelles en x sur k. On a
toujours k[X] C k(X) et on en profite pour rappeler un lemme basique de
théorie des corps :

Proposition 10.10. Soit k un corps quelconque. On a que x est algébrique
sur k si et seulement si k[X] = k(X).

Démonstration. Voir [1] pour un preuve. O

Soit O un anneau de valuation discréte dans k(z) contenant k. Quitte en
échangeant x par % si nécessaire, on peut supposer x € O.
Alors, p U k[z] est engendré par un polynome irréductible P(x) qui est de
degré 1 car k est algébriquement clos. Donc P(z) = x — a pour a € k donc
la projection canonique @ — O/p induit Uapplication f(z) — f(a).

f(x)

Ainsi, O est I'ensemble des fonctions rationnelles 75 avec f (x),g(x) € k[x]

et g(a) # 0. En outre, p est constitué des quotients tel que f(z) = 0.

Définition 10.11. Un corps de fonction K est une extension finie de k(x) et
x transcendant sur k. Parfois, les éléments de K sont dénommeés fonctions.
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Remarque 10.12. Quand k est algébriguement clos, le corps résiduel de
tout anneau de valuation discréte contenant k est égal a k. Cet ensemble est
un corps.

Définition 10.13. On appelle corps des constantes de K/k ’ensemble des
éléments algébriques de K sur k.

Remarque 10.14. Dans notre cas, k est le corps des constantes.

10.3 Propriétés générales

On suppose par simplicité k algébriquement clos. Soit K un corps de
fonction. On commence par appréhender quelques propriétés liées a ce nouvel
objet :

Proposition 10.15. Soient O1 et Oy sont deux anneauz de valuations dis-
cretes avec K comme corps de fractions. ST O1 C Os alors O1 = Os.

Démonstration. Tout d’abord, si p; et ps désigent les idéaux maximaux,
montrons que pgy C p;.

Soit y € pa, si y & py alors % € 01 donc i € po aboutissant & une contradic-
tion. Donc po C p;. Toute unité de Op est a fortiori une unité de Os.

Un élément y de po peut s’écrire y = m'u ol w est unité de Oy et m
est un élément d’ordre 1 dans p;.

Si w1 ¢ po alors c’est une unité de Oy nous fournissant ainsi une contradic-
tion. Donc m; € po donc si p; = Oy alors on a pg = 1.

Finalement, si v est une unité de Oy et u ¢ O; alors % € p1. Et u ne peut
étre une unité dans 0. ]

Proposition 10.16. Supposons que lon ait une famille (O;)1<i<n d’an-
neauz de valuations (discrétes) distincts et qu’il n'existe aucune relation
d’inclusion. Alors, il existe y € K ayant un zéro en Oy et un pole en O;
pour 2 < j < n.

Démonstration. On montre la proposition par récurrence.

Pour le cas n = 2, comme il n’existe pas de relation d’inclusion entre O et
02, on peut trouver y € O et y € O1. De méme, on peut trouver z tel que
z€ O et z¢& Oy. Alors 5 a un zéro en 07 et un podle en Os.

Maintenant, supposons que nous pouvons trouver un élément y € K tel
que y ait un zéro en O; et un pole en (O;)a<j<n—1. Soit z ayant un zéro
en O et un pole en O,,. Alors pour r suffisament grand, y + 2" satisfait la
propriété voulue car schématiquement « 04+0=0, 0+pole=podle ». De plus,
la somme de deux éléments de K ayant des poles d’ordre différent possede
encore un pole. ]
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On continue avec un certain nombre de définitions pour terminer notre pre-
miére approche des corps de fonctions.

Définition 10.17. Par point (ou premier), de K sur k, on désigne un
anneau de valuation discréte de K contenant k (sur k).

Définition 10.18. L’ensemble des points de K est une courbe dont le corps
de fonction est K. Pour renforcer ’analogie géométrie on utilise P et Q
pour désigner les points de la courbe.

Définition 10.19. On appelle diviseur sur une courbe (ou de K sur k) un
élément d’un groupe abélien libre engendré par les points.

Un diviseur a est une somme formelle :

a= an‘Pz’ = anP, n; € N, P; des points

Définition 10.20. Le degré d’un diviseur a est > n; = > pn, et n; est
l’ordre de a en P;.

Remarque 10.21. Six € K, x # 0 alors il existe un nombre fini de point
P tel que np # 0.
Si x est constant alors pour tout point P, on a np =0

Dans le cas ol x n’est pas constant, il existe un point de k(x) qui possede
x pour 0 et pour lequel x n’est pas un pole. Chacun de ses points s’étend a
un nombre fini de points de K.

Ainsi, on peut associer un diviseur avec = (z) = Y npP ou np est ordre
de x en P.

Définition 10.22. Des diviseurs a et b sont linéairements équivalents si
a— b est un diviseur d’une fonction.

On peut définir maintenant un ordre partiel parmi les diviseurs. Pour deux
diviseurs a =Y npP et b =Y mpP, on écrira :

a > b si et seulment si np > mp pour tout P
Définition 10.23. Un diviseur a est positif si a > 0.
Pour conclure cette partie, si a est un diviseur, on notera L(a) ’ensemble

des = € K tel que (z) > —a.

Proposition 10.24. Si a est positif alors L(a) consiste en l’ensemble des
fonctions dans K qui ont des poles seulement en a de multiplicité au plus
celle de a. De plus, L(a) est un espace vectoriel sur le corps des constantes
k et Y(a) désignera sa dimension.
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Quatrieme partie

Analogie et conclusion

Nous allons maintenant essayer de mettre en lumiere les différents liens
que nous avons réalisé. Rappelons notre point de départ, le corps de base fut
celui des rationnels Q, on a posé Q% D'extension abélienne maximale de Q.
Lors du chapitre I, la théorie de Galois et celle du corps du corps combiné
avec nos connaissances topologiques étudiées lors de 'annexe 11 nous ont
permis d’établir le théoreme 3.2 (de Kronecker-Weber) :

Q¥ = U Q(Cn) avec ¢, une racine de n-ieme I'unité et Gal(Q®/Q) ~ Z*
neN*

on Z* = lim(Z/nZ)*

Tout cela permet d’obtenir le diagramme ci-dessous (les groupes au des-
sus des fleches étant les groupes de Galois associés) :

Qab

Notre principal but pour le chapitre II fut donc de généraliser cette situation
au cas des corps K quadratiques imaginaires. Notre réel but étant d’établir
le corps de classe de rayon nOg du corps K qui jouera un role analogue a
Qab‘

Pour y parvenir, nous avons du combiner des outils provenant de trois do-
maines des mathématiques (théorie du corps de classe, analyse complexe et
géométrie algébrique).

Pour débuter, nous avons introduit a la section 4 la notion d’ordre et ’avons
relié & la théorie du corps de classe au travers des propositions 4.36 et 5.2 en
montrant les isomorphismes C(O) ~ I(O, f)/P(O, f) ~ Ix(f)/Pkz(f) ~
Gal(L/K) ou L I'anneau du corps de classe de 'ordre O.

Ensuite, 'introduction et I’étude d’objets de nature analytique comme la
notion de réseaux et de fonctions elliptiques sur le plan complexe C (et plus
particulierement le demi-plan supérieur de Poincarré H) lors de la section
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5 nous permit d’introduire lors de la section 6 la fonction j, fonction qui
permet de caractériser les classes d’homothéthie des réseaux A de C lors du
théoréme 6.15.

Nous faisions tout cela pour établir que le nombre j(A) est un entier al-
gébrique. L’introduction de la multiplication complexe avec le théoreme 7.5
permet de relier la notion de réseau a celle d’ordre avec le corollaire 7.10.
Enfin, en établissant que le j-invariant est un entier algébrique en le liant a
I’anneau du corps de classe d’un ordre lors du théoréme 8.21, on établit que
Pextension K(j(Ok)) est 'extension abélienne non ramifiée maximale grace
au corollaire 8.24. On obtient donc le diagramme commutatif suivant :

H = K(j(Ok))

Gal(L/K)

!
|

Gréce au théoréme 5.6, on peut affirmer que l'extension H/K est une exten-
sion diédrale ou la conjugaison complexe agit sur C'(Og) par 'application

(g—gh).

Pour conclure notre étude algbérique, nous introduisions lors de la section
8 la fonction de Weber, pour établir le théoréeme 8.30 qui expose le corps de
classe de rayon de K pour le module nOg. Ainsi, on a le diagramme :

=Un H(70,(3))

H = K(j(Ok))

C(Ok)
K
Gal(L/K)

Q

Enfin, les fonction elliptiques définissant naturellement des courbes ellip-
tiques, la section 9 introduit I’équation de Weierstrass. La proposition 9.12
permet de créer le lien entre courbe elliptiques, la notion de réseaux et celles
d’ordre (et donc d’anneau du corps de classe) au travers des classes d’ho-
mothétie des courbes elliptiques.

Puis, on montre que I’ensemble des solutions de ’équation de Weierstrass
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FE est un groupe additif et on redéfinit la multiplication complexe pour une
courbe elliptique permettant d’utiliser le théoréme 8.30 dans un cadre un
peu plus large (on peut aussi se référer au chapitre 11 de [11]). Soit F une
courbe elliptique sur H = K(j(F)) ayant Ox comme anneau de multipli-
cation complexe. Soit n € N*, on pose E[n| les points de n-torsion de FE.
Ainsi, on peut donc modifier le dernier diagramme :

K =\, H(E[n))

H = K(j(E))
C(Ok)
K
Gal(L/K)

Q

Malgré notre but initial atteint, ces résultats ouvrent de nouveaux ques-
tionnements qui mériteraient et pourraient nous occuper pendant encore de
nombreuses années. Le temps du stage étant court, nous ne pourrons que
donner quelques pistes dans ce mémoire.

Tout d’abord, I'introduction des courbes elliptiques nous incite fortement
a vouloir généraliser nos résultats a des espaces plus généraux que le plan
complexe. La seconde annexe, qui établit le théoreme de Riemmann-Roch,
est un début de travail en direction de la géométrie algébrique.

Aussi, nous avons établit 'existence d’un corps de classe particulier, sa
construction explicite est donc un probleme naturel. Vouloir résoudre d’office
le cas global semble contre-productif et se restreindre au cas local parait plus
fructueux malgré une certaine difficulté apparente. Les travaux de Lubin-
Tate vont en ce sens et mérite grandement d’étre étudiés en profondeur.
Le principe local-global et les constructions adéliques permettent de nourrir
I’espoir de comprendre le cas global par les constructions locales.
L’implantation informatique de ces constructions, une fois établies, est aussi
une question riche.

93



Cinquieme partie

Annexes

La premiere annexe relie la topologie et la théorie de Galois. On en
profite pour introduire la notion de limite projective, la topologie de Krull
et établir le fait que tout groupe de Galois est profini et que tout groupe
profini est un groupe de Galois.

La seconde est la continuité directe de la section 10, on y établit le théoréme
de Riemann-Roch qui est indispensable pour espérer prolonger nos résultats
dans le cadre de variété algébrique.

11 Groupe de Galois et topologie de Krull

Le but de cette annexe est de montrer le lien entre le groupe de Galois
et la notion de groupe profini.

11.1 Les groupes de Galois sont des groupes profinis

Introduisons la notion de limite projective. On a besoin de plusieurs
notions avant cela. Commencgons par une premiere définition :

Définition 11.1. Un ensemble dirigé est un ensemble ordonné I vérifiant
pour tout ©,j € I, il existe k € I tel que 1,7 < k.

On peut maintenant définir la notion de systéme projectif :
Définition 11.2. Un systéme projectif d’ensemble ordonné sur I est une

famille {G, fi;j tel quei,j € I, i< j} d’ensemble G; et d’homomorphismes
fij : G5 — G tel que pour tout i < j <k, fi = fij o fik-

Maintenant, celle de limite projective :

Définition 11.3. On appelle limite projective G = @Gi systeme projectif
défini comme ’ensemble :

G= {HO’Z € HGZ tel que fij(O'j) =0; st1 < ]}

el i€l

Remarque 11.4. On a choisit d’étre le plus général possible dans notre pré-
sentation mais toutes ces notions se généralisent a toute structure algébrique
(groupes, anneauzx, corps....).

Avec cette remarque, si les (G;) sont des groupes topologiques et que les f;;
sont des applications continues alors G est un sous-espace fermé de I'espace
topologique [];c; Gi.

Ensuite, rappelons les notions que nous connaissons au sujet des groupes
profinis :
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Définition 11.5. Un groupe G est topologique profini s’il est la limite pro-
jective d’un systéme projectif de groupes finis.

Proposition 11.6. Soit G un groupe topologique.
Un groupe G est profini si et seulement s’il est séparé, compact et totalement
discontinu.

Démonstration. Voir [3] ou [12]. O

On en profite pour rappeler un fait de la théorie de Galois :

Lemme 11.7. Soient K, L, M trois corps tel que K C L et K C M.

1. Si L/K est une extension finie et M/K une extension galoisienne
alors LM /K est une extension galoisienne ot le corps LM est appelé
le compositum de M et L.

2. Si K CLCM avec L/K et M/K des extensions galoisiennes alors
M/L est une extension galoisienne.

Cette partie sera 'occasion d’évoquer la topologie de Krull, topologie com-
patible avec la topologie profinie.

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres et soit A un en-
semble d’extensions galoisiennes finies L;/K tel que L = UL;.
K3

De tels ensembles existent en prenant par exemple celui de toutes les exten-
sions finies de K. Introduisons maintenant la notion de filtre :

Définition 11.8 (Filtre).
Soit E un ensemble. On appelera filtre sur E, toute partie F € P(E) telle
que :

1. Si A€ P(E) et quil existe B € F tel que BC A C E alors A€ F.
2. Toute union finie d’éléments de F appartient a F.

3. o &F.

En ordonnant A, on obtient un ordre filtrant & droite.

En effet, si L;, L; € A alors, grace au lemme 11.7, L;L; /K est une extension
galoisienne. De ce fait, il existe o € L tel que L;L; = K(«). Par hypothese,
il existe Lj, € A tel que o € Ly, donc on a L; C Ly, et L; C Ly,.

Pour tout L; C Lj, si A;; : Ly — Lj est 'injection canonique alors on a
L = @Ll Comme L;/K est une extension galoisienne, on sait griace au
lemme 11.7 et & la proposition 11.18 que le groupe G* = Gal(L/L;) est un
sous-groupe distingué de Gal(L/K).

Considérons V = {G'}, nous allons utiliser les bases de filtre :
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Définition 11.9 (Base de filtre).
Soient E un ensemble et F un filtre de E. On dira que B € P(E) est une
base de filtre de F si F ={A € P(E)/3F € B,F C A}.

On peut maintenant s’intéresser au lemme suivant qui relie les bases de
filtre et les groupes profinis :

Lemme 11.10. Soit G un groupe topologique profini. L’ensemble des sous-
groupes distingués et ouverts de G constituent une base de filtre des voisi-
nages de I’élément neutre.

Démonstration. Soient 7; : G — G; les différentes projections et U un voisi-
nage de 1 dans G. Il existe donc des indices (i;)1<j<n et des parties A;; C Gy,
tels que

ﬂ ﬂi;I(Aij) cU.
1<j<n

Or U contient 1 donc pour tout j, on a 1 € A;,. Ainsi, on a :

-1
V= ﬂ oy ()cU
1<j<n
et V est un sous-groupe distingué de G. O

Lemme 11.11. V est une base de filtre pour A.

Démonstration.

Soient G*,G7 € V alors G* N GY est un sous-groupe distingué de Gal(L/K).
Considérons le compositum L;L;, on a que L;L;/K est une extension galoi-
sienne de degré fini et G' N G7 = Gal(L/L;L;).

Soit @ € L un élément primitif de L;L;/K. Par hypothese, il existe k tel
que o € Lg. On a alors G* C Gal(L/L;Lj) = G' N GY. O
Ainsi, on a :

1. Pour tout U € V, il existe V €V tel que V.V C U.

2. Pour tout U € V, il existe V € V tel que V~! C U.

3. Pour tout U € V, pour tout a € Gal(L/K),3V € V.V C aUa™!.

11 existe donc une unique topologie sur Gal(L/K) compatible avec la struc-
ture de groupe topologique pour laquelle V est une base de filtre des voisi-
nages pour 1’élément neutre. Montrons le :

Lemme 11.12 (ou définition).
La topologie que l’on vient de décrire est indépendante du choiz de A. On
Uappelle la topologie de Krull.
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Démonstration. Soient V et W deux bases de voisinages de I’élément neutre
dans Gal(L/K) associées & A et A" d’extensions galoisiennes finies engen-
drant L.

Soit G = Gal(L/L;) € V,a € L primitif. Il existe L; € A tel que o € L;
on a alors G' C G si G' = Gal(L/L;) € W donc les topologies ainsi définies
sont les mémes. O

Considérons A un ensemble d’extensions galoisiennes finies L;/K tel que
L =UL;.

Pour Ztout i, on a les surjections canoniques m; : Gal(L/K) — Gal(L;/K).
Ce sont des homomorphismes de groupes. De plus, si on munit Gal(L/K)
de la topologie de Krull et chaque Gal(L;/K) de la topologie discréte alors
les (;) sont continues car :

7, ({1}) est ouvert puisque ¥, : p + op est un homémomorphisme de
Gal(L;/K). De ce fait, 7; 1({1}) = Gal(L/L;) = G* est ouvert par défini-

tion.

Pour tout ¢, si G; = Gal(L;/K) et L; C Lj, en notant ¢;; : G; — Gy,
les surjections canoniques, on obtient un systeme projectif (G, ¢ij).

On est donc amené a considérer le groupe profini @Gi muni de sa struc-
ture de groupe topologique. On peut donc énoncer le résultat central de
cette partie :

Proposition 11.13. On a Gal(L/K) = lim G; en tant que groupe topolo-
gique en munissant Gal(L/K) de la topologie de Krull.

Démonstration. Soit G un groupe topologique, pour tout i, ¢; : G — G;
désignera un morphisme de groupe continu tel que pour tout i < j,

PYi = Pji © Lj-

Pour tout ¢ € G, on définit §(c) : L — L,x — @;(o)x, six € L;.
L’application #(c) est bien définie car si x € L; et si L;L;j C Ly, alors :

pi(0)(x) = pri o pr(o)(z)
= pr(o)(z)
= ¢kj o pr(o)(x)
= #3(0)(@)
C’est donc un K-automorphisme de L et 6 : G — Gal(L/K) est 'unique
application vérifiant @; = m; o 0.
Donc 6 est un morphisme de groupes, continu car 6~ 1(G) = ;' ({Id}) d’on
I’isomorphisme de groupes topologiques. O
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Ainsi, le groupe de Galois d’une extension galoisienne est un groupe profini.
S’il est muni de la topologie de Krull il est bien compact, séparé, totalement
discontinu et I’ensemble des sous-groupes distingués (et ouverts) constitue
une base de filtre des voisinages de I’élément neutre.

11.2 Le théoréme de Waterhouse

On commence par rappeler le lemme d’Artin qui sera central dans les
démonstrations de cette partie :

Lemme 11.14 (d’Artin).

Soient L un corps, G un groupe d’automorphisme de L de cardinal n. Posons
K = LE le sous-corps de L fixé par G. Alors, l’extension L/ K est galoisienne
de degré n.

Démonstration. Voir [1]. O

On commence par résoudre le cas o G est un groupe fini (un groupe fini
étant profini).

Lemme 11.15 (de Noether).
Soit G un groupe fini. Alors il existe une extension galoisienne L/K telle
que G = Gal(L/K).

Démonstration. Soit n le cardinal de G. On plonge G dans S,. On sait
que S, agit en permutant les variables sur F(Xy,...,X,) avec F' un corps
commutatif quelconque.

Ainsi, si R € F(Xy,...,Xy) et 0 € S, alors :

O'(R(Xl, e ,Xn)) = R(Xa(1)7 cee 7Xa(n))'

Ainsi, G agit comme groupe de permutations sur F(X1,..., X,).

Si on pose K = F(Xy,...,X,)% et L = F(X1,...,X,), le lemme 11.14
permet d’affirmer que l'extension L/K est galoisienne de groupe de Galois
G et de degré n. O

Avant de prouver le théoreme de Waterhouse, on propose une généralisation
du lemme 11.14 au cas des extensions infinies :

Lemme 11.16 (Généralisation du théoreme d’Artin).

Si G est un groupe profini d’automorphisme d’un corps L tel que

Ve € L,S(x) ={o € G/o(xz) = x} soit un sous-groupe ouvert de G.

Alors L/K est une extension galoisienne et G = Gal(L/K) avec K = LC.

Démonstration. Soit K = L et (xi)1<i<n C L. Le groupe

1<i<n
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est un sous-groupe ouvert de G. Posons N l'intersection de tout les conju-
gués de H. C’est un sous-groupe fermé de G. Soit n 'indice de H dans G.
G agit sur G/H par multiplication. Cette action induit un morphisme de G
vers .S, dont le noyau est V.

De ce fait, G/N est isomorphe a un sous-groupe de S,, donc l'indice de
N dans G est inférieur a n!. Ainsi, N est un sous-groupe ouvert de G.
Comme G/N est fini et agit comme groupe d’automorphisme sur le corps
F = K(Gzy,...,Gzy).

Le corps des invariants est alors égal & L donc d’apres le lemme 11.14, F/K
est galoisienne de groupe de Galois G/N.

Le corps L est la réunion des extensions F/K donc c’est une extension
galoisienne. L’intersection des N est réduite a 1’élément neutre, on a donc :

Gal(L/K) = lim Gal(F/K)
= lim G/N
=G.
O

Montrons maintenant la réciproque de la proposition 11.13 qui est un résul-
tat récent datant des années 70 qui généralise la méthode du lemme 11.15 :

Proposition 11.17 (Théoreme de Waterhouse).
Soit G un groupe profini alors il existe une extension galoisienne LK telle
que G = Gal(L/K).

Démonstration. Considérons un groupe profini G et A ’ensemble des sous-

groupes ouverts et distingués de GG. Soit K un corps de nombres.

Posons Q = NI_ING/N (union disjointe) et F' = K (X, )weq le corps des frac-
€

tions rationnelles en (X,,).

Soit w € Q,0 € G, il existe N € N,7 € G tel que w soit la classe de
7N dans G/N. Posons 0(7y) = Xg(,) ot 0(w) est la classe de 07N dans
G/N. On voit que G permute les fractions rationnelles c¢’est donc un groupe
d’automorphismes de F'.

Ainsi, le stabilisateur S(X,,) de X, pour chaque w représentant de la classe
de 7N est N donc c’est un sous-groupe ouvert de G. Si R(X,,,, ..., X,,) € F.
Alors, l'intersection

N S(Xw)
1<i<n

est incluse dans S(R) qui est ouvert donc l'intersection est ouverte.
En posant L la réunion des extensions F//K, on en déduit le théoreme de
Waterhouse grace au lemme 11.16. O
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11.3 Une généralisation de la correspondance de Galois

Cette caractérisation topologique des groupes de Galois nous permet de
généraliser le théoreme de correspondance de Galois dans le cas des exten-
sions infinies. Tout d’abord, rappelons le théoréeme de correspondance de
Galois dans le cas des extensions finies.

Proposition 11.18 (Correspondance de Galois).

Soit L/ K wune extension galoisienne finie, on pose G = Gal(L/K).

Les applications M — H = Gal(L/M) et H — M = LY établissent une
bijection décroissante entre les extensions intermédiaires K C M C L et les
sous-groupes ouverts et distingués H de G.

Démonstration. Voir [1]. O

Théoréme 11.19 (Généralisation de la correspondance de Galois).

Soit /K wune extension galoisienne. L’application L —— Gal(2/L) met
en bijection les sous-extensions L/K de Q /K et les sous-groupes fermés de
Gal(Q/K). Les sous-groupes ouverts d’indices finis correspondent quant d
euzr aux extensions finies de /K.

Démonstration. Chaque sous-groupe ouvert de Gal(Q2/K) est aussi fermé
car il est le complémentaire de I'union des classes d’équivalences ouvertes

dans Gal(Q2/L).

Si L/ K est une sous-extension finie de /K alors Gal(€2/L) est ouvert car si
o € Gal(€2/L) alors o posseéde une voisinage ouvert cGal(2/N) C Gal(Q2/L)

ou N/K est la cloture normale de L/K. Si L/K est une sous-extension de
Q/K alors

Gal(Q/L) = () Gal(/L;)

ou L;/L varie parmi les sous-extensions finies de /L. De plus Gal(€2/L) est
fermé.

Maintenant, regardons l'application L — Gal(€2/L) qui est injective avec
L le corps fixé par Gal(2/K).

Pour la surjectivité, montrons que si H est un sous-groupe fermé de Gal(Q2/ K)
alors H = Gal(2/L) et L le corps fixé par H.

On a clairement, H C Gal(2/K). Soit ¢ € Gal(2/L). Si M/L est une sous-
extension galoisienne finie de /L alors 0Gal(£2/M) est un voisinage ouvert
de o dans Gal(Q2/L).

L’application H — Gal(M/L) est surjective car son image H fixe le corps
L et H = Gal(M/L) grace a la correspondance de Galois dans le cas fini.
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Ensuite, prenons 7 € H tel que 75 = oy on a 7 € H N oGal(Q/M)
montrant ainsi que o appartient a la cloture de H.
i.e 0 € H donc comme H est fermé on a H = Gal(Q2/L).

Enfin, si H est un sous-groupe ouvert de Gal(Q/K), H est aussi fermé
et de la forme Gal(§2/L). Cela implique que Gal(§2/K) est I'union disjointe
des classes d’équivalences de H. Comme Gal(€2/K) est compact, un nombre
fini de classes d’équivalences recouvre Gal(Q2/K)).

On a donc H = Gal(2/L) qui est d’indice fini dans Gal(2/K’) impliquant
que L/K est de degré fini. O

11.4 Conclusion

Tout d’abord, grace aux proposition 11.13 et 11.17, on a obtenu le théo-
reme suivant :

Théoréme 11.20.
K et L désigneront des corps de nombres.

1. Soit G un groupe topologique profini alors G est le groupe de Galois
d’une extension L/K galoisienne.

2. Soit G le groupe de Galois d’une extension galoisienne L/K alors G
est un groupe topologique profini.

Maintenant, soit Q une cléture algébrique de Q. L’extension Q/Q est une
extension normale et comme nous sommes en caractéristique 0, c’est une
extension galoisienne de degré infini. On peut donc définir :

Définition 11.21 (Groupe de Galois absolu).
Si on note Q la cléture algébrique de Q. Le groupe Gg = Gal(Q/Q) sera
appelé le groupe de Galois absolu.

En vertu du théoreme 11.19 et 11.20, on obient le résultat final de ce devoir :

Théoréme 11.22.
En notant Q la cloture algébrique de Q, on a :

1. Gg est un groupe profini et Gg = @Gal(K/Q) ot K parcourt les
extensions galoisiennes finies de Q.

2. Les sous-groupes fermés de Gg correspondent aux extensions intermé-
diaires galoisiennes de Q.

3. Les sous-groupes ouverts d’indices finis de Gg correspondent aux ex-
tensions galoisiennes intermédiaires finies de Q.
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12 Théoréme de Riemann-Roch

Originellement, ce théoreme répond au probléme portant sur ’existence
de fonctions méromorphes sur une surface de Riemann S donnée, sous la
contrainte de poles de multiplicité imposée en certains points. Nous avons
étudié ce théoreme dans la continuité du travail entamé par la section 10.
Nous proposons une preuve analytique du théoréeme de Riemann-Roch. Ce
résultat de géométrie algébrique permet de généraliser notre raisonnement
sur le plan complexe avec les courbes elliptiques. La référence pour cette
partie est [7].

Théoréme 12.1 (de Riemann-Roch). Soit a un diviseur d’un corps de fonc-
tion K (sur k algébriquement clos). Alors, si ¢ est un diviseur de la classe
canonique, on a :

l(a) = deg(a) +1 —g+I(c—a).
En d’autres termes, 6(a) = 1(c — a).

Avant de pouvoir s’ateler a la démonstration, il nous reste quelques objets
a définir.

12.1 Préliminaires

Soit P un point d’une courbe V', O désignera son anneau local dans un
corps de fonction K. Notons p son idéal maximal et on rappelle que comme k
est algébriquement clos, O/p ~ k. On sait que O est un anneau de valuation
muni d’une valuation discréte. Prenons ¢t un générateur de p. Soit x € O,
pour une certaine constante ag € k, on a x = a9 mod p donc la fonction
T — ag € p et elle posseéde un zéro dans O.

Ainsi, pour un certain yy € O, © — ag = typ.
Par un procédé similaire, on obtient yg = a1 +ty1, y1 € O et © = ag+ a1t +
y1t2. En itérant ce processus, on obtient x = ag + a1t + ast> + .. ..

Remarque 12.2. Trivialement, pour chaque a; =0 on a x = 0.

Ainsi, le corps de fraction K de O peut s’injecter dans le corps des séries
formelles k((¢)). On suit un procédé similaire & la section 10.2, en prenant
O = k[[t]] Panneau des séries formelles en une variable. C’est un anneau de
valuation discréte et son idéal maximal est engendré par ¢. Chaque élément
x de K le corps de fraction s’écrit comme une série formelle :

T =amt "+ +a_1t " +ag+ait+ast>+. .., ou chaque coefficient a; € k.

Remarque 12.3. Si x n’a pas de pole alors la projection canonique
O — O/p envoie x sur ay.
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Le corps K dépend seulement de I'idéal maximal p. En effet, si u est un
autre générateur de p, on a k((t)) = k((u)), on note ce corps K.
Ainsi, siz € Ky, ona z =37, <o at® avec ap, # 0.

Définition 12.4. Sim > 0 (resp. m < 0) alors x est un zéro (resp. un
pole) d’ordre m. Dans les deux cas, on dit que m est ['ordre de x.

Lemme 12.5. Pour un diviseur a et un point P, on a :
o La dimension de L(a) est fini i.e [(a) est fini.

Démonstration. Si a = 0 alors [(a) = 1 et L(a) est un corps de constante
car une fonction sans poéle est constante.
si on établit I'inégalité désirée, pour tout diviseur a, I(a) est fini .

Soit m la multiplicité de P dans a. Supposons qu’il existe une fonction
telle que z € L(a+ P) et z & L(a). Alors, I'ordre z en P est —(m + 1).

Soit w € L(a 4+ P), en regardant le coefficient dominant dans la série for-
mellle de P en w, on remarque qu’il existe une constante c tel que w— cz soit
d’ordre au moins —m en P. Donc w € L(a) établit I'inégalité du lemme. [

12.2 Construction adéliques et diviseurs

L’introduction des adéles va nous permettre une certaine souplesse tech-
nique, ce qui va faciliter le cheminement vers le théoreme de Riemann-Roch.

Si on prend ’ensemble des points P, soit A* le produit carthésien de ’en-
semble des Kp. Un élément de A* peut étre vu comme un vecteur infini
E=(...,¢p,...) ou &p € Kp. L’ensemble A* muni de I’addition et de la
multiplication est un anneau.

Nous considérerons le sous-anneau A C A* constitué de I’ensemble des vec-
teurs tel que £p n’ai pas de péle en P pour un nombre fini de point P.

Définition 12.6. L’anneau A s’appelle 'anneau des adéles.

Remarque 12.7. Comme dans le cas des corps nombres, notre corps de
fonction K s’injecte dans A grace a Uapplication x — (..., z,x,2z,...) ot la
P-iéme composante prise en x est vu comme une série formelle de Kp.

En outre, le corps des constantes k s’injecte dans A qui peut étre vu comme
un algébre sur k de dimension infinie.

Définition 12.8. Soit a un diviseur de notre courbe. On désigne par parra-
lélotopes qu’on désigne par A(a) le k-sous-espace vectoriel de A consistant en
l’ensemble des adéles & tel que l’ordre de £p soit supérieur ou égal a [’opposée
de a en P.
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Remarque 12.9. L’ensemble des A(a) est un systéme fondamental de voi-
sinage de 0 dans A permettant a 2 un anneau topologique.

L’ensemble des fonction z tel que (x) < —a est l'espace vectoriel L(a) donc
L(a) =A(a) N K.

On prend a un diviseur, a = > n;P; et > n; est son degré.

Notre but est de montrer que deg(a) et I(a) ont le méme ordre de grandeur
et on désire obtenir des informations précises sur [(a) — deg(a). Eventuelle-
ment, on veut aussi prouver qu’il existe une constrante g ne dépendant que
du corps K tel que :

l(a) = deg(a) +1 —g —d(a),d(a) € N.
De plus, I(a) est nul si deg(a) > 2g — 2.

On établit maintenant quelques formules pour les calculs futurs. Si B et
C' sont deux k-sous-espace de A et C' C B alors on notera (B : C') la dimen-
sion de 'espace B mod C' sur k.

Proposition 12.10. Soient a et b deuz diviseurs. Alors A(b) C A(a) si et
seulement si a < b. Dans ce cas, on a :

e 1) (A(@) : A(B)) = deg(a) — deg(b).
o 2)(A(a) : A(B)) =(A(a) + K : A(b)+ K)+ (A(a)NK) : (A(b)NK)).
Démonstration. La premiere assertion est directe. Pour les deux items :

e 1) Si P € aest un point de multiplicité d et P € b avec une multiplicité
e alors d > e. Sit est un élément d’ordre 1 en P dans Kp alors 'indice
(t7Kp : t7°Kp) est égal & d — e. L’indice de 1) est la somme des
indices locaux d’un nombre fini de point de ce type. Cela donc s’étend
a tous les points de a et b.

o 2) Cela découle directement des théoréemes d’homomorphisme dans le
cas des espaces vectoriels.

O]

Prenons deux diviseurs a et b tel que a > b, grace a la proposition 12.10, on
obtient :

deg(a) — deg(b) = (A(a) + K : A(b) + K) + I(a) — I(b). (29)
Soit y une fonction non constante de K. Soit ¢ le diviseur de ses podles, on

écrit ¢ = Y e; P;. Les points P; € ¢ induisent tous le méme point @ de la
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courbe elliptique rationnelle ayant pour corps de fonction k(y) et e; est I'in-
dice de ramification par définition du groupe de valuation discréte dans k(y)
associé au point @) et aux extensions du groupe de valuations de K. Ces
extensions correspondent aux points P;.

On va montrer que le degré > e; de ¢ est égal a [K : k(y)] = n.

Soit 21, ..., 2, une base linéaire de K sur k(y). Apres avoir multiplié chaque
zj avec un polynoéme approprié dans k[y] que 'on peut supposer entier sur
E[y]. Ainsi, aucune place finie de K sur k[y] n’est un pole de z;.

Tous les poles de z; étant parmi les P; qui apparaissent dans ¢, il existe un
entier o tel que z; € L(uoc). Soit p un entier positif suffisamment grand,
pour tout entier 0 < s < p1—pg, ona y*z; € L(pc) donc I(pe) > (p—po+1)n.
Soit N, I'entier (A(uc)+ K : A(0)+ K) donc N, > 0. Posons b =0 et a = pc
dans (29), on a :

M(Zei):Nu"‘l(ﬂc)_lENM+(M_MO+1)H_1 (30)

En divisant (30) par p et en faisant tendre g — +o00, on a . e; > n. On
admet le théoreme d’approximation suivant :

Théoreme 12.11. Soit E une extension algébrique finie de K. Soit ' le
groupe de valuation (discréte) de K et T'; le groupe de valuation d’un nombre
fini de valuation discréte qui se pas équivalentes celle de E qui étend celle
de K. Soit [I'; : T'] alors Y- e; < [E: K]

Démonstration. Voir [7]. O
Grace a ce résultat, on peut établir :

Théoreme 12.12. Soit y € K une fonction non constante. Si ¢ est le
diviseur des poles de y alors deg(c) = [K : k(y)] donc le degré d’un diviseur
d’une fonction est égal a 0 (une fonction a autant de zéros que de pdles).

Démonstration. Si on prend ¢ est le diviseur des zéros de y alors ¢ est le
diviseur des poles de % et [K : kz(i)] =n. O
Corollaire 12.13. La fonction deg(a) est une fonction de la classe d’équi-
valence linéaire de a.

Définition 12.14. On appelle fonction classe une fonction qui ne dépend
que la classe d’équivalence linéaire d’un diviseur.

Revenons a (30), on peut écrire pun > Ny, + un — pon +n — 1 d’or

N, < pon —n + 1 montrant que N, est uniformément bornée. Donc pour
un 4 assez grand on a N, = (A(uc + K : A(0) + K) est constant car c’est
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toujours un entier positif.

Définissons une nouvelle fonction de divisieurs r(a) = deg(a) — l(a). Les
deux fonctions deg et | sont des fonctions classes, la premieére grace au
théoréme 12.12 et Pautre car 'application z — yz, pour z € L(a) est un
k-isomorphisme entre L(a) et L(a— (y)). Pour deux diviseurs a et b tels que
a > b, on peut réécrire (29) :

0<(A(a)+ K : A(b) + K) = r(a) —r(b). (31)

Posons b = 0 et a = pc donc (A(pc) + K : A(0) + K) = r(uc) — r(0) et ce
qui précede permet d’affirmer que r(uc) est uniformément borné pour un p
assez grand.

Soit b un diviseur quelconque, prenons une fonction z € k[y] ayant des
zéros en tous les points de b excepté ceux en commun avec ¢ (ce sont les
poles de y). Alors pour un certain pu, (z) + uc > b. Posons a = pc dans (31)
et en utilisant le fait que r(a) est une fonction classe on a alors r(b) < r(uc).
Cela montre que r(b) est borné pour tout diviseur b. Ceci montre aussi que
[(b) et deg(b) ont le méme ordre de grandeur. De plus, remarquons que si b
est fixé et que a varie dans (31) alors A(a) peut étre agrandi de maniére a
inclure tout élément de A.

D’un autre co6té, 'indice dans cette formule est bornée car on a juste a voir
que r(a) est bornée. Donc pour un diviseur a ayant atteint son maximum et
pour ce diviseur on doit avoir A = A(a) + K. On a donc obtenu :

Théoréme 12.15. I existe un diviseur a tel que A = A(a) + K i.e Les
éléments de K peuvent étre vu comme des réseauxr de A. De ce fait, un
voisinage A(a) peut se traduire comme tous les points du réseau recouvrant

A.

Ce résultat permet de séparer I'indice dans (29). Notons par d(a) la dimen-
sion de (A : A(a) + K). Du fait que 'on a établit que la dimension était
finie, I’égalité (29) devient :

deg(a) — deg(b) = 5(b) — 6(a) + I(a) — I(b). (32)
Ce qui équivaut 4 :

I(a) — deg(a) — 6(a) = 1(b) — deg(b) — 5(b).
Et cela se vérifie pour a > b.

Définition 12.16. Le genre de K est définie pour étre l’entier g tel que
[(a) — deg(a) —d(a) =1 —g.
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Remarque 12.17. C’est un invariant de K.

Posons a = 0 dans cette définition, on voit que 6(0) = g donc g € N donc
g=(A:T(0): K). En résumant, on a :

Théoreme 12.18. [l existe un entier g € N dépendant seulement de K tel
que pour tout diviseur a, on a §(a) >0 et l(a) = deg(a) + 1 — g + d(a).

Définition 12.19. Une fonctionnelle \ qui est k-linéaire de A et s’annule
sur un certain A(a) et sur K est appelé différentielle de K.

Remarque 12.20. La premiere condition impose la continuité de \ quand
on prend la topologie discrete sur k.

Pour la deuziéme condition, comme (A : A(a) + K) est fini, en prenant A
une différentielle s’annulant sur A(a), on peut peut considérer A comme une
fonctionnelle s’annulant sur lespace quotient A mod A(a) + K

On peut donc énoncer le théoreme :

Théoreme 12.21. Si A est différentiable alors il existe un parallélotope
A(a) sur lequel X s’annule.

Démonstration. Si une différentielle A s’annule sur A(a;) et A(az) et que
lon pose a = sup(aj, as) alors A s’annule sur A(a). Alors, pour prouver le
théoreme, il suffit de prouver que le degré de a est borné.

Siy € L(a) alors (y) > —a alors yA s’annule sur A(a + (y)) et comme
a+(y) =20, ona A0) € Ala+ (y)).

Si (y1,...,Yn) sont linéairements indépendants sur k, alors (Ayi,..., \y,) le
sont aussi donc §(0) > I(a) = deg(a) + 1 — g — d(a) mais §(a) > 0 donc on a
deg(a < §(0) + g — 1 montrant la borne désirée. O

Théoréme 12.22. Les formes différentiables muni de l’addition forment
un K -espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration. Soient A est une forme différentielle s’annulant sur A(a),
€ Aetye K, on peut définir yA par (yA)(&) = A(yé).

Cette fonctionnelle est encore différentiable car elle s’annule sur K et par
addition elle s’annule sur A(a + (y)).

Maintenant, prenons deux formes différentielles A et i linéairement indépen-
dantes sur K. Supposons (z;)1<i<n €t (¥i)i1<i<n deux ensembles d’éléments
de K linéairement indépendants sur k. Alors (x;\)1<i<n €t (Yift)1<i<n sont
linéairement indépendant sur k donc on a une relation :

Z a; T\ + Z biyip = 0.
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Posons x = > a;x; et y = > bjy;, on a donc > zA + > yu = 0. On a une
contradiction de I'indépendance linéaire de A, y sur K.

Ainsi, A\, p s’annule sur un parallélotope A(a). En effet, si A s’annule sur
A(ay) et sur A(az) alors en posant a = inf(aj, az) ona A(a) = A(ay) U A(az).

Maintenant, soit b un diviseur arbitraire. Si y € L(b) alors (y) > —b alors
yA s’annule sur A(a + (y)) qui contient A(a — b) car a+ (y) > a —b.

De méme, yu s’annule sur A(a — b) et par définition de A(.) et la remarque
au début de la preuve, on peut conclure 6(a — b) > 2[(b).

Gréace au théoreme 12.18, on a :

l(a —b) —deg(a) + deg(b) — 1+ g > 2I(b)
> 2(deg(b) +1—g—0(b)
> 2deg(b) +2 — 2g.

Si b > 0 est assez grand, alors L(a—b) = {0} car une fonction ne peut avoir
plus de zéros que de pdles. Or deg(a) est constante dans 'inégalité dessus
aboutissant sur une contradiction qui permet de conclure. ]

Si A est une forme différentielle non nulle alors toutes les différentielles sont
de la forme y\. Si A(a) est le parallélotope maximal sur lequel A s’annule
alors A(a + (y)) est le le parallélotope maximal sur lequel yA. On a donc
obtenu une équivalence de diviseur :

Si on définit le diviseur (\) associé a A\ comme étant a alors le diviseur associé
a yest a+ (y).

Définition 12.23. Cette classe est la classe canonique de K et le diviseur
associé est le diviseur canonique.

Nous avons tous les outils pour établir notre résultat final :

Théoréme 12.24 (Théoreme de Riemann-Roch). Soit a un diviseur arbi-
traire de K. Si ¢ est un diviseur canonique alors l(a) = deg(a)+1—g+I(c—a).
En d’autre termes, d(a) = l(c — a).

Démonstration. Soit ¢ un diviseur tel que A(c) soit le parallélotope maximal
sur lequel une forme différentielle A non nulle s’annule. Si b est un diviseur
arbitraire et y € L(b) alors on sait que yA s’annule sur A(c — b).

Réciproquement, grace au théoreme 12.22, toute forme différentielle s’an-
nule sur A(c — b) est de la forme z\ pour z € K. De plus, le parallélotope
sur lequel z\ est défini est (2) + ¢ qui doit contenir A(c —b). Donc (2) > —b
i.e z € L(b). Ainsi, on a montré que 6(¢c —b) = I(b). Comme b est arbitraire,
on peut le remplacer par ¢ — a prouvant le théoreme. ]
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On a aussi quelques corollaires directs :
Corollaire 12.25. Si ¢ est un diviseur canonique alors l(c) = g.

Démonstration. Pour a = 0, en appliquant le théoreme 12.24 alors L(a) est
constitué seulement des constantes donc I(a) = 1 or deg(0) = 0. CQFD. O

Corollaire 12.26. Le degré de la classe canonique est le 2g — 2.

Démonstration. Pour a = ¢, en appliquant le théoreme 12.24 puis le corol-
laire précédent, on a le résultat voulu. O

Corollaire 12.27. Si deg(a) > 29 — 2 alors §(a) = 0.

Démonstration. On a 6(a) qui est égal a (¢ — a) mais une fonction ne peut
avoir plus de zéros que de pdle et L(c — a) = 0 si deg(a) > 2g — 2. O
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