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Chapitre 1

Python

Introduction

Python fut inventé dans ’année 80 par Guido van Rossum, il souhaitait
développer un langage scripté pour le systéeme d’exploitation ABC (un an-
cétre de Windows).

Commencons par une définition :

Définition 1 (Algorithme).
On appelle algorithme une suite finie d’instructions décrites sans ambiguité
qui permet de résoudre un probléme donné.

Les langages de programmation ne sont finalement que le passage entre nous
et I'ordinateur. Ainsi, on mesure 'efficacité d’un algorithme grace a sa durée
de calcul, sa consommation de mémoire et par la précision des résultats qu’il
fournira.

Ainsi, Python est un langage de haut niveau (proche du langage naturel),
sous licence libre, portable sans modification sous plusieurs systémes d’ex-
ploitation, permettant la programmation orienté objet. C’est un langage
sensible a I'indentation :

Ezemple 1 (Un exemple de structure Python).
Premiere structure :

Instruction al

Deuxieme structure :

Instruction bl

Instruction b2

Instruction a2

Instruction a3

Suite du Programme

Quelques exemples d’utilisation de Python :

o En algebre pour les calculs effectifs de polynémes grace a SAGE.



e En machine learning et data science pour 'automatisation dans le
traitement de bases de données.

o Dans les logiciels de créations assisté par ordinateur (CAO) pour le
dessin par ordinateur.

o Les jeux vidéos Civilization IV ou Battlefield 2

e Les sites Reddit ou Youtube utilisent abondamment du Python.

1.1 Types de variables et affectations

Entier, flottant, chaine de caractéres et booléen

Dans un programme, les variables considérées ont des types qui définissent la nature des valeurs gu'elles
peuvent prendre. Les principaux types considérés en classe de Seconde dans le langage Python 3 sont:
¢ int (integer) pour des nombres entiers,

¢ float (floating-point) pour les flottants c’est-a-dire des nombres « a virgule »,

® str (string) pour les chaines de caractéres c'est-a-dire des mots ou groupes de mots,

* bool (boolean) pour les booléens c'est-a-dire True (Vrai) ou False (Faux).

¢ Exemple Un site sportif doit écrire une base de données sur les joueuses de curling des clubs francais.
Pour une joueuse donnée, il y aura 4 variables : nom pour son nom, age pour son age, points
pour sa moyenne de points marqués et nationale qui est vraie ou fausse selon que la joueuse
est ou non en équipe de France.
« Les valeurs prises par nom sont des mots : nom est de type str.
« Les valeurs prises par age sont des nombres entiers : age est de type int.
« Les valeurs prises par points sont des nombres réels a priori non entiers : points est de type £loat.
» Les valeurs prises par nationale sont Vrai ou Faux : nationale est de type bool.

1.1.1 Affectations

Affectation d’une valeur a une variable

Lorsque I'on affecte une valeur a une variable avec le symbole = cela signifie que, jusqu’a une prochaine
affectation, la variable peut étre remplacée par cette valeur dans le programme.

¢ Exemple x=5 signifie que I'on affecte la valeur 5 a la variable x.



Affectation d’une valeur a une variable par |'utilisateur
Linstruction input permet a l'utilisateur du programme d’affecter lui-méme une valeur a une variable.

Exemple a=int (input ("Nombre?") ) permet a l'utilisateur du programme d'affecter le nombre entier
qu'il souhaite a la variable a. Le int devant input signifie que le nombre recu est entier mais on aurait pu

mettre £1loat pour un flottant, par exemple.

Affectation et type

Lors d'une affectation, la variable prend le type associé a sa valeur.

= QEOELERS p. 23

1.1.2 Opérations

Opérations sur les types numériques

* Dans les affectations, on peut utiliser les symboles d'opération usuels +, -, * et /.

* Pour écrire une puissance, on utilise ** (par exemple, 2**3 veut dire 2°).
¢ Quand un flottant est utilisé dans un calcul, le résultat est également un flottant.

Opérations sur les chaines de caractéres

Soit a et b deux variables de type str et n un entier.
* a+b est la chaine de caractéres formée par la valeur de a suivie de la valeur de b.

* n*a est |la chaine de caractéres formée par la valeur de a répétée n fois.

¢ Exemple "bon"+"jour" donne "bonjour" et 3* "bip" donne "bipbipbip".



1.2 Instructions conditionnelles

Propriété 1 (Condition, résultat d’'un test). Le résultat d’un test d’égalité,
de non-éqgalité ou d’inégalité est appelé condition.

Cette condition est soit vraie (True) soit fausse (False) ¢’est-a-dire que c’est
un booléen. On peut complezifier les conditions avec or (ou) et and (et).

Ezemple 2. e x < 6 vaut True si x =4 car 4 < 6 et x < 6 vaut False si
x = 15 car 15 > 6.

e La condition x > 5 or x <= 2 est vraie si x est supérieur a 5 ou
inférieur ou égal a 2.

e La condition x >= —1 and = < 8 est vraie si = est supérieur ou égal a
-1 et inférieur a 8.

Remarque 1. Le tableau ci-dessous donme wume  correspon-

dance entre les symboles mathématiques et le langage python

Mathématique | = | # | > | < | > <
Python ==|I=|>|<| >=| <=

Définition 2. En python, il est possible de conditionner l’exécution d’une
ou plusieurs instructions uniquement si (if) une certaine condition est véri-
fiée. On crée alors un bloc d’instruction indenté (c’est-a-dire décalé vers la
droite), précédé d’une ligne au format if condition :

Pour traiter le cas ou cette condition n’est pas vérifiée, on peut :

e soit exécuter un autre bloc d’instruction dans un bloc indenté, précédé
d’une ligne else :

e soit ne rien faire.

Dans les deux cas on exécute la suite du programme.

10



¢ Exemple
Les programmes ci-dessous écrits en Scratch et en Python # fonctionnent de la méme maniére,

n=float (input ("Nombre 7?"))
if n>0

print("n est strictement positif")
print("Fin du programme")

B w N

n=float (input ("Nombre ?"))
if n>0
print("n est strictement positif")
else
print("n est négatif")
print ("Fin du programme")

o wN R

Remarque 2. Pour ajouter une condition supplémentaire, on utilisera elif.

11



1.3 Fonctions (au sens algorithmique)

1.3.1 Définition

Lorsque l'on est amené a écrire un programme long, on est amené a
répéter maintes fois le méme algorithme ; plutét que faire des copier-coller
qui rendraient tres vite le programme illisible, nous avons a notre disposition
la notion de fonction :

Définition 3 (Fonction).

Une fonction est un bloc d’instruction qui ne sera exécuté que s’il est ap-
pelé. Une fonction posséde généralement des parameétres (mais pas obligatoi-
rement) et retourne (ou renvoie) une valeur de retour (mais pas systémati-
quement) généralement stockée dans une variable.

e Syntaxe en Python :

def nom_de_la_fonction(argumentl, argument2, ...):
instructions
return(resultatl, resultat2, ...)
L'instruction return interrompt le programme deés qu'elle s'est exécutée et permet de renvoyer

une ou plusieurs valeurs de types entier, décimal (dit Hottant) ou chaine de caractéres.

1.3.2 Une fonction avec parametres

Ezemple 3. Considérons la fonction ci-contre :

def vitesse (distance, temps)
v=distance/temps |

return v

Cette fonction s’appelle vitesse ; elle a comme parametre distance et temps ;
elle retourne la valeur de la variable v qui est égale a %C”;ge.
Plus simplement, c¢’est une fonction qui nous donne la vitesse en fonction de

la distance et du temps.

Remarque 3. Les variables distance et temps ne sont définies qu’au sein de
la fonction vitesse, elles ne sont donc pas utilisables hors de cette fonction.

Pour appeler une fonction, il suffira d’écrire vitesse(100,4), elle retour-
nera la valeur v = % = 25 : si on parcourt 100 km en 4 heures, on est allé
a 25 km/h.

1.3.3 Une fonction sans parameétre

Une fonction peut ne pas avoir de parametre, dans ce cas, on 'appelle
en écrivant son nom suivi de parentheses vides. Intéressons-nous a cette
fonction :

12



def message()
print ("affichage d’'un message'")

Ainsi, il suffira d’écrire message() pour appeler cette fonction, elle n’a pas
non plus de valeur de retour, elle réalise juste un affichage.

Définition 4. La commande input qui permet d’afficher du texte (entre
guillemets), la valeur d’une valeur (sans guillemet, ou un mélange des deux
(en séparant texte et variables par des virgules).

13



Chapitre 2

Ensembles de nombres

Introduction

Pendant I’ Antiquité, les Grecs ont longtemps pensé que tous les nombres
a
étaient rationnels c’est-a-dire que tout pouvait s’écrire comme un rapport 3

entre deux nombres.

Pourtant, si 'on trace un carré de c6té 1 metre, puis que 'on trace une
diagonale, en appliquant le théoréme de Pythagore, on détermine que cette
diagonale a une longueur de v/2 métres. Ce fut peut-étre le premier exemple
qui ne s’écrit pas comme un rapport de nombres.

Un autre exemple classique est le nombre 7w qui est le rapport constant de

la circonférence d’un cercle a son diametre m = 5, avec P le périmetre et r
r

le rayon du cercle.

Le but de ce chapitre est donc de caractériser et de formaliser les ensembles
déja rencontrés et de comprendre comment ils interagissent entre eux, de
comprendre 'intérét des différentes écritures possibles d’'un méme nombre.
Pour cela, nous allons nous appuyer sur les équations du premier degré.

14
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» Inclusion et appartenance a un ensemble

«Un element X appartient 3 un ensemble E quand il
figure dans cet ensemble.

Onnotex k.

« Lensemble E estinclus dans Uensemble F lorsque tous
les slements de E sont des éléments de F, On note E < F.

¥ Puissance d'un nombre entier non nul
Soit ¢ un nombre entier naturel non nul et soient n ¢ Z et

D
(S

map

'@ =a

“ m—n

!T,—_G
(o) =am
eg-=L

“ _'a-
a'=1

" Notation scientifique
0n rappelle que la notation scientifique d'un nombre
cécimal s’écrit sous la forme :

+ax10"avecne Zetl=sa<10

Les carrés parfaits
a2 ]3| 4|5 |67
n | 4 | 9| 16 | 25 | 36 | 49
nl 8!l9 10 11 12 | 13

n? | 64 | 81 | 100 | 121 | 144 169

¥ L'identité remarquable

Pour tout nombreaet b :
a?—b2 =(a—b)(a+ b).

15

€D viai ou faux

Soit P lensemble des nombres pairs et |
l"onsemble des nombres impairs.

a.del  b.22eP obPcl dIcP

© acm

1.5' x 5% vaut

a.5"%  b.2s" 25t ds®
!

2.§B-vaut:

a.3 b.1/3 ¢ -3 d.~1/3
3. 36" vaut :

a. 6’ b. 6

c.iln’y a pas d‘autre écriture

4.3%2 vaut

a.-1/9 b.-1/6 «¢.9 d.6

© acm

Le double de 2% est :

Q44 Q2s 0 48 Q28
BFxB =,

Qe6s Qe Qe Q31w
2422= .,

Q42 Q44 Q23 Q3x2?

@ Ecrire en notation scientifique
(en conservant les mémes unités)

a. Masse de la Terre : 59 736 x 1018 kg
b. Surface de la Terre : 510 067 420 km?
¢. Masse du Soleil : 19 891x 1026 kg

d. Surface du Soleil :

6 087 700 000 000 km?

© Ecrire en notation scientifique
(en conservant les mémes unités)

a. Vitesse de la lumidre :
299792 458 m-s?!

b. Charge de l'électron : —1602 x 10-22C
c. Constante de Planck : 6 626 x 1037 J-s

Chapitre 1« NOMBRES REELS | 11




2.1 Ensembles de nombres

2.1.1 Entiers naturels

Ce sont les premiers nombres que l’'on rencontre dans sa vie en apprenant
a compter.

Définition 5 (Entiers naturels). Les nombres entiers positifs forment [’en-
semble des entiers naturels, on note cet ensemble N = {0,1,2,...}.

Exemple 4.

Le nombre 5 est un entier naturel, donc on peut écrire 5 € N (se lit « 5
appartient & N »).

Par contre —8 n’est pas positif, donc on notera —8 ¢ N (se lit « —8 n’ap-
partient a N »).

2.1.2 Entiers relatifs

Il a fallu malgré tout construire d’autres ensembles de nombres, par
exemple pour résoudre I'équation = + 3 = 0,( <= x = —3), 'ensemble N
est insuffisant car le nombre —3 n’est pas un entier naturel (—3 ¢ N).

Définition 6 (Entiers relatifs).
Les nombres entiers (positif, négatifs et nul) forment [’ensemble des
entiers relatifs, qu’on notera Z ={...,—2,—1,0,1,2,...}.

Remarque 4. Le Z proviendrait de l'allemand « Zahl » signifiant nombre.

Un entier naturel est un entier relatif donc N est inclus dans Z donc, on a :

Remarque 5. On a linclusion N C Z.

2.1.3 Nombres rationnels
Défintions

Historiquement, les nombres rationnels sont apparus lorsqu’il a fallu par-
tager en parts égales. Dans un exemple plus proche de nous, si I'on doit

partager un gateau en 5 parts égales, chacun recevra — du gateau.

Maintenant, intéressons-nous a I’équation : 3z — 1 = 0, I'unique solution est
1

3

Définition 7 (Nombres rationnels).

Un nombre est rationnel s’il s’écrit comme le rapport entre un entier relatif
a € Z et un entier naturel non nul b € N. a

L’ensemble des nombres rationnels est [’ensemble Q = {E’ a€Z,be N}
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Remarque 6.
7%
On rappelle que pour tout entier relatif x € Z, on a x = 1 € Q.

Ainsi, tous les nombres entiers (naturels comme relatifs) sont des nombres
rationnels, donc on a l'inclusion :

Remarque 7. NC Z C Q.

2.1.4 Nombres décimaux

Exercice 1.

1. Ecrire les expressions suivantes sous la forme d’une seule puissance de
10.

1 —2
F=10x10"4, G = (10713, H = 1()—02, I =10%x10"3x 10, J = 10000,
_ 1
K= 1.

2. Donner l’écriture décimale des nombres suivants.

L=125x10%, M =21.56 x 107! N = %

Maintenant si on va s’intéresser a un sous-ensemble particulier de I’en-
semble Q des rationnels.
Définition 8 (Nombres décimaux).
Un nombre est dit décimal s’il peut s’écrire sous la forme % ot a est un
entier relatif et n un entier naturel, i.e a € N, n € N.
On note D ’ensemble des nombres décimauz.

Du fait que tout entier (naturel comme relatif) est nombre décimal, on a :

Remarque 8. NCZ cC D C Q.

Deux méthodes pour montrer qu’un nombre est décimal

Par la définition
En utilisant uniquement la définition :
3 75 75

1-97= 100~ 102

3
Donc - € D
4
En utilisant une propriété

Propriété 2. Un nombre est un nombre décimal, si et seulement si, sous
sa forme de fraction irréductible, le dénominateur peut s’écrire comme un
produit de puissances de 2,5 et 10.

17



Démonstration.
Utilisons la décomposition en facteurs premiers de 10 = 5 x 2. Ainsi, pour
un entier naturel n € N, on a :

1 1.
107~ (1p)
1 n
- (2 X 5)
= ()" x ()"

Ainsi, si z est un nombre décimal, il existe un entier relatif a et un entier

a
naturel n tel que x = Ton avec la fraction de droite qui est irréductible.

1
Grace au calcul précédent, on a 1'égalité, x = a x (5)” X (g)”
. . 1 1 1
Maintenant, si on a un nombre de la forme a x (5)” X (g)" X (1—0)"
1
Alors, il est égal & a x (E)”Jrl donc c’est un nombre décimal par défini-
tion. O

Application 1.

1
But : Montrer que 3 n’est pas un nombre décimal.

Par la définition

3 est une fraction irréductible et son dénominateur étant un nombre pre-

1
mier, il ne peut pas étre un produit de puissance de 2,5 ou 10 donc 3 ¢ D.

Par 'absurde

Exercice

Ezemple 5.

37 37 37 37

— = — irré ibl — c D.
50 — 22 % & et 20 est irréductible donc 20 €

2.1.5 Nombres réels

Exercice 2. Sachant que le triangle ABC' est un triangle rectangle en A tel
que AB = 4cm et AC = 8cm, calculer la valeur exacte de BC.

Prenons un nombre réel positif @ € R et intéressons-nous a 1’équation
22 — a = 0, on sait qu’elle admet deux solutions ++/a.
Par exemple, lors de I'introduction, nous avons établi, & ’aide du théoréeme
de Pythagore, P'existence réelle de /2. Pourtant, v/2 ne s’écrit pas comme

une fraction (on 1'établira plus tard!) ainsi v/2 ¢ Q.
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Définition 9 (Nombre irrationnel).
Un nombre est irrationnel s’il ne peut pas s’écrire sous la forme d’une frac-
tion.

Exemple 6.
V2,7 ou plus généralement si p n’est pas un carré parfait, alors /P est un
nombre irrationnel.

Droite réelle

Définition 10 (Droite graduée).
Une droite graduée est une droite sur laquelle on fize une origine O et une
unité et un sens (de parcours).

Proposition 1 (Admise).
Tout point d’une droite gradué peut étre repéré par son abscisse.

Ensemble des réels

Définition 11 (Nombres réels).
Un nombre que [’on peut représenter sur une droite gradué est un nombre
réels, [’ensemble des nombres réels se note R.

Application 2. Représentation de R par une droite.

A Taide d’une droite réelle, grace a 'unité, on peut représenter (facilement)
tous les entiers relatifs, les rationnels peuvent aussi étre associés a une abs-
cisse a l'aide du théoréme de Thales. Ainsi, on a la suite d’inclusion :

Remarque 9.
NcZcDhcQcR.

Un schéma pour illustrer notre situation finale :
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Remarque 10. Une fois que l'on est muni de ’ensemble R, on pourrait
naivement penser que toutes nos équations admettent une solution. Malheu-
reusement, l’équation x> + 1 = 0 n’admet aucune solution réelle.

2.1.6 Exercices

Exercice 3 (Vrai/Faux). Dans le cas ot la réponse est fausse, donnez un
contre-exemple.

e Un nombre rationnel est toujours un nombre réel.

Un nombre rationnel est toujours un nombre décimal.

L’inverse d’un nombre décimal est toujours un nombre décimal.

Un nombre entier est toujours un nombre décimal.

o Un nombre entier est toujours un nombre rationnel.

Exercice 4.
Pour chacun des nombres A a D, dire si c¢’est un entier naturel, relatif ou
st ce n’est pas un entier :

A=—V121,B=(4—-V3)(4+V3),C="" et D=

1
Exercice 5 (Démonstration de 3) On souhaite démontrer par un raison-

1
nement par l'absurde que 3 n’est pas un nombre décimal.

1
1. Supposons que — soit un nombre décimal.

Montrer qu’il existe alors deuz entiers a et n tels que 10" = 3a.
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2. Expliquer pourquoi 10™ ne peut pas étre un multiple de 3.
3. Aboutir a une contradiction puis conclure.

Correction 1.

Supposons que 3 soit un nombre décimal, alors, il existe a € N et n € N tel
1 a a c

que 3= Ton En utilisant — = —= <= ad = bc, on a ’égalité 3a = 10™.

On aboutit & une absurdité, car le membre de gauche est un multiple de 3

et celui de gauche n’est pas divisible par 3 en vertu du critere de divisibilité
par 3.

1
Ainsi, notre hypothese de départ est fausse donc 3 n’est pas un nombre
1
décimal i.e 3 ¢ D.
Exercice 6. Par la méme méthode qu’a [’exercice précédent, montrer que
2
3 n’est pas décimal.

Exercice 7. Calculer.

T 7T -7 15 11 8 3
L =—x2 (C=3x—,D=——-" E=
55 X3 O3 5 100

=8
4
F=_4
’ 3

Wl N w

Exercice 8. Esteban a demandé un ordinateur pour son anniversaire. Ses

parents sont d’accord pour lui offrir s’il paye 3 du priz. Ses trois oncles

1
payent chacun — de ordinateur. Le reste est payé par ses parents. Quelle

fraction de lordinateur les parents d’Esteban ont-ils payés ¢
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Récapitulatif

Le schéma qui illustre notre situation finale :

Ce chapitre a pour but d’étre capable (cette liste est non exhaustive) :

1. d’identifier et de connaitre les différents ensembles de nombres (la dé-
finition, le symbole).

2. d’identifier I’ensemble minimal auquel appartient a un nombre.

3. de comprendre les symboles C et €.
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Chapitre 3

Equations produits et
quotients

3.1 Equations produits

On rappelle que soustraire par un nombre revient a ajouter son opposé
et que diviser par un nombre (non nul) revient & multiplier par son inverse.

Propriété 3.
On commence par formaliser quelques propriétés sur l’égalité :

o Ajouter la méme quantité aux deux membres de [’égalité ne change pas
I’égalité.

o Multiplier les deuxr membres d’une égalité par la méme quantité non
nulle ne change pas [’égalité.

Ensuite, on formalise une propriété de la multiplication :

Théoreme 1. Un produit de deux nombres est nul si et seulement si, au
moins, un des deux facteurs est nul.

On va maintenant étudier un type particulier des équations du second degré :

Application 3.
Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels, pour tout x réel, on a :

(ax +b)(cx +d) =0

En se souvenant que les facteurs (az+b) et (cx+d) sont deux deux nombres,
le théoreme précédent nous permet d’affirmer que :
(az+b)(cx+d)=0 <= ar+b=0oucx+d=0
On est donc ramené & résoudre deux équations du premier degré. Ainsi,
I’équation produit (ax + b)(cz + d) = 0 admet au maximum deux solutions.
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Ainsi, on obtient le théoréme :

Théoréme 2 (Equations produits).
Soient a,b, c,d quatre nombres réels, I’équation (ax +b)(cx+d) = 0 est une
équation produit qui admet au plus deux solutions réelles.

Remarque 11. Attention, I’équation (x —3)% = 0 est une équation produit,
mais elle n’admet qu’une solution x = 3.

Tandis que léquation (x? + 1)2 = 0 est une équation produit, mais elle
n‘admet aucune solution réelle.

3.1.1 Exercices

Exercice 9. Résoudre dans R, (2x 4+ 1)(5 — 3z) = 0.

Exercice 10. Le but est de résoudre dans R, ’équation :
(E):(z+1)(2z+4)—(x—T)(x+1)=0.

1. Factoriser l’équation (E).

2. Avec expression obtenue, résoudre (E).
Exercice 11. Soit A(z) = 2® — 25+ (z + 5)(4 — 3z2).

1. Développer puis réduire A(x).

2. Factoriser A(x)
(Indication : Commencer par factoriser x> — 25 puis factoriser A(x)).

3. En choisissant l’expression appropriée de A, résoudre A(x) = 0.

Exercice 12. Résoudre pour x € R un nombre réel, I’équation :
(Bx+2)(2z — 1) + (4z — 2)(3 — 5z) = 0.

12 2
Exercice 13. Soit F(z) = 2% — 36 + (v + 6)(Z — §x)
1. Développer puis réduire F(x).

2. Factoriser F(x)
(Indication : Commencer par factoriser % — 36).

3. En choisissant ’expression appropriée de F, résoudre F(x) = 0.

24



3.2 Equations quotients

Exercice 14. L’inverse de la différence entre un nombre et ['unité est égal
au triple du nombre. Quel est ce nombre ?
Notons x le nombre recherché, formaliser cela en termes d’équation.

Maintenant, on souhaite traiter le cas des équations ou 'inconnue x ap-
parait au dénominateur ou au numérateur. Par exemple, prenons I’équation
axr +b

T d = 0 et cherchons a la résoudre dans I’ensemble des nombres réels R.
cx

Notre premier probleme est qu’il est impossible de diviser par 0, donc le
dénominateur ne peut étre nul cx 4+ d # 0. Notons x1 cette valeur interdite.
Ainsi, ’ensemble possible des solutions est donc ’ensemble des nombres réels
R privé de xq.

Pour le numérateur, on résout ’équation ax+b = 0 et la solution recherchée
est la solution de cette équation. On aboutit donc au théoréme :

Théoréme 3. Soient a, b, c,d quatre nombres réels, pour tout x réel, on a :
ar+b 0

cx+d
<~ arx+b=0ectcx+d#0

Et on est ramené a résoudre deur équations du premier degré.

3.2.1 Exercices

-2
Exercice 15. 1. Résoudre l’équation * 1= 0
_x —_—
2 1 2
2. Résoudre ’équation rhL_ 2 .
r+4
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Chapitre 4

Fonctions affines

4.1 Taux de Variation

4.1.1 Introduction

On définit rigoureusement la notion fonction :

Définition 12 (Ensemble de définition).

Soit D un ensemble de nombres réels, définir une fonction f sur D revient a
associer a chaque réel x de D un unique réel appelé image de x par f, notée
f(@).

On dira que D est l'ensemble de définition de la fonction f (ou encore l'en-
semble des antécédents).

On rappelle la définition d’une fonction d’une fonction affine :

Définition 13 (Fonction affine).

On dit qu’une fonction f est affine s’il existe deux nombres réels a et b tels
que f(x) = ax + 0.

Le nombre a est le coefficient directeur de f tandis que b est
l’ordonnée a l'origine.

4.1.2 Mise en jambe

Exercice 16.
Dire si les fonctions suivantes sont affines, si oui, donner le coefficient di-
recteur a et l'ordonnée a l’origine b :

1. f(x)=22+3
2. f(x):x(f—x}—él)

3. f(x) = (z+1)(2* - 9)
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3r—m
12

4. Jlx) =

Exercice 17.
On considére la fonction affine f définie par f(x) = —bx + 3.

1. Calculer limage de 5 par f.
2. Calculer Uantécédent de 4 par f.
3. Résoudre f(x) =0.

4.1.3 Taux d’accroissement

Définition 14. Prenons une fonction f (pas obligatoirement affine), pour
deux nombres distincts x et y, on appelle taux d’accroissement de f, le
fy) — f(z)

Yy—x

nombre

Dans le cas des fonction affines, c’est le taux d’accroissement qui nous permet
de calculer le coefficient directeur a.

Propriété 4. Si f(x) = ax + b est une fonction affine alors pour tous
f(x) — f(y)
r—=y

nombres réels x et y distincts, le tauxr d’accroissement est

constant et égal a a.
Réciproquement, si [ est une fonction et que son taux de variation est
constant a un nombre réel a, alors c’est une fonction affine.

4.1.4 Méthode pour déterminer le coefficient directeur

Prenons une fonction f affine tel que pour tout nombre z, on ait f(x) =
ax + b. Pour deux nombres distincts = et y alors, on a :

fy) = f(x) = ay +b— (ax +b)
=ay+b—ar—0>
=ay — ax
=a(y — x).

Comme y # x on peut diviser par (y — z) et on obtient :

fly) = flx)  aly —z)

y—z  (y—a)
:axy_x
y—a:

= a
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Ezemple 7.
Considérons une fonction f affine tel que f(1) =6 et f(4) = 12.
Déterminons ’expression algébrique de f.

On sait que f est une fonction affine donc f est de la forme f(x) = az + b.
Comme 1 # 4 on peut calculer :

@)~ f(1) _12-6
4—1 3

a =

N wl o

Ainsi, on peut affirmer a = 2 donc f(z) = 2x + b.
Or,onsait f(1) =2x14+b=6 <= b=6—2=4donc f(x) =2x+4.

4.1.5 Exercice a faire pour la séance suivante

Exercice 18. On considére une fonction f tel que f(1) =3 et f(4) = 2.
1. Calculer le tauz de variation de f. La fonction f est-elle affine ¢
2. Donner expression algébrique de f.

3. Méme question pour une fonction g telle que g(4) =6 et g(—4) = 2.
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4.2 Variation d’une fonction affine

4.2.1 Variations d’une fonction affine

Propriété 5. Si on prend une fonction f(x) = ax + b, les variations de f
dépendent du signe du coefficient de a.

e Sia > 0 alors f est strictement croissante; on parle de croissance
linéaire.

e Sia < 0 alors f est strictement décroissante; on parle alors de dé-
croissance linéaire.

Démonstration. Prenons une fonction affine de la forme f(z) = ax + b.
Prenons deux nombres = et y tel que y > .

e Sia > 0,alors f(y) — f(z) = a(y — x). Comme ¢ >0ety—ax >0
donc on a le produit de deux nombres positifs alors f est strictement
croissante.

e Sia <0, alors f(y) — f(z) = a(y —x). Comme a < O0ety—x <0
donc on a le produit d’un nombre négatif par un nombre positif alors
f est strictement décroissante.

(Croquis de la situation). O

Une conséquence directe :

Exemple 8.
Pour f(x) = 2z + 4, comme a = 2 est positif, on sait que f est une fonction
affine croissante, donc si y > x alors f(y) > f(x).

4.2.2 Tableau de variation

1. On dresse le tableau de variation en inscrivant la solution trouvée sur
la premiére ligne (correspondant & x) et en indiquant le 0 sur la seconde
ligne (correspondant a ax + b).

2. Le tableau comporte deux lignes, une ligne pour les antécédents (les
x) et une ligne pour les variations de f.
Le tableau comporte deux colonnes, la colonne de gauche comporte
simplement “z” dans la premiére ligne et “variations de f” dans la
deuxieme.

Le tableau est pour l'instant vide, et il ressemble a ¢a pour le moment :
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variation

de f

La croissance (resp. décroissance) est représentée par une fleche ascendante
(resp. descendante). On rappelle que la variation d’une fonction affine f(x) =
ax + b ne dépend que du signe de a.

Ainsi, si @ > 0 on obtient :

€ —00 400
f(z)
Sinon, a < 0 et on a :
T —o0 +00
f(z)

4.2.3 Travail a faire pour la séance d’apres

Exercice 19. Soit une fonction f telle que f(—1) =3 et f(3) = 4.
1. Calculer le taux de variation de la fonction f.
2. Donner ’expression algébrique de f.

3. Dresser son tableau de variation.
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4.3 Représentation et tableau de signes d’une fonc-
tion affine

Démarrage

Exercice 20. On désire représenter une fonction affine f dans un repére
orthonormé.

1. Déterminer la fonction affine f telle que f(—2) = —1 et f(1) =5.

2. Placer les points (—2; —1) et (1,5) dans un repére orthonormé et tracer
la droite (d) issue de ces deux points.

3. Calculer f(0), le point (0; f(0)) appartient-il a la droite (d) ¢ Tester
pour d’autres nombres.

On dit que la droite (d) est la représentation graphique de f.

Maintenant, considérons g(x) = —2x + 1 une autre fonction affine. On
souhaite caractériser le point d’intersection entre les droites représentant
respectivement les fonctions f et g.

a. Tout d’abord, calculer g(0) et g(1) puis placer dans le repére les points
de coordonnées (0; g(0)) et (1;9(1)). Enfin, tracer la droite issue de ces
deux points. On appellera (e) cette nouvelle droite.

b. Les droites (d) et (e) se rencontrent-elles ? Donner les coordonnées
(méme approximatives) de ce point d’intersection.

c. Résoudre f(x) = g(x) puis comparer les coordonnés obtenues avec la
question précédente.

4.3.1 Représentation graphique d’une fonction affine

Propriété 6. La représentation graphique d’une fonction affine définie par
f(x) = ax + b est une droite Cy constituée de tous les points de coordonnées
(2, f(z)) = (2,02 +b).

Remarque 12. Cette droite passe par le point de coordonnée (0,b) justifiant
le nom d’ordonnée a l’origine.

4.3.2 Méthode pour représenter une fonction affine
Pour une fonction affine f(z) = ax + b.
1. Placer le point de coordonnée (0,d).

2. Choisir un x et calculer f(x). En général, on choisit x =1 ou = = 2.
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3. Placer le point de coordonnée (z, f(z)).
4. Relier les deux points.

Remarque 13. Il suffit en fait d’avoir deux points distincts (x, f(x)) et
(y, f(y)) pour tracer la droite représentative Cy d’une fonction affine f.

Exemple 9.
Représenter f(z) =2z + 4.
4.3.3 Tableau de signes d’une fonction affine
Exercice 21. Considérons f(x) = 2z + 4.
1. Représenter f dans un repére orthonormeé.

2. Donner les coordonnées du point d’intersection entre la représentation
graphique de la fonction f et l'axe des abscisses.

3. Résoudre f(x)=0.

4. Déterminer pour quelles valeurs de x, f(x) est un nombre positif.

Prenons une fonction affine f(z) = ax + b. On désire savoir quand la
droite représentative de f rencontre l’axe des abscisses. Pour cela, il nous
faut résoudre :

b
f(z) =0 <= ar+b=0 <= z=——.
—a
Méthode pour construire un tableau de signe d’une fonction affine
1. Connaitre I'expression algébrique de f.

2. Résoudre f(z) = 0.

3. On dresse le tableau de signes en inscrivant la solution trouvée sur la
premiere ligne (correspondant a x) et en indiquant le 0 sur la seconde
ligne (correspondant a ax + b).

4. On place les signes dans ’ordre suivant :

(a) Sile coefficient directeur a est positif : —, 0, +.

(b) Si le coefficient directeur a est négatif : +, 0, —.

Ainsi, on obtient :

x —o0 b +o0
a
fl@) = signede —a (O signe de a
ar +b
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4.3.4 Exercice a faire pour la séance suivante

Exercice 22. On considére la fonction g telle que f(—2) = —1 et f(1) =
)

-3
1. Calculer le taux de variation de la fonction f.
Déterminer 'expression algébrique de la fonction f.

Dresser le tableau de variation de la fonction f.

Dresser le tableau de signe de la fonction f.

AT

Représenter la fonction f dans un repére orthonormée.

Exercice 23. Soit m un réel quelconque. On appelle f la fonction affine
définie par f(x) = (m — 2)x + 2m. Déterminez la ou les valeurs de m dans
chaque cas :

1. f est une fonction linéaire.

2. f est une fonction constante.

3. f(3)=1.

4. f est strictement décroissante.

4.4 Fiche résumé

4.4.1 Définition et représentation graphique d’une fonction
affine

Commengcons par la définition d’une fonction d’une fonction affine :

Définition 15 (Fonction affine).

On dit qu’une fonction f est affine s’il existe deux nombres réels a et b tels
que f(z) = ax +b.

Le nombre a est le coefficient directeur de f tandis que b est
l’ordonnée a l'origine.

La représentation graphique d’une fonction affine f dans un repére est une
droite constituée de tous les points de coordonnées (x, f(z)) = (x,ax + b).

4.4.2 Taux d’accroissement

Par le calcul

Maintenant, on introduit, un outil fondamental pour étudier différents
types de fonctions :
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Définition 16 (Taux de variation).

Prenons une fonction f (pas obligatoirement affine), pour deuxr mombres
distincts x1 et xo, on appelle taux d’accroissement de f, le mombre
f(z1) — f(x2)

T —x2

Dans le cas des fonctions affines, c’est le taux d’accroissement qui nous
permet de calculer le coefficient directeur a. Il est lui toujours égal :

Propriété 7 (Caractérisation d’'une fonction affine).
Si f(z) = ax +b est une fonction affine, alors pour tous nombres réels x1 et
f(z1) — f(22)

Ty — T2

y1 distincts, le taux d’accroissement est constant et égal au

coefficient directeur a.
Réciproquement, si [ est une fonction et que son taur de variation est
constant a un nombre réel a, alors c’est une fonction affine.

Par une lecture graphique

On peut lire le taux de variation directement sur la droite représentative
d’une fonction affine :

g~ X
A : >
X X

us)

© Belin Education/Humensis, 2019 Métamaths Maths 2nde
© STDI

4.4.3 Variations d’une fonction affine

Ensuite, on étudie les variations d’une fonction affine :
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Propriété 8. Si on prend une fonction f(x) = ax + b, les variations de f
dépendent du signe du coefficient de a.

e Sia > 0 alors f est strictement croissante; on parle de croissance
linéaire.
e Sia < 0 alors f est strictement décroissante; on parle alors de dé-

croissance linéaire.

On peut résumer la situation avec des tableaux de variations. Ainsi, sia > 0
on obtient :

T —o0 +00
f(x)
Sinon, a < 0 et on a :
z —00 +00
f(z)

4.4.4 Signe d’une fonction affine

Prenons une fonction affine f(x) = ax + b. On désire savoir quand la
droite représentative de f rencontre 'axe des abscisses. Pour cela, il nous
faut résoudre :

b
flz)=0 <= ar+b=0 < T=—

On peut résumer cela en termes de tableaux de signe :

e Casa > 0. Comme a > 0, la fonction affine f est strictement croissante

et on a:
X — 0 I +OO
a
fla) = . 4
ar +b
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e Cas a < 0. Comme a < 0, la fonction affine f est strictement décrois-
sante et on a :

X — 0 R +OO
a
f(l’) = + 0 _
ar +b

4.4.5 Deux exemples
Une fonction affine croissante

On s’intéresse a la fonction f(x) = 2z + 4, son coefficient directeur est
a = 2 tandis que son ordonnée a ’origine est b = 4. On représente celle-ci
dans un graphique :

f(x)=2x+4 -2

Comme son coefficient directeur a > 0 est strictement positif, on a le tableau
de variation suivant :

f(z)

Pour établir le tableau de signe il faut résoudre f(x) = 0 qui équivaut a

2z +4 =0 donc x = 774 = —2. Ainsi, on a le tableau de signe :

36



T —00 -2 400

f(z) =
2 + 4 0 +

Une fonction affine décroissante

On s’intéresse & la fonction f(x) = 2z + 4, son coefficient directeur est
a = 2 tandis que son ordonnée a ’origine est b = 4. On représente celle-ci
dans un graphique :

f(x)=-2x+4

Comme son coefficient directeur a < 0 est strictement négatif, on a le tableau
de variation suivant :

f(z)

Pour établir le tableau de signe il faut résoudre g(z) = 0 qui équivaut a

—2z 4+ 4 =0donc x = :—‘21 = 2. Ainsi, on a le tableau de signe :
T —00 2 +00
flx) = _
2044 + Y

37



Chapitre 5

Intervalles et inéquations

5.1

5.1.1

Intervalles

Introduction

-® O

‘A
1

Exercice 24.

1.

2.

(a) Tracer une droite graduée comme ci-contre. Prendre 1 c¢m pour
unité.
(b) Placer les points d’abscisses 5 et d -3 sur cette droite.

(c) On note [—3;5] l’ensemble des nombres réels compris entre -3 in-
clus et & inclus. 1l s’agit d’un intervalle et -3 et 4=5 sont ses
bornes. Parmi les nombres suivants, quels sont ceux qui appar-
tiennent a [—3;5] 7
—3;10;5.01; —2.99; 3; /2

(d) Surligner sur la droite les points correspondants auz nombres de

[—3;5].

On note | — 3; 5] l’ensemble des nombres réels compris entre -3 exclus
et 5 inclus. D’aprés vous, comment note-t-on l’ensemble des nombres
compris entre 4 exclus et § inclus ? Et, I’ensemble des nombres compris
entre 2 exclu et 6 exclu.

On note [10; +o00[ l’ensemble des nombres réels supérieurs ou égauz a
10 et | — oo;4[, l'ensemble des nombres réels inférieurs a 4. Recopier
et compléter le tableau suivant.
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T T
% | Inégalité
Ensembl nombr hém: e Intervall
sembles desnombres Sz | ClestI'ensemble des nombres x tels que : LRI
Compris entre 0 4_;_,_“
-
exclu et 6 inclus 0 6 0<x<6
} >
k) x>-5
Inférieurs ou égaux a 3 ]-;3]

4. Ecrire a Uaide d’un intervalle : R (I’ensemble des nombres réels), RT
(’ensemble des réels positifs), RT (I’ensemble des réels négatifs).

Exercice 25. Dans chaque cas, représenter a l'aide d’une droite graduée les
intervalles puis déterminer leur intersection et leur réunion.

1. [~4;5] et [0;10]
2. 10;5] et [—2;3]
3. [0;4] et [6;8]
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5.1.2 Définitions

Définition 17 (Intervalle).
Prenons a,b € R deux nombres réels, a < b. L’ensemble des nombres réels
compris entre a (inclus) et b (inclus) est appelé intervalle et se note [a;b].

Son amplitude est l’écart entre les bornes a et b et est donné par le calcul de
b—a.

Notations On peut définir d’autres types d’intervalles a I’aide du tableau
suivant.

Ensemble de réels x tels que Signification Notation | Représentation
. I
asxsb X est compris entre ainclus et binclus x€Ela; bl E; ﬂ
| b [
a<x=b X est compris entre a exclu et binclus xEla;b] : ﬂ
s
asx<b x est compris entre ainclus et b exclu xE[a; bl t !L’
1 r >
a<x<b x est compris entre a exclu et bexclu x€la; bl d tL,
C o
x=agloua s=x) x est supérieurou égala a X E [a;+[ k
1 =
x>aloua<x) X est (strictement) supérieura a x € la;+=[ :
1 >
x<bloub=x) xestinférieurou égala b XE]-=;b] ﬂ
r >
x<bloub=>=x) X est (strictement) inférieura b XE-=;b[ .";

Remarque 14. Plusieurs précisions :

e Quand le crochet est fermé (orienté vers la borne), la borne est incluse,
quand il est ouvert (non orienté vers la borne), la borne est exclue.

e Le crochet est toujours ouvert en +00 et —o0.

o L’ensemble des nombres réels R est | — 0o; +00[

Ezemple 10. L’ensemble des réels inférieurs ou égaux a 10 s’écrit | — co; 10].
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Définition 18 (Intersection et réunion de deux intervalles).
Prenons deux intervalles I et J.

1. L’intersection de deuz intervalles I et J est l’ensemble noté I NJ (se
lit « I inter J ») . Il contient les nombres appartenant ¢ I et a J.

2. La réunion de deux intervalles I et J est l’ensemble noté I U J (se lit
« I union J »). Il contient les nombres appartenant a I ou a J.

Ezemple 11.
L’ensemble des nombres réels non nuls est noté R* ou | — oo; 0[U]0; +o0].
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5.2 Inégalités et inéquations

E Manipuler des inegalitées

1. 0n considére la balance ci-contre.

a) Laquelle des deux masses est la plus lourde ?

b) On rajoute une masse de 20 g de chaque c6té de la balance. Cela changera-t-il
le résultat de la comparaison ?

2. Recopier et compléteravec <ou >:«SiA>BalorsA+20...B+20.»

3. Recopier et compléter.

a)Six = yalors x+ 30 ... y+ 30. b)SiM=> M alorsM-4...M -4
c)Sia=balorsa+k...b+k d) Six>2alorsx+30....

4. D'aprés vous, peut-on dire que « sia < b alors k x a = kx b » pour n'importe quels nombres réels a, bet k ?

5.[ Pouraller plus loin_| Un rectangle a pour longueur 6. Expliquer pourquoi, si sa largeur est inférieure
ou égale a 2,1, alors son périmétre sera inférieur ou égal a 16,2.

5.2.1 Propriétés des inéquations

Propriété 9 (Manipulation des inégalités).
Prenons a,b, c et k des nombres réels avec k # 0.

o Ajouter (ou soustraire) un méme nombre auzx deur membres d’une
inégalité conserve l’ordre de l’inégalité.

Sia<balorsat+c<bt+ceta—c<b-—ec.

o Multiplier ou diviser par un méme nombre strictement positif conserve
Uordre de l’inégalité.

Si k>0 eta<balorska<kbet%<%.

o Multiplier ou diviser par un méme nombre strictement négatif change
Uordre de l’inégalité.

Sik<0eta<balorska>kbet%>%.

Remarque 15. Les propriétés restent identiques en utilisant des inégalités
larges (< ou >) au lieu des inégalités strictes (< et >).

Ezemple 12.
Si a < 10 alors —6a > (—6) x 10 (qui est strictement négatif) donc —6a >
—60.

Propriété 10 (Inégalité et somme).
Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels tels que a < b et ¢ < d alors a+c < b+d.
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Remarque 16. Cela ne fonctionne pas pour les autres opérations !
Par exemple, a—c < b—d n’est pas vraie en général : on a 15 < 16 et 8 < 11
mais 15 — 8 > 16 — 11.

On réalise 'exercice 107.
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5.3 Inéquations

B Résoudre une inéquation

A » Inéquation et solution

Une inéquation est une inégalité dans laquelle est présente une (ou des) inconnue(s).
Résoudre une inéquation, c'est déterminer I'ensemble des valeurs desinconnues
qui vérifient I'inégalité.

On considére lI'inéquation 2x + 3 = 10 d'inconnue réelle x.

Cette inéquation est une inéqguation du 1% degré.

1. Expliquer pourquoi 5 est solution de linéquation 2x + 3 = 10,

A = . " Al-Khwarizmi
2. Proposer trois autres nombres solutions de cette inéquation et proposer un nombre {780-850)

qui n'est pas solution de cette inéquation.

B » Résolution d'une inéquation

Le savant arabe Al-Khwarizmi (env. 780 - env. 850) fut mathémiaticien, membre de la Maison de la Sagesse de Bagdad.
Dans l'un de ses ouvrages, il présente certaines techniques permettant de résoudre les équations:

« al-jabr (qui a donné le nom algébre) qui consiste, & éliminer les termes négatifs : par exemple, 4x-5=2x+9
«devient » 4x =54 5= 2x+ 9+ 5, c'est-a-dire dx = 2x + 14,

» al-muqabala qui consiste & enlever une quantité similaire & chaque membre de I'équation :

par exemple, 4x = 2x + 14 « devient » dx - 2x = 2x + 14 - 2, clest-a-dire 2x = 14,

Enfin, on connaissait la division grace a laguelle, par exemple, 2x = 14 « devient » x = 7 (en divisant par 2 les deux
membres de I'tgalité).

1. D'aprés vous, les techniques al-jabr et al-muqabala sont-elles transposables & une inéquation ? Justifier.

2. La technique de la division & la fin est-elle transposable & une inéquation ? 2x+3=10
Qu'en est-il si on arrive a une telle étape ? E

3. a) Recopier et compléter la résolution ci-contre de l'inéquation 2x+ 3 = 10. e
b) Quelles sont les solutions ? Proposer plusieurs écritures. e

4. De fagon analogue, résoudre dans R les inéquations suivantes.
aldx-6=26 b)5x+64=T7x+32

5.3.1 Résolution d’inéquation

Définition 19 (Inéquations).

Une inéquation est une inégalité dans laquelle est présente une (ou des) in-
connues. Résoudre une inéquation revient a déterminer ’ensemble de toutes
les valeurs de linconnue qui vérifient l’inégalité.

Ainsi, on appelle inéquation du premier degré toute inéquation de la forme
ax +b < cxr+d ou x est l'inconnue et a,b,c,d des réels.

Ezemple 13. 3x4+4 < Tx+9 ou 2x+6 > x—>5 sont des exemples d’inéquations
ou z est I'inconnue.

Propriété 11. Si on applique l'une des régles de manipulation des inégalités
auzr deuxr membres d’une inéquation, on obtient une inéquation qui lui est
équivalente, c’est-a-dire qui a le méme ensemble de solutions.
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Ezxemple 14. Résolvons dans R I'inéquation : 6z — 8 < 2z + 16.

6x — 8 < 22 4 16
<— 4r—-8< 16

— 4r <1648

< 4 <24

<~ <24
< =
4

<~ x < 6.

Donc I’ensemble des solutions est S =] — oo; 6].

Ezemple 15. Résolvons dans R I'inéquation : —3xz — 9 < 1.

—3r—9<1
— —3xr<1+9
<— -3x<10

>1O
— >
- =3

10

Donc I’ensemble des solutions est S =] — —%; ~+00.

On fait I'exercice 93.

45



5.4 Comparaisons et valeur absolue

5.4.1 Comparaison

Définition 20.

Comparer deux quantités A et B revient a savoir si A > B, si A < B ou si
A=B.

Si les quantités A et B dépendent, par exemple, d’une variable x, il s’agira
de déterminer :

1. les valeurs de x pour lesquelles A > B.
2. les valeurs de x pour lesquelles A < B.

3. et les valeurs de x pour lesquelles A = B.

Exercice 26. On consideére les expressions A = 50x + 10 et B = 25x — 115
pour tout nombre réel x.
Comparer les expressions de A et B suivant les valeurs de x.

Méthode 1. 1. On pose puis on résout l'inéquation A > B.
2. On pose puis on résout l’équation A = B.
3. On peut ne pas faire le A < B car il se déduit des deux autres cas.

Correction 2. 1. A>B < 50x+ 10 > 25x — 115
= 250410 > —115 < 25z > —125 < x> 12
<~ x> -5
A est donc supérieur a B si x > —5.

2. A= B <= 50x+10 =252z — 115

= 250410 =-115 < 250 =-125 < z=-12
&< x=-5
A est donc égal & B si x = —5.
3. A est donc inférieur & B si x < —5.
Exercices a faire en classe
Exercice 27. Pour tout nombre réel x, comparer C = 4x+9 et E = —x+44.

Exercice 28. Pour tout nombre réel a, comparer les expressions R = 15—2a
et S=a+ 14.
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5.4.2 Valeur absolue d’un nombre réel

Exercice 29.

[ o |
1. Tracer un axe muni d'une origine O et d'une graduation comme ci-contre, st
puis placer sur cet axe les points A(5), B(-5), C(7) et D(-3) (1 unité = 1 cm). 01

2. La distance entre 0 et 5 est la distance (en unité du repére) entre les points d'abscisses 0 et 5.
On appelle valeur absolue de 5 cette distance et on la note |5|. Vérifier que |-5] = 5.

3. Vérifier que |a| = a si a est positif et |a| = -a si a est négatif.
4, a) Déterminer |-3|. b) Quel autre nombre b vérifie |b| =3 7
5. Déterminer:a) |13] b) |-3.4| c)|2-m

6. a) D'aprés vous, que vaut la distance entre 3et 7 Tentre -2 et 5 7entre 12 et 5 7entre -6 et -2 7
b) D'aprés vous, comment calculer la distance entre le nombre g et le nombre bsia=b?sia<b?

Maintenant, considérons une droite graduée munie d’une origine O. Sur
cette droite, on considere le point A d’abscisse a et le point B d’abscisse b.

Définition 21 (Valeur absolue et distance).
La valeur absolue de a, notée |a|, est le nombre égal a la distance OA.
On lit |a| « valeur absolue de a ».

Propriété 12 (Valeur absolue et signe).
On a deuz cas :

1. Sia >0 alors |a| = a.
2. Sia <0 alors |a| = —a.
Ezemple 16. On a 3| =3, | —2,8| = —(—2,8) = 2,8.

Propriété 13 (Valeur absolue et racine carré).
Pour tout nombre réel a, on a vVa? = |al.

Définition 22 (Distance entre deux points).
On appelle distance entre les réels a et b la distance AB.

Propriété 14 (Distance et valeur absolue).
La distance entre a et b est égale a |a — b|.

Exercice 30. Considérons I(1), J(7) et K(-1). En trag¢ant un schéma, on
peut remarquer que la distance entre —1 et 7 est 8 et que |—1—7| = |—8| = 8.

Propriété 15 (Intervalle, centre, rayon).
Si un intervalle peut s’écrire sous la forme [c — r;c+ 1] ot ¢ est un réel et
r un nombre réel strictement positif, alors on a :

zE€[c—ric+r] = |x—c| <

Dans ce cas, le nombre c est appelé centre et le nombre r rayon de l’inter-
valle.
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Exercice 31. 1. Déterminer sous d’intervalle l’ensemble des nombres
réels x tels que |z — 4] < 3.

2. On considére Uintervalle I = [6;20]. Ecrire une inégalité sous la forme
|x —¢| < 1 (ot Uon doit déterminer les deux nombres réels c et r)
vérifiée par tous les nombres x appartenant a I.

Méthode 2. 1. Quand on a |xr—c| <, on place ¢ sur l’axe et on regarde
a »une distance de r de chaque coté c « .

2. Avec b > a, Uamplitude de 'intervalle vaut b — a donc le rayon vaut
b—
3
3. Le centre de lintervalle peut se calculer en faisant b —r ou a4+ r.
Correction 3. 1. |x — 4] < 3 : on cherche donc les valeurs de z telle que
la distance entre x et 4 soit inférieur ou égale a 3. (Schéma)
L’intervalle est donc [1;7].

2. On a schématiquement avec a = 6 et b = 20. (Schéma)
Le rayon de [6;20] est r = 206 = 7.
Le centre de [6;20] est c=20—-7=6+7 = 13.
Ainsi, z € [6;20] <= 2 € [13-T;1347] < |z —13| <7
Exercices a faire en classe
Exercice 32. 1. Déterminer les intervalles des mombres x vérifiant :
(a) |z —5|<1.
(b) |x— 10| < 20.
2. Compléter :
(a) v €[0;10] <= |z —...|<....
(b) ©€[2537] <= |z —...|<....
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5.5 Fonction affines et inéquations

On a vu qu’établir le tableau de signe d’une fonction affine f revient a
se poser la question suivante : Pour quels z, a-t-on f(z) > 07

5.5.1 Résolution graphique des inéquations du type ax+b < 0
et ar+b>0

Prenons f une fonction affine définie par f(z) = ax + b avec a # 0. Sa
courbe représentative est une droite (d). Soit k£ un nombre réel (k € R).

Méthode 3. Pour résoudre graphiquement l’inéquation ax +b < k :
e On place k sur l'axe des ordonnées ;

o On cherche les points de la droite (d) d’ordonnée inférieure ou égale d
k et on lit leurs abscisses (en bleu sur le graphique).

L’ensemble des solutions de l'inéquation se lit sur la portion bleue de
laxe des abscisses : § =] — o0; al.

Remarque 17. Deux remarques :

1. Pour résoudre graphiquement l’inéquation ax + b > k, on utilise la
partie en noir de la droite.

2. Il y a une unique solution graphique o pour l’équation ax +b = «. On

note S = {a}

5.5.2 Résolution algébrique des inéquations du type az+b < 0
etar+b6b>0

Soit f une fonction affine définie par f(z) = az+b, notons z( la solution
de l’équation f(x) =0 (on a donc f(zg) = 0).
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Gréace aux variations de f

Propriété 16.
Pour résoudre l'inéquation f(x) <0 c’est-a-dire ax +b <0 :

e Sia < 0 alors f est décroissante : les images de deux nombres sont
rangées dans [’ordre contraire de ces nombres :

f(x) <0 <= f(z) < f(zg) < = >y < x € [10; +00|
Donc l’ensemble des solutions est S = [xg; +00].

e Sia > 0 alors f est croissante : les images de deux nombres sont
rangées dans le méme ordre que ces nombres :

f(z) <0 <= f(z) < f(zg) <= =<1z < 1z €] — 00; 0]
Donc l’ensemble des solutions est S =] — oo; x|.

On procéde de méme pour résoudre ['inéquation f(x) > 0.

Grace au calcul algébrique

Propriété 17.
Pour résoudre linéquation f(x) <0 c’est-a-dire ax < —b :

e Sia <0, on divise chaque membre par m : le sens de l’inégalité change,
car m < 0, et on trouve x > %b.
Donc l’ensemble des solutions est S = [%b; +o0].

e Sia > 0, on divise chaque membre par m : le sens de l’inégalité ne
change pas, car m > 0, et on trouve x < %b.

Donc lensemble des solutions est S = [—0o0; %b[

On procéde de méme pour résoudre [’inéquation f(x) > 0.

5.5.3 Tableau de signe d’une équation produit

Soient a, b, c,d € R quatre nombres réels et a # 0 et ¢ # 0.
Prenons I’équation produit (az + b)(cx + d) = 0, comme un produit de
facteurs est nul si et seulement si I'un facteur est nul on sait qu’on doit
résoudre ax +b=0¢et cx +d = 0.
On va chercher a savoir le signe de 'expression (ax + b)(cx + d) = 0, pour
cela, il faut donc résoudre ax + b > 0 et cx + d > 0. Ainsi, on obtient pour
le premier facteur :
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z - —— +00
a
ax + b signede —a (O signe dea
Pour le second :
z —0 _d +o0
cx +d signede —c¢ ( signe de ¢

Combinons les deux!

o1




Chapitre 6

Arithmétique

6.1 Division euclidienne et parité

L’arithmétique est la partie des mathématiques qui étudie les entiers
relatifs et les relations qui peuvent exister entre ces nombres a ’aide des
opérations élémentaires (addition et multiplication).

Introduction

V.Ya1\'/1- %4 : Division euclidienne

On veut partager équitablement un lot de 357 CD entre 12 personnes. Combien de CD
aura chaque personne ? Combien de CD restera-t-il aprés le partage ?

Pose la division euclidienne de 631 par 17 puis écris 631 sous la forme 17 x k+nou k
et n sont des entiers naturels et n < 17.
Dans cette opération, comment s'appellent les nombres 631 ; 17 ; ketn?

On considére 'égalité suivante : 983 =45 x 21 + 38.
Utilise-la pour répondre aux questions suivantes, en justifiant et sans effectuer de division.

a. Quels sont le quotient et le reste de la division euclidienne de 983 par 45 ? Par 217

b. Quels sont le quotient et le reste de la division euclidienne de 990 par 45 7
De 953 par 217

ﬂ Que peux-tu dire du reste de la division euclidienne d'un multiple de 32 par 32 7
Enonce une régle générale. La réciproque est-elle vraie ?

Histoires de restes, toujours...

a. Le reste dans la division euclidienne de m par 7 est 4 (m est un entier naturel).
Quelles valeurs peut prendre m 7 Quelle forme a-t-il 7

b. Explique pourquoi tout nombre entier naturel peut s'écrire sous la forme 13k + p ol k
et p sont des entiers avec p compris entre 0 et 12.
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6.1.1 Division euclidienne

Propriété 18 (Existence de la division euclidienne).

Soit a un entier relatif, soit b un entier naturel non nul alors il existe un
unique couple d’entiers relatifs (k,r) tels que a = bk + 1 avec 0 < r < b.
On appelle quotient le nombre k et reste le nombre .

On appelle division euclidienne le procéde qui consiste a déterminer le quo-
tient et le reste.

Ezemple 17. Réaliser la division euclidienne de 185 par 7.

Ici a = 187 et b = 7, grace a la propriété 1, on sait qu’il existe un entier
relatif k£ et un entier naturel 0 < r < b. Calculons k et r.

En posant la division euclidienne (la poser au tableau), on trouve :

187 =7 x 26 + 3 donc on a le quotient k = 26 et le reste r = 3.

6.1.2 Multiples et diviseurs

Définition 23 (Multiple, diviseur).
Prenons deux entiers relatifs a,b € 7Z.

1. On dit que a est un multiple de b s’il existe un entier relatif k € Z tel
que a = bk.
Autrement dit, lorsque [’on réalise la division euclidienne de a par b le
reste est nul.

2. Si, b est non nul et a est un multiple de b alors b est un diviseur de a.
On dira aussi que a est divisible par b.

Remarque 18. Plusieurs remarques :

1. Lors de l'utilisation de cette définition, il faudra toujours vérifier que
le nombre k est un entier relatif.

2. 0 est multiple de tous les entiers relatifs : pour tout entier relatif a € Z,
0=0 X a.

0 n’est diviseur d’aucun entier relatif
Tout entier relatif est un diviseur de 0.

1 est diviseur de tout entier relatif a car a =a x 1 et 1 # 0.

S & L

De méme pour —1 : pour tout entier relatif a, a = (—a) x (—1).
Méthode 4 (Reconnaitre les diviseurs).

Prenons un entier relatif a € Z. Pour connaitre ses diviseurs, on a plusieurs
techniques :
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1. On peut le décomposer en un produit de facteurs simples. Tout nombre
apparaissant dans l'un des produits étant un diviseur de ce nombre. On
peut utiliser les critéres de divisibilités pour deviner certains facteurs.

2. Dans le cas d’une expression littérale, le principal outil est de tenter
de factoriser celle-ci sous la forme b X k.

Exercice 33. 1. Montrer que 5 et —3 sont des diviseurs de —15.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, U'entier naturel n + 1 est un
diviseur de Uentier n®> — 1.

Correction 4. 1. On décompose —15 = —3 x 5 or —3 et 5 sont des entiers
relatifs donc 5 et —3 sont des diviseurs de —15.

2. Onan?—1=(n+1)(n—1), ces deux facteurs sont des entiers relatifs.
Comme n > 0, n+ 1 > 0 (on ne peut pas diviser par 0) donc pour
tout entier naturel n, n + 1 est non nul.

Ainsi, n + 1 est un diviseur de n? — 1.

Ensuite, on formalise les notions de pairs et impairs :

Définition 24 (Parité).
Un entier relatif n est pair s’il est divisible par 2, sinon il est impair. Au-
trement dit, on a :

e Sin est pair, alors la division euclidienne de n par 2 a un reste non
nul. Ainsi, il existe k un entier relatif tel que n = 2k.

o Sin est impair, alors la division euclidienne de n par 2 a un reste égal
a 1. Ainsi, il existe k un entier relatif tel que n = 2k + 1.

Méthode 5 (Critere de parité). Un entier relatif n est soit pair, soit impair.
Ainsi,

e s’il est pair, il existe un entier relatif k tel que n = 2k.

e s’ est impair, il existe un entier relatif k tel que n = 2k + 1.
Théoréme 4. Soit a € Z. Si lentier relatif a est impair, alors a® est impair.

Démonstration. On doit montrer que si a est impair, alors a® est impair,
c’est-a-dire qu'il existe un entier relatif K tel que n? = 2K + 1

Supposons que 'entier relatif a soit impair.

Par définition, il existe un entier relatif k tel que a = 2k + 1.

Ainsi, a? = (2k + 1) = 4k + 4k + 1.

On peut factoriser les deux premiers termes de cette somme par 2 donc
a? =2 x 2k% + 2 x 2k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1.

Maintenant, posons K = (2k? + 2k), c’est un entier relatif, car la somme

54



de deux entiers relatifs est un entier relatif, donc on a a? = 2K + 1. Cette
égalité revient a dire que la division euclidienne de a? par 2 a un reste de 1.
Ainsi, a® est impair. O
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6.2 Multiples et diviseurs d’un entier relatif

6.2.1 Multiple et diviseurs

Méthode 6 (Déterminer les diviseurs d’un nombre entier).

Aprés avoir appris d reconnaitre si un nombre donné était un diviseur d’un
nombre entier, il souhaite maintenant trouver les diviseurs d’un nombre en-
tier donné.

On utilise tous les produits (de deuz entiers) égaux au nombre recherché.

Exercice 34. Déterminer 'ensemble des diviseurs positifs de 50.

Correction 5. Grace a la méthode ci-dessus, on détermine tous les diviseurs
de 50. Ona 50 =1 x50 =2 x 25 =5 x 10.
Les diviseurs de 50 sont 1;2;5;10; 25; 50.

6.2.2 Notion de multiples

Théoreme 5. Pour tout entier relatif a € Z, la somme de deux multiples
de a est un multiple de a.

Démonstration. Prenons x et y deux entiers relatifs multiples de a.
But : Montrer que = + y est un multiple de a c’est-a-dire que = + y peut
s’écrire sous la forme Ka avec K un entier relatif.

Tout d’abord, on sait que x est un multiple de a; par définition, il existe un
entier relatif k € Z tel que x = ka.
b étant aussi un multiple de a, il existe un deuxiéme entier &’ tel que y = k’a.

Maintenant, on a * +y = ka + k'a = a(k + k). Posons K = k + K/, la
somme de deux entiers relatifs étant un entier relatif, on peut donc affirmer
que K € Z est un entier relatif.

Ainsi, z +y = Ka ou K = k + k' donc x + y est un multiple de a. O

6.2.3 Notion de diviseurs

Théoréeme 6. Tout entier naturel non nul admet un nombre fini de diviseurs
positifs.

Démonstration. (Admis)

Prenons n € N un entier naturel non nul. Soit d un diviseur positif de n,
alors il existe k € N tel que n = kd.

Comme I’entier n est nul, on sait que les entiers k et d sont non nuls, donc k <
1. En multipliant chaque membre de cette inégalité par l'entier strictement
positif d > 0, on a dk < d. Or, on sait que n = dk = kd donc n < d.

Ainsi, on peut affirmer que tous les diviseurs de n sont inférieurs a n donc
n admet au plus n diviseurs. ]
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Théoréme 7. Pour tous a,b,c trois entiers relatifs avec a non nul, on a :
1. 57 a divise b alors —a divise b.
2. Sia divise b et a divise ¢ alors a divise b+ ¢ et a divise b — c.

Démonstration. Prenons a, b, ¢ trois entiers relatifs avec ¢ non nul. Comme
a est non nul, son opposé —a est non nul.

1. But : Montrer qu'’il existe un entier relatif k& tel que b = k(—a).
Comme a divise b, il existe un entier relatif k tel que b = ka.
Mais ka = (—k)(—a) donc b = (—k)(—a). Or —Fk est un entier relatif
donc (—a) divise b.

2. Si a divise b et a divise c alors, il existe deux entiers relatifs k et &’
tels que b = ka et ¢ = k'a.
Alors b+c=ka+ka = (k+k')a et k+ k" est un entier relatif. Alors
a divise b + c.
De méme, b — ¢ = ka — kK'a = (k — k')a et k — k' est un entier relatif.
Alors a divise b — c.
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6.3 Notions de primalité

Introduction

Exercice 35. ) S
Le crible d’Eratosthéne
1. a) Aprés avoir recopié le tableau ci-contre,

rayer 1, entourer 2 puis rayer les multiples de 2.

b} Entourer le premier nombre suivant non rayé.
Est-il premier ? Justifier.

1 2 3 4 5
7 8|9 |10 Nn
- 13 | 14 | 15 | 16 | 17

2. a) Rayer les multiples de 3. ) ) 19 20| 21| 2 | 23
el shcomsc) | B B @ B B
31 | 32 |33 |34]35

37 | 38 | 39 40 4
3. On continue d'appliquer cet algorithme jusqu’a épuisement des entiers 43 | 44 | 45 | 46 | 47
de ce tableau. 49 50 | 51 52 53
Que peut-on dire de tous les nombres entourés ? 55 | 56 | 57 58 59

. 61 62 | 63 64 65
4, a) Dans quelle(s) colonne(s) se situent la majorité des nombres el sl o

premiers ? 73 | 74 | 75 | 76 | 77

b) Tous les nombres de ces colonnes sont-ils des nombres premiers ? 79 | 80 | 81 8 83

)(Pourailer lus Ioin]P ' b ier différent de 2 fa .00 LB 1G98 . B9
C P rouver quun nompre premier dirrerent ae 91 92 93 94 95

et de 3 est de la forme 6k + 1 ou 6k + 5. 97 98 | 99 100 101

b) Entourer le premier nombre suivant non rayé.
Est-il premier ? Justifier.

Correction 6. Question 4.c) : Prenons p un nombre premier. Réalisons la
division euclidienne de p par 6, on sait qu'il existe un couple d’entier (k,r)
avec 0 < r < b tel que p =6k + r.

p n’est pas un multiple de 6 donc r # 0.

r # 2 car p, étant premier, il n’est pas divisible par 2.

r # 3 car p, étant premier, il n’est pas divisible par 3.

r # 4 car étant premier, il n’est pas divisible par 4.

Ainsi, un nombre premier p différent de 2 et 3 est de la forme 6k + 1 ou
6k + 5.

6.3.1 Nombres premiers

Définition 25. Un entier naturel p est un nombre premier s’il admet exac-
tement deuz diviseurs positifs 1 et lui-méme.

Remarque 19. 1. 0 admet une infinité de diviseurs (I’ensemble Z en-
tier) donc il n’est pas premier.

2. 1 admet un seul diviseur qui est lui-méme, donc il n’est pas premier.

3. Mis a part 2, tous les premiers sont impairs.

Ezemple 18 (Des exemples de nombres premiers).
2;3;5;7;11;13;17;19 sont des nombres premiers.
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Théoreéme 8. Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 admet au moins un
diviseur premier.

Théoréme 9. Quel que soit l’entier naturel n supérieur ou égal a 2, sin
n’est divisible par aucun nombre premier inférieur a \/n alors n est premier.

Théoréme 10 (Décomposition en facteurs premiers).
Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 peut s’écrire de maniere unique
comme un produit de nombre premiers.

Exercice 36. Décomposer en produit facteurs premiers 87.

Méthode 7 (Décomposition en facteurs premiers).
Si on a un nombre N que [’on veut écrire sous la forme N = p1 XpaXp3X. ..
avec p1 X pa X P3, ... Premiers.

1. On effectue la division de N par 2, puis si cela est possible du quotient
par 2. On réitére jusqu’au moment ot le dernier quotient n’est pas
divisible par 2.

2. On réitére le processus pour 3, si cela n’est pas possible, on le fait pour

d.

3. On recommence avec tous les nombres premiers inférieurs ou égauz d

VN,

Correction 7. En vertu, des criteres de divisibilité, 87 n’est pas divisible par
2,5,10 et 9.

8 + 7 = 15, en vertu du critere de divisibilité par 3, 87 est divisible par 3.
On réalise la division euclidienne de 87 par 3 et on trouver 87 = 3 x 29.

3 et 29 étant des nombre premiers. On a fini.

6.3.2 Nombres premiers entre eux

Définition 26 (Premiers entre eux).
On dit que deux mombres entiers relatifs a et b sont premiers entre eux
lorsque le seul diviseur commun positif de a et b est 1.

Méthode 8 (Déterminer si deux nombres sont premiers entre eux).
Prenons deux entiers relatifs a et b, pour déterminer s’ils sont premiers entre
euz, on se limitera aux cas ot on connait les valeurs numériques de a et b.
Ainsi, on a plusieurs méthodes :

1. On peut calculer le PGCD de a et b. S’il est égal a 1 alors, ils sont
premiers entre eut.
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2. On peut décomposer a et b en produit de facteurs premiers. Si a et b
n’ont aucun facteur premier commun, alors a et b sont premiers entre
euz.

Exercice 37. Donner l'ensemble des diviseurs positifs de 77 et 30. Sont-ils
premiers entre eux ?

Correction 8. 1. L’ensemble des diviseurs de 30 est {1;2;3; 5; 6;10; 15; 30}
et celui de 77 est {1,7,11,77}. Le seul diviseur positif commun est 1.
Donc les entiers 77 et 30 sont premiers entre eux.

2. 30=3x10=3x5x2et 77 =7 x 11. On obtient tous les diviseurs
d’un nombre en réalisant tous les produits qui apparaissent dans sa
décomposition.

Ainsi, les diviseurs positifs de 30 sont {1;2;3;5;6;10;15;30} et ceux
de 77 {1,7,11,77}.

Le seul diviseur positif commun étant 1, 30 et 77 sont premiers entre
eux.

Définition 27 (Fraction irréductible).
Pour tous entiers relatifs a et b avec b non nul, on dit que la fraction ¢ est
trréductible lorsque que les entiers a et b sont premiers entre eux.

Exercice 38. Les fractions % et —% sont irréductibles.
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6.4 Une application : /2 est irrationnel.

On va maintenant utiliser un raisonnement par I’absurde :

Définition 28 (Raisonnement par I’absurde).

On s’intéresse a une proposition A.

Le raisonnement par l'absurde consiste a supposer que non(A) est vraie et
d’aboutir a une contradiction.

Ce qui entraine que A doit étre nécessairement vraie.

6.4.1 Démonstration faite en classe

Exercice 39. On va supposer que /2 est rationnel. Son écriture sous forme

de fraction irréductible est b_ V2.
q

But : Montrer que \/2 est irrationnel.
1. Justifier Uencadrement 1 < /2 < 2. En déduire p > q.
2. En déduire p > 2q — p.
3. Montrer que 2q > p.

2q —p

4. Montrer que \/2 = .
pP—q

5. En déduire une contradiction.

Correction 9. 1. Onal?=1let \/§2 = 2 par définition, donc 1 < /2 < 2.
Comme V2 = P~1ion peut déduire p > q.
q

2. On reprend p > ¢, comme 2 > 0 en multipliant chaque membre de
I'inégalité, on a 2p > 2¢q. Ensuite, en soustrayant chaque membre par

p,onap>2q—p.
3. D’un coté, oma:\ﬁ:]3 — V2q¢=p.
q
De I'autre 2¢q > v/2¢q donc 2¢ > p.
2
4. Montrer que /2 = P = 2= p—2
q

Maintenant, on soustrait pg & chaque membre de I'inégalité :

— 2¢% =p?.

e p*—pg=pp-—2q)
e 2¢* —pq = q(2q — p)

) =4a(2q — p).
269: 29 —p _ 3

On a donc p(p —

Ainsi, on obtient
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5 On a

(a) 0<g<pdonc0<p—gq.
29 —p

(b) 0 <2 donc0< et 0 < 2q —p donc p —2q < 0.

p
En ajoutant a chaque membre ¢, on obtient 0 < p — ¢ < q.
Comme g est une fraction irréductible, cela contredit la minima-
lité de q.

6.4.2 Une démonstration par la parité

Ezxemple 19. Le théoreme « Si un quadrilatere est un rectangle, alors il est un
parallélogramme » sert a démontrer qu'un rectangle a toutes les propriétés
du parallélogramme (cotés opposés paralleles et de méme longueur).

Sa contraposée, « Si un quadrilatére n’est pas un parallélogramme, alors ce
n’est pas un rectangle » sert a démontrer qu’un quadrilatére ne vérifiant pas
une des propriétés caractéristiques du parallélogramme ne peut pas étre un
rectangle.

Définition 29 (Raisonnement par contraposée). On appelle ce type de rai-
sonnement, un raisonnement par contraposée.

Lemme 1. Soit a € Z, si a® est pair, alors a est pair.

Démonstration. Raisonnons par contraposée, on doit montrer que si a est
un entier impair alors a? est impair.
Supposons que a est un entier impair alors, il existe un nombre entier k € Z
tel que a = 2k + 1 alors :
a? = (2k+1)? = 4k* + 4k +1 = 2(2k? +2k) + 1. On pose K = (k> +2k) € Z
donc a? = 2K + 1 c’est donc un entier impair.

0

Ici, on va supposer que v/2 est rationnel et on va montrer que ’on aboutit
a une contradiction

Théoréme 11. /2 est irrationnel i.e \/2 ¢ Q.

Démonstration.
Supposons que v/2 est rationnel i.e /2 € Q.
But : Exploiter I'hypothése v/2 € Q et aboutir & une contradiction.

V/2 est rationnel, donc il existe deux entiers naturels a et b ¢’est-a-dire a € N
a
et b € N avec b non nul tel que v/2 = 3 son écriture en fraction irréductible.

Si deux nombres sont égaux alors leurs carrés sont égaux, donc on a :
2

(\/5)2:(%)2 = 2:%2 — 2b® = a’.
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Ainsi, comme a? est pair, en vertu du lemme a est pair. Donc, il existe k € N
un entier naturel tel que a = 2k.

Etudions la parité de b maintenant.

On a 20 = a® = (2k)? <= 2% = 4k* <= b* = 2k>.

Donc, on peut affirmer que b2 est pair. Ainsi, en vertu du lemme b est pair.
De ce fait, on a montré que a était pair et b était pair, donc a4 est simplifiable
par 2, car a¢ un multiple de 2 et b est un multiple de 2 ce qui contredit le fait

. . . a . . .
qu’ils soient premiers entre eux, donc — n’est pas une fraction irréductible.

b
En conclusion, I’hypothése v/2 € Q conduit & une contradiction.

Donc /2 est irrationnel i.e v/2 ¢ Q. O

Exercice 40. On souhaite établir le fait que /2 est irrationnel. Pour cela,
on va supposer que /2 est rationnel et aboutir d une contradiction

1.
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Chapitre 7

Racine carré

7.1 Racines carrés

7.1.1 Défintions et propriétés

Commencgons par définir proprement la notion de racine carré :

Définition 30. La racine carré d’un nombre réel positif a est le nombre
dont le carré est a ; on le note \/a et on a, par définition, (/a)? = a.

Exemple 20. On a v/9 = 3 car 32 = 9 et 3 est positif.

Remarque 20. e Le carré d’un nombre est toujours positif d’apres la
régle des signes. Ainsi, lorsque a est strictement négatif, \/a n’existe
pas et n’a donc pas de sens.

e Les carrés parfait x* pour x un entier compris entre 0 et 11 sont a
connaitre par coeur.

Propriété 19. o Pour tout réel positif a, Va? = a et pour tout réel
négatif a Va? = —a

o Pour tous réel positifs a et b, on a : \a x b= +/a x Vb

e Pour tous réel positif a et b réel positif non nul : \/% = %

Remarque 21. Illustrons le fait que /a + b # v/a+ Vb :
poura =9 etb=16, on VI+ V16 =3+4 =7 et /94 16 = v/25 = 5.
Exemple 21. e /3,62 =3,6 car 3,6 est positif
e /(=72 = —(~7) =7 car —7 est négatif. En effet, \/(—7)2 = /49 =17
. VEx VB VIXT =G

\Y)
X

I\J‘OJ
ot O

Il
all &
Il
ut] o
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7.1.2 Application aux équations

Soit @ un nombre réel fixe, soit x un réel, 'équation z2 — a = 0 équivaut

a (z —a)(z + a) = 0 donc comme un produit est nul, si et seulement si, un
de ses facteurs est nul alors z = a ou = —a.
Ainsi, \/x est donc égal & a ou —a.

7.1.3 Identités remarquables et racines carrés

Pour éviter qu’apparaissent des racines carrés au dénominateur d’un
quotient, on transforme celui-ci & 1’aide de I'identité remarquable a? — b? =
(a +b)(a — b). Illustrons 'intérét par un exemple :

2 2x(1-VE) 20V 208 20-v3) | e

1+v3 (1+VB)1-vE)  12_y?  1-3 -2

Théoreme 12.
Soit a,b, c,d des nombres rationnels avec d > 0 et b+ cv/d # 0.

a

Posons A = ———

b+ cvd

multiplie numérateur et dénominateur par b — cvd, en ayant préalablement
démontré que b — cvd est un réel non nul.

a a(b — cV/d) _ a(b — cV/d) 0

btevd  (b+evd)b—cv/d) b2 —cd

, pour écrire A avec un dénominateur rationnel, on

Démonstration. A =

Définition 31 (Quantité conjuguée).
La quantité conjuguée de b+ c\/d est b— cv/d
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Chapitre 8

Vecteurs du plan

8.1 Notions de vecteurs

Introduction

B Découvrir les vecteurs

Le jeu de hockey sur glace est un jeu d'équipe dont l'objectif est de marquer des
points en amenant le palet dans le but a l'aide d'une crosse. Un joueur vient de
glisser, amenant son palet du bout de la crosse. Voici un schéma du mouvement, * .
qui indique que le joueur, la crosse et le palet ont subi le méme déplacement.
On observe que la main du joueur s'est déplacée du point Q au point Q".

1. Quelle transformation reconnait-on ?

2. a) En quel point cette transformation transforme-t-elle le point A ?
b) En quel point cette transformation transforme-t-elle le point H 7

— A
Le vecteur QQ’ indique le sens, la direction et la longueur du mouvement. A I
o ) . = i i
On dit qu'il s'agit de la translation de vecteur QQ’ ou AA’ ou k i '\ 9
HH’ et que les vecteurs QQ7, AA’ et HH sont égaux. RN 7‘%‘\
GNT, 'H NGO
3. a) Décrire des caractéristiques communes de ces vecteurs. / NO| | U T
b) Quelle est la nature des quadrilatéres QQ’A’A et QQ'H'H ? Justifier. g el

4. a) Quelle semble étre la nature du quadrilatére AA'H'H ?

b) Les vecteurs AH et AH’ sont-ils égaux ? Citer d’autres couples de vecteurs égaux,

5. Les points images de trois points alignés sont-ils aussi alignés ? v @D p. 128
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8.1.1 Translations du plan

Définition 32 (Vecteur).
Soit A et B deux points distincts du plan.
Le vecteur xﬁ est caractérisé :

e sa direction : donnée par la droite (AB)
o son sens : de A vers B
e sa norme : la longueur AB.

On note la norme du vecteur AB : HA_B>||

Définition 33 (Translation).
La translation qui transforme A en B est appelée translation de vecteur zﬁ

Remarque 22. Deux remarques :
%
1. Si A et B sont confondus, on parle alors de nul, noté 0

2. On représente le vecteur E par une fleche d’origine A et d’extrémité
B.

8.1.2 Cas d’égalité

Définition 34 (Egalité).
Deuz vecteurs ayant méme direction, méme sens et méme norme sont égaut.

Définition 35 (Représentant).

Lorsque des vecteurs sont égauz, on dit qu’ils sont des représentants d’un
méme vecteur, que ’on notera U indépendamment des deux points origines
et extrémité.

Méthode 9 (Déterminer ’égalité de deux vecteurs).
AB = @ si et seulement si

1. Deux vecteurs ont méme direction st leurs « droites associées » sont
paralléles.
Ainsi, on a (AB)//(CD).

2. Deuzx vecteurs de méme direction, ont le méme sens, st A§ et 013 ont
méme sens.

3. Des vecteurs ont la méme norme si leurs segments associés ont méme
longueur.

Donc AB=CD +— H/@H = HC@H
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Ainsi, les vecteurs 1@ et C—ﬁ admettent un méme représentant .

Propriété 20 (Caractériser un parallélogramme).

Soient A, B,C, D quatre points. zﬁ = @ si et seulement si ABDC' est un
parallélogramme, éventuellement aplati.

Exercice 41.

La figure ci-contre représente six parallélogrammes identiques.

1. Citer un vecteur qui a méme direction que le vecteur F(é mats pas le
méme sens ni la méme norme.

2. Cliter un représentant d’origine I et du vecteur ﬁ
3. Clter un vecteur égal au vecteur ]ﬁ

Correction 10. 1. Comme la figure est constituée de parallélogrammes,

les droites (BD) et (F'G) sont paralleles. Les vecteurs BD et FC ont
méme direction, mais pas méme sens :

e vers la droite pour ﬁ
e vers la gauche pour ﬁ

Enfin, comme BD = 2F G, le vecteur Eﬁ répond a la question.

2. Il s’agit du vecteur I—I-} . Il est d’origine I, a méme direction que Eﬁ
car la droite (I A) est parallele & (ED).
Il a méme sens (vers le haut) et la méme norme.

3. On cherche un vecteur qui a méme direction, méme sens et méme
norme que le vecteur HF'. On peut citer le vecteur A(E

Propriété 21. Soient O un point du plan et U un vecteur. Il existe un
unique point M tel que @ = OM.

En particulier, si U = ﬁ alors M est le point tel que OABM soit un
parallélogramme.
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Méthode 10 (Démontrer avec des égalités de vecteurs).
Tout d’abord, il faut faire un croquis de la situation. Puis, il faut traduire
chaque propriété géométrique en termes de vecteurs.

Exercice 42. 1. ABC est un triangle. Construire le point D tel que
CD = AB.

2. M est un point appartenant au segment [BD)].
Les points E et F' sont les symétriques respectifs des points B et A par
rapport au point M.
Démontrer que le quadrilatére CDFE est un parallélogramme.

Correction 11. 1. On construit le quatriéme sommet du parallélogramme
ABDC. Pour cela, on peut tracer les arcs de cercle de centre B et de
rayon AC, de centre C' et de rayon AB et placer le point D qui convient
a leur intersection.

2. Les segments [BE] et [AF] se coupent en leur milieu M donc ABFE

est un parallélogramme. Ainsi AB = EF.
D’apres la premiere question, @ = ? donc @ = ﬁ et le quadri-
latere CDF'E est un parallélogramme.
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8.2 Addition de vecteurs

8.2.1 Somme de vecteurs

Reprenons le parallélogramme étudié a la séance précédente.

A B @ D

Définition 36 (Vecteur somme).

La somme de deuz vecteurs U et 7, notée U + U, est le vecteur associé
a la translation obtenue par l’enchainement de la translation de vecteur 0
suivie de la translation de .

Méthode 11 (Construction du vecteur somme).

Pour construire la somme 74—7, on met des représentants des vecteurs bout
a bout et on considére le vecteur allant de 'origine du premier a ’extrémité
du second.

Ezemple 22. En s’appuyant sur le dessin, donnons quelques exemples :
1. E + B? est la translation transformant le point A en C.
2. zﬁ + ﬁ est la translation transformant A en G.

e e

3. E + FK, comme on a F' L = BTS car ils ont méme norme, sens et
(FK)//(BG) alors AB + FK = AB + B@, cette somme est donc la
méme qu’au cas précédent.

8.2.2 Différence de vecteurs

Définition 37 (Vecteur opposé).

Prenons un vecteur ﬁ, on appelle opposé du vecteur 1@ noté —E est la
translation qui transforme B en A.

Remarque 23. Plusieurs remarques :

. —AB = BA.

2. zﬁ et —B ont méme direction et norme, mais un Sens opposeé.
Définition 38 (Différence de deux vecteurs).

Le vecteur W — U est défini par -7 =1+ —(7) ce qui stgnifie que
soustraire un vecteur, c’est ajouter son opposé.
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Méthode 12 (Construire la différence de deux vecteurs).

Pour construire la différence U — 7, on met des représentants des vecteurs
U et — bout a bout et on considére le vecteur allant de lorigine du premier
a Uextrémité du second.

8.2.3 Propriétés algébriques

On retrouve, avec les vecteurs, une addition similaire a celle connue sur
les nombres :

Propriété 22 (Opérations sur les vecteurs).
Pour tous vecteurs 7, Vet W :

1. U+7V =7+ (commutativité de l'addition,)

2. (U+V)+W =4+ (U +W) (associativité de l'addition)
On peut donc écrire ce vecteur U+V+0

%
3. U+ (—7) = 0, la somme d’un vecteur et de son opposé est le vecteur
nul.

LT+ 0 =7

On a la propriété :

Propriété 23 (Relation de Chasles).
Soient A, B, C trois points. L’enchainement de la translation de vecteur zﬁ

puis de la translation de vecteur B? est la translation de vecteur z@
AB + BC = AC

Remarque 24.
Attention, ’égalité vectorielle ne veut pas dire que AB + BC = AC car en
vertu de l’inégalité triangulaire, on a AB + BC > AC.

Ces propriétés algébriques et la relation de Chasles nous permettent donc
de simplifier nos écritures vectorielles.
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Théoréme 13 (Décomposition d'un vecteur et coordonnées).

Soit (i, j) une base de vecteurs du plan.

Tout vecteur U du plan se décompose de maniére unique sous la forme
U = 567 + y?, ol x,y sont deux nombres réels.

x
On notera (z;y) ou , le couple forme les coordonnées de vecteur U dans
Y

la base (_z>, 7)

x
7( > se lit « U a pour coordonnées x et y »; x est I'abscisse du vecteur
Y

U et y son ordonnée.

8.2.4 Egalité et somme de vecteurs. Produit par un réel

— =
Maintenant, considérons ( 7 , j ) une base du plan dans laquelle on a les
/

x x
vecteurs 7( ) et 7( /> ou z,y, ',y sont des réels.
Yy Yy

- —
Théoréme 14. Dans la base (i, j ), on a :

)

1. 4 =7, siet seulement siz =1 ety =1y

/
2. U+ a pour coordonnées U+ (x i xl> .
yTy

3. Pour tout réel k, kd a pour coordonnée ki <i$> .
Yy

- = !
Démonstration. Dans la base (i, j ) avec les vecteurs 7(30) et 7<x/),
Y Y

on a :

1. Application de la définition.

- =
2. Par hypothese, dans la base (i, 7), on a les vecteurs 7(3}) et
Y

Yy
Ainsi,

/
o <$/> donc U = x? + y7 et U = CUI? + ?/’7-

- = — o
U+T=xi+yj+a'i+yj
— -

=(@+a)i +y+y)J

/
Donc 7 + 7 a pour coordonnées (:c 1 93/)
yry

72



- —
3. Par hypothese, dans la base (i, j), on a le vecteur 7(30) donc
Yy
- = — —
kW = k(zd +yj) = kxi +kyj cequi prouve que ku a pour

coordonnées (Zx> dans la base (7, 7)

Y
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8.3 Produit d’un vecteur par un réel

8.3.1 Colinéarité

Propriété 24 (Caractérisation de la colinéarité).
Soient un réel k, W un vecteur non nul du plan. Le vecteur kA est le vecteur
ayant :

1. méme direction que .
2. méme sens que U si k>0 et de sens contraire si k < 0.
3. ||k = [kl x [|]|-
Remarque 25. Deux cas particuliers :
1. Si k =0 alors pour tout U du plan 0u = 6>
2. 85U = 6) alors pour tout réel k, kd = ﬁ

Exemple 23. Si 7 est un vecteur non nul, les vecteurs 7, 27, %7 et —%
ont la méme direction.

U et 2 ont le méme sens. Les vecteurs U et —%7 sont de sens opposé.

Propriété 25 (Regle de calcul).
Quels que soient les réels a et b et les vecteurs U et W, ona:

1. (a+b)d =ad +bd
2. a(b) = (ab) W

3 (¥ +7)=ad +a?
4. 10 =7

Définition 39 (Vecteurs colinéaires).
Soient W et U deux vecteurs non nuls. Sl existe un réel k tel que ¥ =kd
on dit que U et sont colinéaires et k est alors appelé coefficient colinéarité.

Remarque 26. 1. Deux vecteurs, non nuls, sont colinéaires s’ils ont
méme direction.

2. Le vecteur 31@ est simplement @ + x@ + 1@

Théoreme 15. 1. Quels que soient les vecteurs U et o, s’il existe un
réel k tel que W =k alors U et U sont colinéaires.

2. Quels que soient U, U et W trois vecteurs non nuls, si U et U sont
colinéaires et si U et W sont colinéaires, alors U et W sont colinéaires.
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Démonstration. 1. C’est la définition de la colinéarité.

2. Si W et U sont colinéaires, alors il existe un réel k tel que U =kv.
Si ¥ et W sont colinéaires, alors il existe un réel k tel que v =K.
Donc @ = k¥ = kk'W. En posant K = kk/, on a @ = KW et en
appliquant le 1. on a fini.

O

8.3.2 Application des vecteurs colinéaires

Théoreme 16. Soient A, B,C, D quatre points du plan distincts deux a
deuz.

1. A, B,C sont alignés si et seulement si, les vecteurs zﬁ et zﬁ sont
colinéaires.

2. Les droites (AB) et (CD) sont paralléles, si et seulement si, les vec-
teurs AB et C"ﬁ sont colinéaires.

Propriété 26 (Caractériser le milieu d’un segment).
Le point I est le milieu d’un segment [AB] si et seulement si ;1—[} = I@
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Chapitre 9

Statistique descriptives

9.1 Cumul d’effectifs et de fréquences

9.1.1 Séries de données statistiques
Vocabulaire

Définition 40 (Vocabulaire général).

L’ensemble sur lequel porte ’étude statistique s’appelle la population.

Un élément de la population est un individu.

Dans une série statistique, ’objet étudié s’appelle le caractére.

Si le caractére prend des valeurs numériques, on dit qu’il est quantitatif.
Sinon, il est qualitatif.

Un caractére quantitatif peut étre discret ou continu :

o discret s’il prend des valeurs isolées (exemple : 0; 1; 2; ...);

e continu s’il peut prendre toute valeur dans un intervalle appelé aussi
classe.

Remarque 27. Les premiéres études statistiques ayant historiquement
porté sur la démographie, ainsi le vocabulaire fut conservé. Néanmoins, les
individus peuvent étre des objets ou des personnes.

Exemple 24. Au cours d’une enquéte portant sur les bébés nés en 2013, on
s’intéresse :

o & la couleur de leurs yeux : caractére qualitatif (marron, bleu, etc) ;

¢ au nombre de fois ou ils pleurent par jour : caracteére quantitatif discret
(1525354, ...);

o a leur taille en centimetres : caractére quantitatif continu ([40;50],
[50; 60[).
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Effectifs, fréquences et cumul

Définition 41.
Dans une série statistique, ’effectif d’une valeur est le nombre d’individus
ayant cette valeur.
L’effectif total N est le nombre d’individus de la population étudiée. C’est la
somme de tous les effectifs.
On appelle fréquence, souvent noté f, d’une valeur du caractére, le quotient
effectif de la valeur

effectif total
On appelle effectif cumulé (respectivement fréquence cumulée) d’une valeur
x le nombre d’individus (la fréquence d’individus) ayant une valeur dans la
série inférieur ou égale a cette valeur x.

de Ueffectif de la valeur sur Ueffectif total : f =

Ezemple 25.
Une machine réalise des pieces cylindriques. Lors d’un controle, on obtient
la série statistique suivante :

Diamétre en mm 42,15 | 42,16 | 42,17 | 42,18 | 42,19 | 42,20 | 42,21 | 42,22
Effectif 7 20 42 88 52 24 12 5
Effectif cumulé croissant 7 27 69 157 209 233 245 250

Leffectif total est N =7 +20+42 +88+52+24 + 12+ 5 = 250 : soit 250
pieces cylindriques.
88

La fréquence de la valeur 42,18 est f = 555 = 0,352 ou encore 35, 2%.

L’effectif cumulé croissant pour cette valeur est le nombre de pieces ayant
un diametre inférieur ou égal a 42,18 mm donc 7 + 20 + 42 + 88 = 157.

Propriété 27. La somme des fréquences est toujours égale a 1.
On réalise les exercices 155 et 156

9.1.2 Représentations graphiques : exemples
Nuage de points

Histogramme

Courbe des fréquences cumulées croissantes (F.C.C)

Voir hyperbole p160./Barbazo p162
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9.2 Indicateur d’une série statistique

Introduction

On réalise 'exercice ?77.

9.2.1 Indicateurs de positions
Moyenne

Définition 42 (Moyenne).
Considérons une série statistique de p valeurs distinctes x1,xa,...,x, d’ef-
fectifs respectifs ni,na, ..., n, donnée dans les tableaux suivants.

Valeur | x1 | z2 | ... | Tp
Effectif | n1 | ma | ... | np

On appelle moyenne de cette série le quotient :

N1 X Ty +ng Xxa+ - +np XTp
ni+ng+--+ny '

L’effectif total étant ny +mng + - - + nyp.

Propriété 28. Dans le cas des fréquences, on a :

Valeur T1 | X2 | ... | Tp
Fréquence | f1 | fa | ... | fp

EBtT=fixazi+ foxze+- -+ fp X xp.

Théoréme 17. On considére une série statistique prenant comme valeurs
x1,%2,...,2p. On note T la moyenne.
Pour tous réels a et b, on a :

o La série statistique a X T1,a X Ta,...,a X Tp a pour moyenne a X m.

o La série statistique Xx1+b, Xxx2+0b, ..., Xxp+b a pour moyenne m-+b.

o La série statistique a X x1+b,a X x2+0b,...,a Xz, +b a pour moyenne
axm+b.

Ezxemple 26. Dans une classe la moyenne est de 9. Le professeur décide
d’augmenter toutes les notes de 1 point. Alors la nouvelle moyenne est de
9 + 1 = 10. Dans une autre classe, la moyenne est de 10. Si le professeur
augmente toute les notes de 50%, va multiplier toutes les notes par 1,5 et la
nouvelle moyenne sera de 10 x 1,5 = 15.

Méthode 13 (Calculer une moyenne pondérée).
Pour calculer une moyenne pondérée, on suit le procédé suivant :

78



1. On repére les valeurs et les effectifs.

2. On applique la formule de la définition en faisant attention a respecter
les priorités de calculs dans la calculatrice.

Médiane et quartiles

Définition 43 (Médiane).

Prenons une série statistique dont on a rangé les valeurs dans l’ordre crois-
sant.

La médiane est une valeur telle que la moitié (50%) des individus ont une
valeur qui lui est inférieure ou égale et l'autre moitié supérieure ou égale.

Dans la pratique, on distingue deux cas, en fonction de la parité de Deffectif
total N :

e Si N est impair, il est de la forme 2k + 1 donc la médiane (de la série)
est la valeur de rang n + 1 c’est-a-dire la valeur de rang 4 + 0, 5.

e Sinon N est pair, il est de la forme 2k donc, par convention, la médiane
(de la série) est la demi-somme des valeurs de rang n et n+ 1 c’est-a-
dire la moyenne des valeurs de rang § et 5 + 1.

Définition 44 (Quartiles).
On distingue deux cas :

o Le premier quartile, noté QQ1, est la plus petite valeur de la série sta-
tistique telle qu’au moins un quart (25%) des individus ont une valeur
de la série qui lui est inférieure ou égale.

o Le troisieme quartile, noté Q3, est la plus petite valeur de la série
statistique telle qu’au moins trois-quarts (75%) des individus ont une
valeur de la série qui lui est inférieure ou égale.

9.2.2 Indicateurs de dispersion

Définition 45 (Etendue).
On appelle étendue d’une série statistique la différence entre la plus grande
valeur du caractere et la plus petite.
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Définition 46 (Ecarts interquartiles, écart type).
On définit différents indicateurs :

1. L’intervalle interquartile est lintervalle [Q1;Qs], la longueur de cet
intervalle vaut Q3 — Q1 et s’appelle l’écart interquartile.

2. Considérons une série statistigue prenant comme valeurs

x1,T2,...,%p, notons ni,nag,...,n, les effectifs associés et T la

moyenne de cette série. On appelle écart type, noté o, le nombre :

> ni(z1 —T)%2 +na(ze —T)%* + - + ny(zp — T)?
ng+mng+---+n

Remarque 28. 1. L’écart type mesure l’écart entre les valeurs de la série

et la moyenne. Plus [’écart-type est petit, plus les valeurs sont concen-
trées autour de la moyenne et plus la série est homogéne.

Plus l’écart interquartile est petit, plus les valeurs de la série qui sont
dans Uintervalle [Q1; Q3] sont proches les unes des autres. Les valeurs
en dehors de cet intervalle n’ont pas d’influence sur l’écart interquar-
tile.

Transmath p275.

9.2.3 Résumé

Un schéma résumant nos connaissances :

D 30 % des valeurs - 50 % des valeurs :
: 23 % des valeurs pie 5 % des valeurs H 25 % des valeurs . 25% des valewrs

: '@ ‘M r
— # ] - 4 S

+ Valeur minimale  : Ecarl interauartille + Valeur maximale
! o e e :,
Etendue ' :
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9.3 Proportions

Mise en jambe

Exercice 43. L’an passé, 29 éléves de terminale 1 et 26 éléves de terminale
2 ont eu le baccalauréat. « - La classe de terminale 1 a obtenu de meilleurs
résultats que la classe de terminale 2/

- Je ne suis pas d’accord! La terminale 1 présentait 35 éléves a l’examen
alors que la terminale 2 n’en présentait que 31! »

1. Commentez ces affirmations.

2. On sait de plus qu’il y avait 14 filles en terminale 1 et 17 en terminale
2. Quelle est la classe qui présente le meilleur taux de réussite si on
constdeére les éléves de sexe féminin ?

9.3.1 Proportion et pourcentage
On rappelle la notion de proportion :

Définition 47 (Proportion).

Soit E un ensemble non vide ayant un nombre fini d’éléments et A un sous-

ensemble de E. On rappelle que cela se note A C E.

La proportion (ou la fréquence) d’éléments de A parmi ceur de E est le
nombre d’éléments de A

rapport .
- nombre d’éléments de E

Remarque 29. La proportion d’éléments de A parmi ceux de E est un réel
compris entre 0 et 1.

Ezemple 27. (Faire un dessin) On a un ensemble E contenant 10 éléments

6 3
et A C E possédant 4. On a donc une proportion de 0=5"= 0.6.

Méthode 14 (Exprimer une proportion en pourcentage).

Supposons, que l’on est deux ensembles A et B tel que A est inclus dans B.

. . nombre d’éléments de A
Si on a une proportion

— POUT POUVOLT exprimer
nombre d’éléments de B’

celle-ci en pourcentage, on cherche une 4e proportionnelle telle que :
p _ nombre d’éléments de A nombre d’éléments de A x 100

100~ nombre d’éléments de B p nombre d’éléments de B

Théoréme 18 (Déterminer une proportion de proportion).

Considérons trois ensembles A, B et C emboités tels que C C B C A.
Notons py la proportion de B dans la population de A. Notons ps la propor-
tion de C' dans la population de B.

Alors, la proportion de la population C dans la population A est égale a

P1 X p2.
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Exercice 44. La moitié des pages d’un magazine est constituée de publicités.
Parmi celles-ci, 25% sont consacrés a la mode.

1. Déterminer la proportion de pages de publicités consacrées a la mode.

2. Exprimer cette proportion d l’aide d’un nombre décimal, d’une fraction
et d’un pourcentage.

Correction 12. Ici, A est ’ensemble des pages du magazine, B est ’ensemble
des pages de publicités et C' est I’ensemble des pages de publicités consacrées
a la mode.

1. La proportion des pages de publicités de mode parmi toutes les pages

du ma, azineestdoncfX——é— 5%5 I
& 27100 100 8x25 8

2. La proportion peut s’écrire sous différentes fagons :

X 5 1

8x25 8
e en pourcentage : p = 12.5%,

e par une fraction

e par un nombre décimal : p = 0.125,
Ces trois écritures étant équivalentes.

Méthode 15 (Déterminer un effectif a partir d’une proportion).
Imaginons que l’on ait trois ensemble imbrigués A C B C C et qu’on l'on
sache la proportion de A dans C noté p ainsi que son effectif f. On cherche
a déterminer x effectif total de C.

Tout d’abord, on a le tableau suivant :

fl »
T | 100

La colonne de gauche étant les effectifs, et la colonne de droite la proportion
exprimée en pourcentage. On cherche ainsi la quatriéme proportionnelle x
f =100

\

qui est égal a

Exercice 45. Dans un lycée, 30% des €éléves s’orientent en filiére technolo-
gique en fin de Seconde. Parmi eux, 40% vont en série STMG.

1. Déterminer la proportion des éléves s’orientant en ST MG parmi l’en-
semble des éléves de seconde.

2. 54 éléves vont en série STMG. Combien d’éléves de Seconde y a-t-il
dans le lycée ¢
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9.4 Taux d’évolution

9.4.1 Taux d’évolutions et évolutions successives

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’évolution du prix au cours du temps.
Comment calculer le nouveau prix d’un article dont le prix baisse de 14% a
deux reprises ?

Introduction

Exercice 46.
1. Le nombre représenté par 7 % est:

o7 ooz7s 00,07 01,07

2. Un département frangais a un taux de réussite au baccalauréat de 80 2¢. Sachant que 2000
éléves ont passé le baccalauréat dans ce département, combien d'éléves I'ont obtenu ?

O 200 O1800 O1910 001920

3. Un article colitait 110 € avant les zoldes. Aprés les zoldes, il colite 88 €. Quel est le taux de
réduction qui a été appliqué?

012 % 020 % O227% 0O25%

4, Le taux de chémage d'un pays ezt le pourcentage de chémeurs danz la population active. On
cherche 3 comparer les taux de chémage de troiz pays A, B et C a partir des informations
suivantes :

- Le pays A compte 3 millions de ch&meurs pour 30 millions d"actifs.

- Le pays B compte 4 millions de chémeurs pour 50 millions d'actifs.

- Le nombre de chdmeurs du pays C représente 9 % de sa population active.
Si on range ces trois pays selon I'ordre croiszant de leur taux de chémage, on obtient :

O A-B-C O B-C-A O A-C-B O C-B-A [Source - MEN-5G-DEFR)
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5. Etant en difficulté I'an passé, une entreprise a diminué la prime annuelle de ses employés de
50 %. Cette année, une amélioration de la sitvation conduit |a direction 3 augmenter la prime de
50 %.

La prime va revenir 3 son niveau d'avant les difficultés.

O Vrai O Faux

6. Pendant la période des zoldes, un magasin affiche 70 %6 de réduction et 20 3 de réduction
supplémentaire. Un article coltait 80 € avant les zoldes. Quel est zon prix aprés les deux
réductions ?

O&6€ O1,20€ 012,20 € 044,60 €

7. Un autre magasin affiche 60 ¢ de réduction et 40 % de réduction supplémentaire. Un article
coUtait 120 €. Quel est zon prix aprés les deux réductions ?

O0€ O20€ 028,80 € O432€

8. Un troizi@éme magasin affiche 70 % de réduction et 50 % de réduction supplémentaire. Un
article coUtait 100 €. Quel est zon prix aprés les deux réductions ?

O15€ O035€ Ol est gratuit O il est gratuit et on regoit un bon d'achat de 20 €

9. Un magasin de vélos électriques propoze la promotion suivante : 10 % de réduction sur tous les
modeéles. Paiement de 40 % du vélo 3 I'achat et le reste sur quatre menzualités identiques. Quel
sera le montant de chaque mensualité pour un vélo coltant 800 € avant la promotion?

O72€ O80€ O100 € 0108 €

Evolution d’une quantité

Définition 48 (Evolution).
Considérons une quantité initiale VI strictement positive et une quantité
finale VF.
. . \ 3 o . _ VF-VI
On appelle tauz d’évolution de VI a V'F le réel défini par t = 57—

Le coefficient multiplicateur CM associé a ce taux d’évolution est
CM=1+t.

Propriété 29 (Coefficient multiplicateur).
Si on a un coefficient multiplicateur CM = 1+t, alors changer une quantité
de t%, c’est le multiplier par C M. (faire un dessin avec des bulles)

Remarque 30. Sit > 0, cela signifie que VE > VI, cela exprime une
augmentation donc CM > 1.

Sinon, on at < 0 cela signifie que VE < VI et cela exprime une réduction
donc CM < 1.

Théoreme 19. En gardant les mémes notations, si VI est strictement po-
sitive, on a VF =VI x CM.
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Ezemple 28. Une console de jeux cofite initialement 400 euros. Son prix
baisse de 15% lors d’une promotion.

1
Le coefficient multiplicateur est 1 — % =0,85. On a 400 x 0,85 = 340.

Donc le nouveau prix de la console est 340 euros.

Evolutions successives
Activité

Exercice 47. Une entreprise donne d ses salariés une prime trimestrielle.
En raison d’un ralentissement de l’activité économique, ’entreprise se re-
trouve fragilisée. La directrice de ’entreprise décide alors de baisser le mon-
tant de la prime trimestrielle de 30%. Les salariés acceptent cette décision
pour sauver leur entreprise et leurs emplois.

L’année suivante, la situation économique de l’entreprise commence d s’amé-
liorer. La directrice décide alors d’augmenter la prime de 7% chaque tri-
mestre de l'année, afin de compenser progressivement la baisse de l’année
précédente.

Les salariés contestent cette augmentation et demandent une augmentation
progressive de la prime de 10% a chacun des trimestres.

Etudier la situation. Une des propositions permet-elle de revenir d la si-
tuation de départ ?

Définition 49 (Evolutions successives).

St on suit [’évolution d’une valeur Vi a une valeur Vi suivie d’une autre
évolution Vo ; on appelle taux d’évolution global associé a [’évolution de Vj
a V.

Son coefficient multiplicateur est appelé coefficient multiplicateur global.

Théoréme 20 (Déterminer un coefficient multiplicateur global).

En notant ¢y le coefficient multiplicateur d’une premiére évolution et co celui
d’une seconde €volution, le coefficient multiplicateur c est égal au produit des
deux, c’est-a-dire que l'on a ¢ = c¢1 X ca.

Remarque 31. Pour obtenir le taux global T, on a T = C — 1

Ezxemple 29. Le nombre d’abonnés d’un journal en ligne augmente de 30%
avant de baisser de 10%.

30 10
Il est donc multiplié par 1+ mzl,?) puis 1 — — =0, 9. Alors, on a comme

100
coefficient multiplicateur ¢ =1,3 x 0,9 =1, 17.
Le taux d’évolution globale est donc T'=1,17—1 = 0, 17 ce qui correspond

& une hausse de 17%.

85



Définition 50 (Evolution réciproque).

Si on considére une évolution d’une valeur de départ Vp a une valeur d’arri-
vée Vx alors le taux d’évolution réciproque est le taux d’évolution permettant
d’aller de V4 a Vp.

Son coefficient multiplicateur est appelé coefficient multiplicateur réciproque.

Théoréme 21 (Calcul un coefficient multiplicateur réciproque). Si ¢ est le
coefficient multiplicateur d’une évolution, le coefficient multiplicateur réci-

proque est égal a —.
c

Remarque 32. On obtient le taux réciproque en calculant % —1.

Exzemple 30. Un prix augmente de 25% et a donc été multiplié par 1+ % =
1, 25.
Le coefficient multiplicateur réciproque qui permettrait de revenir au prix de

1
départ est T35 = 0,8.0r0,8—1=—0,27. Le taux d’évolution réciproque

est de —20%, c’est-a-dire qu’il faut appliquer une baisse de 20% au prix
augmenté pour revenir au prix avant augmentation.
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Chapitre 10

Probabilité sur un ensemble
fini

10.1 Vocabulaire des probabilités

10.1.1 Univers et événements

Définition 51. On appelle expérience aléatoire, une expérience dont on ne
peut prévoir le résultat.

On appelle univers, noté 2, l’ensemble de toutes les issues possibles de cette
expérience.

On appelle événement, toute partie (ou sous-ensemble) de l'univers ) .

On appelle événement élémentaire de ), toute partie de ['univers () ne conte-
nant qu’un seul élément qu’on appelle singleton. .

Soit A un événement et w un élément de A, on dit alors que w réalise [’éve-
nement A

Remarque 33.  est [’événement certain tandis que () est I’événement im-
possible.

Ezemple 31 (Lancé d’'un dé).

On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6, puis on note
le nombre sur sa face supérieure.

Cette expérience aléatoire a six issues et son univers Q = {1;2;3;;4;5;6}.
L’événement A « obtenir un nombre impair » est 'ensemble A = {1;3;5}.
L’événement « obtenir un nombre 5 » est I’événement élémentaire {5}.
L’évenement « obtenir 0 » est ’événement impossible et I’évenement « ob-
tenir un nombre entier compris entre 1 et 6 » est I’événement certain.

Définition 52 (Evénement contraire).
On appelle événement contraire de A dans Q, l'ensemble, noté A, des élé-

ments de Q qui n’appartiennent pas a A : A est le complémentaire de A dans
Q.
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Remarque 34. Ainsi, on obtient Q =0, § = Q, A=A

Ezemple 32 (Lancé d’un dé (suite)).
L’événement contraire de A « obtenir un nombre impair » est I’événement
« obtenir un nombre pair » : A = {2;4;6}.

10.1.2 Réunion et intersection d’événements

Définition 53. Soit A et B deux événements d’un méme univers ). L’éve-
nement AU B est réalisé si au moins un des événements A ou B est réalisé.
L’événement AN B est réalisé si les deux événements A et B sont réalisés
en méme temps.

Définition 54 (Evénement incompatible).
Soit A et B deux événements d’un méme univers ) ; les événements A et B
sont dits incompatibles si leur intersection est vide, c’est-a-dire si ANB = ().

Ezemple 33 (Lancé d'un dé (suite)).

L’événement contraire de A « obtenir un nombre impair ».

L’évenement « Obtenir un nombre supérieur ou égal a 3 » est I'ensemble
B ={3;4;5;6}.

Ona AUB=1{1;3;5} U{3;4;5;6} = {1;3;4;5;6} et AN B ={3;5}.
L’événement C « Obtenir 1 » est le singleton {1} et les événement B et C
sont incompatibles.
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10.2 Loi de probabilité

Définition 55 (Loi de probabilité).
On considére une expérience aléatoire a laquelle on associe un univers ) =

{wi,wa, ... ,wn}-

On dit que l’on définit une loi de probabilité sur Q lorsque l'on associe a
chaque élément de w1, wo, . ..,w, univers Q0 des nombres réels p1,pa, ..., Pn
tels que :

o Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, on a 0 < p; < 1.
e prtp2+---+pp=1

On appelle probabilité d’un événement A, noté P(A) le nombre réel égal d
la somme des p; associés aux éléments de A.

Propriété 30. Soit une expérience aléatoire d’unvers § fini sur lequel, on
définit une loi de probabilité.

o Quel que soit un événement A de l'univers 2, on a 0 < P(A) < 1.
o La probabilité de I’événement certain est 1 c’est-a-dire P(Q) = 1.
o La probabilité de I’événement impossible est 0 c’est-a-dire P(()) = 0.

Ezemple 34. On lance un dé cubique bien équilibré, ayant trois faces rouges,
deux faces bleues et une face verte, et on s’intéresse a la couleur obtenue.

On a alors :
Issue Vert | Bleu | Rouge
1 1 1
Probabilité - - -
robabilité G ) 5
On vérifie que % + % + % =1
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10.3 Séance 3 : Calcul des probabilités

10.3.1 Cas d’équiprobabilité

Considérons un univers Q = {wj,ws,...,wy}

Théoréme 22 (Loi équirépartie).
Une loi est dite équirépartie lorsque chaque issue a la méme probabilité de
se réaliser, qui est alors :

1
cardQ)  nombre d’éléments de Q _dE’

On dira qu’on est dans une situation d’équiprobabilité.

Ezemple 35. Lors d’un lancer d’un dé cubique équilibré non pipé a six faces
numérotées de 1 a 6. Chaque issue de l'univers {1;2;3;4;5;6} a une proba-
bilité d’apparition de %.

e L’événement A « obtenir un nombre impair » correspond a ’apparition
des faces 1, 3,5 donc A = {1;3;5}.
Ainsi, trois issues réalisent A donc P(A) = % =

D=

e L’évenement B « obtenir un nombre supérieur ou égal a 3 » correspond
a l’ensemble {3;4;5;6} qui contient 4 éléments donc sa probabilité est

P(B)=%=2.

10.3.2 Probabilité de ’intersection et de la réunion

Théoréme 23. Si A et B sont deux événements d’un méme univers ) muns

d’une loi de probabilité, on a P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Ezemple 36. En prenant un dé non pipé, ou chaque face est numéroté de 1
a 6; si A est ’'événement « Obtenir un nombre pair » et B est I’événement

« Obtenir un nombre inférieur ou égal a 4 » alors, on a :
e P(A)=

1
3
2
3

i)

(
(B)
(

Wl

AN B)
Donc P(AU B)

P(A)+P(B)-P(ANB)=1+2—

Wl
[SVI1N)

10.3.3 Probabilité de I’événement contraire

Théoreme 24. Soit A un événement d’un univers  muni d’une loi de
probabilite.
Si A est ’événement contraire de A dans l'univers Q, alors P(A) = 1—P(A).
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Ezxemple 37. En reprenant notre dé :

Issue Vert | Bleu | Rouge
1 I 1
Probabilité - - -
robabilité | - 3 5 B
Si A est ’évéenement « Obtenir une face bleue », on a P(A) =1 — P(A) =
1-1i=2
373
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Chapitre 11

Vecteurs avec coordnnées

11.1 Bases, repéeres et coordonnées

Définition 56 (Base orthonormée).

Soient i et j deux vecteurs non colinéaires du plan dont les directions sont
perpendiculaires et tels que || i || =] 7 ||-

Le couple (i, j) est une base orthonormée des vecteurs du plan.

Propriété 31 (Décomposition d’un vecteur dans une base).
Tout ve_c)teur_ﬁ) se décompose de maniére unique sous la forme
U=zi+ yj oux ety sont deux nombres réels.

5
On notera ( ou (z;y) le couple de coordonnées du vecteur U dans la base
Y

-

(i,7)

- = - =
Ezemple 38. Dans la base orthonormée (i, j ), on a U =—i + 2 j donc

Définition 57 (Repere orthonorm_é}) .
On dira que le triplet (O, i,7), composé dun point O du

plan  appelé origine et dune base orthonormée (i, j) est un
repéere orthonormé du plan.
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7,

Soit M un point quelconque du plan muni d

Remarque 35 59
J). M a pour coordonnées (x;y) dans (O,

. un repere or-
, =
thonormé (O, i

e
i,J) signifie

) 9

— x - =
que OM a pour coordonnées dans la base (i, 7).
Y

—% ye / . 7
Ezemple 39. Le vecteur OM est représenté ci-contre a pour coordonnées

4
( 2) donc les coordonnées du point M sont M (4;2).

On g))niidére maintenant que 'on est toujours dans un repeére orthonormé
O, i,7).

Propriété 32 (Coordonnées du vecteur E)
Soient A(zq;ya) et B(xp;yp) deuzr points du plan, les coordonnées du vec-

rg —
teur E sont B A .
YB — YA

Ezemple 40. Soient C'(—3;2) et D(1;4), on applique la regle @ <$D B xc) ,

YD —Yc
.. -ﬁ 1—(=3) —ﬁ 4
ainsi, on a C ( ) donc C <2>

4-2

Ezemple 41 (Coordonnée par une méthode graphique).
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15% min
n Des coordonnées du point aux coordonnées du vecteur
Manhattan est l'un 1 1 mii ’ = .. — — s I

des cing arrondis-
sements de la ville
de New York. Cette
ile est globalement
organisée selon un
plan en damier hé-
rité de 1811,

Le plan ci-cantra
est muni d'un re-
pére orthonormé
;1.

1. Donner les

des lieux
remarquables
suivants
AzIntrepid Sea-
Air-Space Museumn
B :United Mations
€ Saint Patrick’s
Cathedral
D:Flatiron Building
E:Central Park

G :Madison
Square Garden

H :Empire State
Building

2,0n note Oi = { et O = j. Déterminer les réels xet ytels que DB =xi + /.
‘W Pour aller du Flatiro g (ot B on suit

pe pus la

) D
D a pour s)

3. a) Déterminer les coordonnées des vecteurs HB, BE, HC, AE, IC et ID.

b) Quelle formule liant les coordonnies de deux points et les coordonnées du vecteur ayant ces points pour
arigine ¢t extrémité peut-on conjecturer 7

<) Appliquer vatre conjecture pour d ines | données de AC et vérifier graphi répor
4. 2) Que dire des vecteurs AE et EA 7

Comment le traduire avec les coordonnées ?

b) Que dire des vecteurs IC et 10 ? Comment cela se traduit-l sur leurs coordonnées 7

€) Que dire des vecteurs HB + BE et HE ? Comment cela se traduit-l sur les coordonnées 7

o) [Pous aller plustoin |Salent i =+ + yJ eti = %'7 + y']. Soft kun néel,

Déterminer les coordonnées de i + ¥, - v et ki,

1+ @D p-154

Propriété 33 (Egalité de vecteurs).
Deux vecteurs sont égauz si et seulement s’ils ont les mémes coordonnées.

Propriété 34 (Opérations sur les vecteurs).

/
Soient k un nombre réel et deuz vecteurs U v et U w, .Ona:
Yy Y

/ o
] A I i
y+ty y—vy

kx
o kU by
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11.2 Milieu et norme

Propriété 35. Le milieu du segment [AB] a pour coordonnée
($A+IL’B,yA+yB)
2 72

Ezemple 42. Soient A(3;1) et B(—2;5), alors I le milieu du segment [AB]

-3+ (-2) 1
, 2 Py
a pour coordonnée | donc I 2 |.
2

Propriété 36 (Norme d’un vecteur).

La norme d’un vecteur U est ||| = /22 + y2.
La norme du vecteur AB est AB = Vg —14)2— (yg —ya)?

-5
Ezemple 43. Soient A(3;—1) et B(—2;5) alors E( 6 ) et
AB = /(—5)* + 62 = V61.
Remarque 36. Cette longueur AB est exprimée dans l'unité du repére.

Méthode 16 (Déterminer les coordonnées d’un point & partir d’une égalité
vectorielle).

. . . ? Ip —TA
Imaginons que [’on connaisse les coordonnées d’un vecteur A (
YB — YA

x
et que l’on cherche da déterminer les coordonnées d’un point M( ) tel que
Yy

AB = AM il faudra résoudre deux équations associées a chaque coordonnée.

5 2
Ezemple 44. Prenons A<1> un vecteur E <5> et un point M (m) tel que
Yy
——
E = AM alors on a deux équations 2=x —2et 5=y — 1

11.3 Condition de colinéarité

On rappelle que U est colinéaire & U s'il existe un réel k tel que U =kv.

Méthode 17 (Déterminer le parallélisme de deux droites).

Deux vecteurs colinéaires ont des directions paralléles donc si A§ est coli-

néaire 4 CD alors (AB)//(CD).

Méthode 18 (Déterminer 'alignement de trois points). Si AB est colinéaire
a zﬁ alors A, B,C sont alignés.
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/
Définition 58. Soient o . et U sc/ deuzr vecteurs du plan, le
Yy

Y
déterminant des vecteurs U et U est det(d, V) = xy' — z'y.

I,
/

Remarque 37. On écrit aussi det(d, V) = v =xy —2'y.

Théoréme 25. Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déter-
minant est nul.

Démonstration. Pour démonter une équivalence, on démontre tout d’abord
le sens direct, puis la réciproque.

e Tout d’abord, montrons que si deux vecteurs sont colinéaires, alors
leur déterminant est nul.

On a det(W,7) = zy — 2'y. On a deux cas :
~Si 7 =0 alors det(ﬁ, 7) = 2 x 0 — 2’ x y=0 prouvant ainsi que
det(d, ) = 0.
- Si v #* 6> alors, il existe un réel k tel que @ = k0.
]{7 /
or k7 (7 ) et @[ done ka' = z et ky = x.
ky’ y
Ainsi det(U, V) = xy/ —2'y = ka' xy/ —a' xky' = ka'y/ —ka'y' = 0
Dans tous les cas det(ﬁ, 7) = 0, le sens direct est démontré.
e Montrons que si det(ﬁ, 7) = 0 alors @ et U sont colinéaires.
det(W,7) = 0 signifie que 23/ — 2’y = 0 donc zy’ = z'y.

/ /
—Six#Oalorsy’:w:x—xy.
) x x

Posons k = - alors Yy =ky et kx = 2.

k’ /
Or ku <k;> donc k. (;') montrant que kW = ¥ donc W et

o sont colinéaires.

— Si z = 0 alors I’égalité zy = 2’y devient 2’y = 0.

0
* Si 2/ = 0 alors 7( /) ainsi ¥ = y’7 avec v € R donc ¥
Yy

= o 0
et 7 sont colinéaires; 7(
Yy
- = — ..
j # 0 donc U et 7 sont colinéaires.
U et U sont colinéaires & j donc U et ¥ sont colinéaires.
J

%
)ainsiﬁ—yj avec y € R et
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0
* Siy = 0 alors v (()) et le vecteur nul est colinéaire a tous
les vecteurs donc @ et ¥ sont colinéaires.
Dans tous les cas © et ¥ sont colinéaires, la réciproque est démontré.

O

Méthode 19. Ainsi, grace au théoréme, il suffira de calculer le déterminant
de deux vecteurs pour savoir s’ils sont colinéaires.
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Chapitre 12

Fonctions de références

12.1 Courbe représentative d’une fonction

12.1.1 Notions de fonction
Commencgons par rappeler quelques notions :

Définition 59. Soit D un ensemble de nombre réels. Définir une fonciton
f sur D revient a associer chaque réel x de D un unique réel, appelé image
de x par f. L’antécédent de f(x) étant x.

D est l’ensemble de définition de la fonction : c’est I’ensemble de nombre
pour lesquels il existe une image par la fonction f.

Remarque 38. D est souvent un intervalle ou une réunion d’intervalles.

Modéliser par une fonction, c’est mettre en lien deux grandeurs en choisis-
sant une variable (noté en général ¢,z ou n) dans un ensemble de définition,
puis en associant une valeur f(z) & chacune des valeurs par la variable (grace
a une formule, un tableau ou une courbe).

12.1.2 Courbe représentative d’une fonction

Définition 60. Considérons une fonction f définie sur son ensemble de
définition D.

Dans un repére, la courbe d’équation y = f(x) est l’ensemble des points du
plan dont les coordonnées (x;y) vérifient l’égalité y = f(x) avec x apparte-
nant a D, c’est-a-dire ’ensemble des points dont [’ordonnée est l'image de
l’abscisse.

Cette courbe est la courbe représentative de la fonction f.

Remarque 39. Le point de cordonnée (x;y) appartient d la courbe repré-

sentative si et seulement si f(x) = y. La courbe est donc ’ensemble de points
(z; f(x)) ot x parcourt D l’ensemble de définition de f .
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Ezemple 45. Considérons la fonction f définie sur [—2;2] par f(z) = (z —
1)2 — 4. La courbe représentative de la fonction f est la courbe d’équation
y = (x — 1)2 — 4 tracée ci-contre. Cela veut dire que tout point de cette
courbe a son ordonnée qui est égale a 'image de son abscisse. On trace la
courbe représentative de f :

Par exemple, A(1;—4) semble appartenir a la courbe et en effet f(1) =
(1-1)2—4=—4.

Le point B a pour abscisse —2 et appartient a la courbe. Son ordonnée vaut
donc f(=2) = (-2-1)2 -4 =5.

Méthode 20 (Utiliser une équation de la courbe d’une fonction).

Une équation de courbe est une relation vérifiée par les coordonnées des
points situées sur cette courbe et uniquement ceuz-ld : c’est une condition
d’appartenance a la courbe.

Prenons une courbe Cy d’équation y = f(x) ot f une fonction définie sur
R. Prenons un point M (zpr;yar) du plan.

1. On calcule limage de l’abscisse du point M x par f.
2. Deuzx cas :

(a) Siyn = f(xa) alors M appartient a Cy.

(b) Sinon M n’appartient pas a cette courbe.

Méthode 21 (Tracer la courbe représentative d’une fonction).

1. On étabdlit le tableau de valeur de la fonction f étudiée grace au calcul
ou a la calculatrice.

2. On place dans un repére orthogonal quelques points bien choisis de
coordonnées (x; f(x)).
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3. On relie a main levée une courbe passant par ces points.

Remarque 40. A la derniére étape, il ne faut pas tracer des segments entre
chaque point, mais une courbe lisse.
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12.2 Exemples de fonctions de références

12.2.1 Fonction carré

Définition 61. La fonction carré est la fonction f définie sur R, qui a tout

nombre réel associe son carré, elle est définie par f(x) = 2.

Un tableau de valeurs de la fonction carré est :
[ -3|-2]|-10 1 2 | 3
fi) | 9| 4 1|0 |14 09

Sa courbe représentative est tracée ci-dessous.
\ Ay /
\ /
\ /

W

k|

X |—o0 0 400

A Aa

1 Bph 2 3 4

Sa courbe fait partie d’'une famille de courbes 7(x) \ /
appelées « paraboles ». 0

Exercice 48 (Exercice d’application). On note f la fonction carré, a l'aide
de sa représentation graphique ou d’un calcul, déterminer :

1. Uimage de 3 par la fonction f.

2. les éventuels antécédents de 4 par la fonction f.

12.2.2 Fonction racine carré

Définition 62. La fonction racine carré est la fonction f définie sur Ry =
[0; +00], qui a tout mombre réel associe sa racine carré positive, elle est

définie par f(x) = \/x.
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Un tableau de valeurs de la fonction racine carrée
est:
% 0 1

fix) 0|1

Sa courbe représentative est tracée ci-dessous.

-
/
1
*
0 4 6 8 10 g x| 0 +e0
Sik = 0, 'unique antécédent de k par la fonction
racine carrée est k? et si k<< 0, k n'a pas d'antécédent. 0

Remarque 41. On dit que les fonctions carré et racine carrée sur Ry =
[0; +00] sont réciproques. Graphiquement, cela se traduit par la symétrie si
l’on trace les deux courbes dans un repere.

Exercice 49. 1. par le calcul, comparer les images par la fonction carré,
notée f, de
(a) 5et7

(b) (—6) et (—3).
2. Par le calcul, comparer les images par la fonction racine carré, noté g
de

(a) 36 et 64
(b) % et%
12.2.3 Fonction cubique

Définition 63. La fonction cubique est la fonction f définie sur R, qui a
tout nombre réel associe son cube, elle est définie par f(x) = x>.
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Un tableau de valeurs de la fonction cube est :
x -3|-2|-11]0 1 2 3

fla) |-27|-8|-1|0 | 1|8 |27

Sa courbe représentative est tracée ci-dessous.
Ay l
J Y

| o
T >
4| b /0 2 4
/ X |-00 +
L'antécédent d'un nombre réel k par la fonction x3
cube est la racine cubique de k : elle se note k.
Par exemple /27 =3.

Exercice 50 (Exercice d’application). 1. On note f la fonction cube.
Déterminer
(a) L’image de f par 8

(b) les éventuels antécédents par f de 8.

2. Comparer par le calcul les images par f de :

(a) 1 et 4.
(b) (-5) et (-7).
(c) (-2) et 8.

12.2.4 Fonction inverse

Définition 64. La fonction inverse est la fonction f définie sur R* =] —
00; 0[U]0; +00], qui a tout nombre réel, non nul, associe son inverse, elle est

définie par f(z) = %
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Un tableau de valeurs de la fonction inverse est :
x -2 | -1 1]-05 0 0,5 1 2
flw) |-05| -1 | -2 2 |1

05

Sa courbe représentative est tracée ci-dessous.
J\\y

\

-

/

\
\

Sa courbe fait partie d’'une famille de courbes
appelées « hyperboles »,

x —00 0 400

N ==

y=1] [+

y=

e

Exercice 51 (Exercice d’application).

1. On note f la fonction inverse.
Déterminer :

b 4

(a) limage par f de 3
p ;s 5
(b) les éventuels antécédents par f de —3.

2. Comparer par le calcul les images par f de :
(a) 1et3.
(b) (=3) et (=3).
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12.3 Résolution d’équations et d’inéquations a ’aide
d’une fonction

12.3.1 Cas général
Commencons par étudier une fonction f définie sur un intervalle I, on

note Cy sa courbe représentative.

Propriété 37. 1. Résoudre graphiquement ’équation f(x) = k revient
a déterminer 'abscisse du point d’intersection de Cy et de la droite
d’équation y = k.

2. Résoudre graphiquement ['équation f(x) < k revient a déterminer les
abscisses des points appartenant a Cy et situés en dessous de la droite
d’équation y = k.

3. Résoudre graphiquement l’équation f(xz) < k revient a déterminer les
abscisses des points appartenant a Cy et situés au-dessus de la droite
d’équation y = k.

12.3.2 Illustration avec la fonction carré

Résolution d’équation avec la fonction carré

Propriété 38 (Résolution algébrique des équations 22 = k).
L’équation x> = k admet :

o deuz solutions Vk et —k lorsque k > 0.
e une unique solution égale a 0 lorsque k = 0.

e aucune solution lorsque k < 0.

On rappelle que la fonction f(z) = 22 admet une parabole P comme courbe
représentative.

Méthode 22 (Résolution graphique de I’équation z2 = k).
Résoudre l’équation x> = k revient a chercher les abscisses des points d’in-
tersections entre P et la droite horizontale (d) d’équation y = k.

Exercice 52 (Résoudre des équations avec la fonction carré).
Résoudre dans R :

1. 2 =15
2. 22 =0.
3. 2224+3=0
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Correction 13. On applique directement la propriété :
1. S = {V/15; —/15}.
2. § ={0}.

3. 222 43=0 < 2% = —% < 0 donc il n’y a aucune solution S = ()

Résolution d’inéquation avec la fonction carré

Propriété 39 (Résolution d’inéquation z? < k).
Commengcons par Uinéquation 2% < k :

e Sik >0, il existe deuz solutions d Uéquation z* =k, Vk et —Vk.
Ainsi, l'ensemble des solutions est S = [—\/E; \/E]

e Sik=0, alors S = {0}.
e Sik <0 alors S =10.

Propriété 40 (Résolution d’inéquation 22 > k).
Muaintenant, intéressons Uinéquation x> < k :

o Sik >0, il existe deuz solutions & Uéquation =2 =k, Vk et —Vk.
Ainsi, Uensemble des solutions est S =] — oo; —Vk] U [V/k; +00].

e Sik <0, comme le carré de tout nombre réel est positif, on a S = R.

Méthode 23 (Résolution graphique de I’équation x? < k).
Résoudre Uinéquation x*> < k revient d chercher les points de P situés sous
la droite (d).

Méthode 24 (Résolution graphique de I’équation x? > k).
Résoudre linéquation x*> < k revient a chercher les points de P situés au-
dessus de la droite (d).

Exercice 53. Résoudre les inéquations suivantes :
1. 22 <6.
2. 222 +1>09.

Correction 14. 1. L’inéquation est de la forme 22 < kavec k> 0. On a

donc S = [—/6; 6).

2.0na2?+1>9 <« 222 >8 <« 22 > 4. Ainsi, on trouve
S =] — 00; —2] U [2; 400
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Cas des polyndomes du second degré

Soit f(x) = ax?® + bz + ¢ une fonction polynéme du second degré avec
a # 0. La courbe représentative de f est une parabole P.

Remarque 42. Dans le cas a = 1 et b = ¢ = 0, on retrouve la fonction
carreé.

Méthode 25 (Résolution graphique de I'équation f(x) < 0).

Résoudre linéquation f(x) < 0 revient a chercher les points de P situés sous
l'azxe des abscisses. Dans ce cas, il existe deuxr points d’intersections xq et
xo (qui peuvent étre confondues) et S = [x1; xa).

Dans le cas ot P ne coupe pas l'aze des abscisses, on a deux cas :

o SiP est au-dessus de ’axe des abscisses, on a S = ().
e Si P est en dessous de ’axe des abscisses, on a S = R.

Méthode 26 (Résolution graphique de I'équation f(z) > 0).

Résoudre l'inéquation f(x) > 0 revient a chercher les points de P situés au-
dessus l'axe des abscisses. Dans ce cas, il existe deux points d’intersections
x1 et xo (qui peuvent étre confondues) et S =] — 0oy 1] U [x2; +00].

Dans le cas ou P ne coupe pas l'axe des abscisses, on a deux cas :

o SiP est en dessous de l'axe des abscisses, on a S = ().
e Si P est au-dessus de l'axe des abscisses, on a S = R.
Exercice 54. Résoudre U'inéquation —x> — 2x +1 > 0.

Correction 15. On pose f(x) = —x? — 22 + 1 et on trace la courbe repré-
sentative de f. Les solutions de f(x) > 0 sont les abscisses des points de
la courbe qui sont au-dessus de I’axe des abscisses. On lit x1 = —2,4 et
x9 = 0,4 donc S = [0,4; —2,4].
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12.4 Position relative des courbes des fonctions de
références

Dans ce paragraphe, on étudie sur R™ = [0; 400 la position relative des
courbes suivantes :

o La droite (d) d’équation y = x;

« La parabole P représentative de la fonction carré d’équation y = z2.
e La cubique C représentative de la fonction cube d’équation y = z3
pour x > 0.
Y T ssnrm—m—
- 239 — A--/H.
Sl
i e
) 6 9P
|
15 -
| y=x—]
J =
0.
07 705 I AT

Théoreme 26. Pour tout nombre réel x € R, on a
1. Si0<z<lalors0<az?<z?<z<l1.

2. Six>1alors1<z<a?<zs,

Démonstration. Pour commencer, on a 1 = 12 = 12 donc le point de coor-
données (1;1) appartient donc a la droite (d), a la parabole P et a la courbe

C.

1. Supposons 0 < x < 1, en multipliant chaque membre de cette inégalité
par = (qui est positif donc le sens des inégalités ne changent pas), on
obtient : 0 < 22 < z. Par le méme procédé, on obtient 0 < 3 < 22,
Ainsi, pour tout réel z appartenant [0;1], on a 0 < P < <zr<l
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2. Supposons x > 1, en multipliant les deux membres de cette inégalité
par = (qui est positif donc le sens de I'inégalité ne changent pas), on

obtient z < z2. Par le méme argument, on a 22 < b,
Ainsi, pour tout réel x > 1, ona 1l <z < 22 < 23

Remarque 43. Deux remarques :
o Sur lintervalle [0; 1], la cubique C est au-dessous de la parabole P qui

est en dessous de la droite (d).

o Sur lintervalle [1;4o00[, la droite (d) est en dessous de la parabole P

qui est-elle méme située en dessous de la cubique C.

Méthode 27 (Etudier la position relative de deux courbes représentatives).
Notre but est de pouvoir situer la position des courbes représentatives de deux
fonctions f et g : Se coupent-elles ¢ Sont-elles confondues ? y’en a-t-il une

au-dessus de l'autre ¢
Pour cela on étudie le signe de la différence f(x) — g(x) :

o Si elle est positive, Cy est au-dessus de Cy.
o Si elle est négative, Cy4 est au-dessus de Cy.

o Si elle est nulle, Cy et Cy sont confondues.

Ezxemple 46. Considérons deux fonctions affines f et g définies sur R par
—2x + 5, notons (d;) et (dz) leurs droites représen-

f(z) =4z —3 et g(x) =
tatives dans un repére du plan.

)

d

__________________
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Prenons M et M’ deux points ayant méme abscisse, appartenant respecti-
vement & (dy) et (dz), c’est-a-dire M (z; 4z — 3) et M'(x,2x + 5).
Calculons f(z) —g(x) = (4 —3) — (-2 +5) =4x —3+ 2z — 5 = 6z — 8.
Onabr—8>0 <= 6xr>8 «<— xZ% <— x>
En conclusion, on a :

Ol

e Siz > 3 alors f(z) > g(z) donc (di) est au-dessus de (da).

o Sixz =3 alors f(x) = g(z) donc (d1) et (d2) sont confondues.

e Siz <

Wk Wik Wik

alors f(x) < g(z) donc (di) est en dessous de (d2).
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12.5 Parité d’une fonction

Définition 65 (Fonction paire).
Une fonction f, d’emnsemble de définition D, est paire si pour tout réel x
appartenant & D, on a —x € D et f(—x) = f(z).

Propriété 41. Dans un repére orthogonal, la courbe représentative d’une
fonction paire est symétrique par rapport a l’axe des ordonnées.

Démonstration. Considérons un point de la courbe, il est donc de coordon-
née (z: f(x)).

On veut montrer que son symétrique par rapport a I’axe des ordonnées qui
a pour coordonnées (—z; f(x)) appartient aussi & la courbe de f.

Du fait que la fonction f est paire, —x appartient a ’ensemble de définition
et comme f(—x) = f(x) pour tout z, le point de coordonnées (—z; f(—z)) a
la méme ordonnée que (z : f(z)) et comme son ordonné est égale a I'image
de son abscisse, on vient de prouver que (—x; f(x)) appartient & la courbe
de f. O

Méthode 28 (Conjecturer la parité d’une fonction).
Si une courbe semble symétrique par rapport a l'aze des ordonnées, on peut
conjecturer que la fonction est paire.

Propriété 42 (Parité de la fonction carré).
La fonction carré est paire.

Démonstration. Considérons la fonciton f définie sur R par f(z) = 22.

Pour tout z € R, —z € R, et f(—z) = (—2)? = 22 = f(z) pour tout réel x
donc la fonction carré est paire. O

Remarque 44. On en déduit que la courbe de la fonction carré est une
parabole symétrique par rapport a l'axe des ordonnées.

Définition 66. Une fonction f, d’ensemble de définition D, est impaire si
pour tout réel x appartenant a D, on a —x € D et f(—x) = —f(x).

Propriété 43 (Parité des fonctions cubes et inverse).
Dans un repére orthogonal, la courbe représentative d’une fonction impaire
est symétrique par rapport a l’origine du repére.

Méthode 29 (Conjecturer I'imparité d’une fonction).
Si une courbe semble symétrique par rapport a l'origine du repére, on peut
conjecturer que la fonction est impaire.

Propriété 44. Les fonctions cube et inverse sont impaires.

Remarque 45. On en déduit que les courbes des fonctions inverse et cube
sont symétriques par rapport a l’origine.
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Chapitre 13

Equations de droites

Dans toute cette séquence, on se place dans un repére orthonormé.

13.1 Vecteur directeur d’une droite

Définition 67 (Vecteur directeur).

Soient A et B deuz points distincts d’une droite (d), alors E est un
fuect%ur directeur de la droite (d), de méme que tout vecteur U colinéaire
a AB.

FEzemple 47. Soient A(3;1) et B(1;2), alors x@(_ﬁ) et le vecteur 7(_21)

sont des vecteurs directeurs de la droite (AB) car les vecteurs U et zﬁ sont
colinéaires.

Remarque 46. Il existe une infinité de vecteurs directeurs d’une droite
donnée, ces vecteurs ont tous la méme direction et sont colinéaires entre
EUL.

Méthode 30 (Déterminer graphiquement les coordonnées d’un vecteur di-
recteur d’une droite).

On se place dans un repére orthonormé (O;_i>,7). On sélectionne deux
points A(za;xp) et B(xp,yp) appartenant a la droite (d), puis on décom-

pose le vecteur AB dans la base (i,7).

Théoréme 27. Soit un point A du plan et un vecteur non nul U, il existe
une unique droite du plan passant par A et ayant pour vecteur directeur .

Prenons A et B deux points distincts du plan, un point M appartient a la
droite (AB) si et seulement si A, B, M sont alignés, donc si et seulement si

—
les vecteurs 1@ et AM sont colinéaires.
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Théoréme 28. Soit (d) une droite du plan, un point A € (d) et un vecteur
directeur W de (d).

B
Un point M du plan appartient a (d) si et seulement si les vecteurs AM et
U sont colinéaires, c’est-a-dire det(AM, ) =0
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13.2 Equation cartésienne d’une droite

Propriété 45 (Equation cartésienne d'une droite).

Soient a et b deux réels et (d) une droite de vecteur directeur 7(_;’) Un
point appartient a (d) si et seulement ses coordonnées (x;y) vérifient [’égalité
ar + by + ¢ = 0 appelée équation cartésienne de la droite (d) avec ¢ une

constante réelle.

Démonstration. Soient A(z4,y4) un point dogé de la droite vecteur direc-
teur 7(_;’) et M(z;y) un point quelconque, AM <Z:§2> donc :
Y
det(AM, @) = a(z — w4) — (=b)(y — ya)
=axr —ars+ by — bya
=ax+by+ (—axa —bya).

—
Le point M (x;y) appartient a cette droite si et seulement si les vecteurs AM
et W sont colinéaires.
On a donc ax+by+ (axa —bya) = 0 est bien de la forme ax+by+c=0. O

Remarque 47. 1. Sia =0 alors 7(_017) donc la droite est horizontale,
c’est-a-dire paralléle a l'axe des abscisses et de son équation carté-
stenne est de la forme y+ c = 0.

2. Sib=0 alors 7(2) donc la droite est verticale, c’est-a-dire paralléle
a l'axe des ordonmées, et son équation cartésienne est de la forme
z+c=0.

3. Une droite posséede plusieurs équations cartésiennes, il suffit de multi-
plier tous les coefficients par un méme réel.

Méthode 31 (Déterminer une équation cartésienne d’une droite par le cal-
cul).

Prenons un point A(—1;2), un vecteur 7(1) et déterminons l’équation car-
tésienne de la droite de vecteur directeur % passant par A.

On aura deux méthodes :

1. Comme 7(_21) alors a = 4 et b = —1, ainsi une équation cartésienne
de la droite est de la forme 4o —y + ¢ = 0.
Du fait que A(—1;2) appartient a cette droite, on a l’égalité 4 x (—1) —
2+ ¢ =0 donc c = 6, une équation cartésienne est 4x —y + 6 = 0.

—
2. Prenons M(x;y) un point de la droite, alors on a AM(;jJ_r;) et U sont
colinéaires. On rappelle que le déterminant de deux vecteurs colinéaires
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est nul donc, on a :

det(AM, @) =0 <= 4z +1)—1(y—2)=0

— drx+4-y+2=0
Une équation cartésienne est donc 4z —y + 6 = 0.

Propriété 46. Soient a,b et c trois réels avec (a;b) # (0;0).
L’ensemble d’équation ax+by—+c = 0 est une droite dont un vecteur directeur

est 7(_;’)

Ezemple 48. Le point A(—2;1) appartient a la droite (d) dont une équation
cartésienne est 3z +2y+4 =0car 34 +2ya+4=3x(-2)+2x14+4=0
donc ses coordonnées vérifient 1’équation.

Le point B(2; —1) n’appartient pas a (d) car :

3rp+2yp+4 =3x2+2x(—1)+4 =8 # 0 donc ses coordonnées ne
vérifient pas I’équation et B & (d).

Méthode 32 (Représenter une droite par son équation cartésienne).
Représentons la droite qui a pour équation cartésienne 2x — 3y + 1 = 0.

On aura deux méthodes :

1. Awvec les coordonnées de deux points, prenons A d’abscisse x4 = 1.
Alors ses coordonnées vérifient I’équation :

204 —3Yya+1=0 <= 2x1—-3ya+1=0
<— 3—3ya =0
— ya=1

Donc A(1;1).
Les coordonnées du point B d’ordonnée yg = 3 vérifient :

2¢p—3yp+1=0
<— 2xp—3x3+1=0
<— 2xp—8=0
<— zp=4

Donc, on a B(4;3), puis, on trace ensuite la droite (AB).

2. A partir d’un point et d’un vecteur directeur 7@) Donc a partir du
point A(1;1) appartenant a la droite on peut tracer un représentant de
vecteur U . On trace ensuite la droite.
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13.3 Equation réduite d’une droite

Propriété 47 (Equation réduite de droite).

o Toute droite non paralléle a l'axe des ordonnées admet une équation
réduite de la forme y = mx + p ou m s’appelle le coefficient directeur
(ou la pente) et p est l'ordonnée a lorigine.

o Toute droite paralléle a l'axe des ordonnées admet une équation de la
forme x = k.

Démonstration. Etant donné une droite d’équation cartésienne az+by+c =
0 avec (a;b) # (0;0).

1. Si b= 0 alors I'équation s’écrit x = —=.
: — _ Q0 _ C o =_2a = -¢
2. Sinon,onay=—fr—joum=—7etp=—7.

O]

Remarque 48. Toute droite admet une infinité d’équations cartésiennes,
mais une unique équation réduite.

Méthode 33 (Représenter une droite donnée par son équation réduite).

Propriété 48. La représentation graphique d’une fonction affine définie
sur R définie par f(x) = mxz+P est une droite d’équation y = mz + p et
inversement toute droite paralléle a l'axe des ordonnées est la représentation
graphique d’une fonction affine.

Propriété 49. Considérons une droite d’équation réduite y = mx + p.
e Le vecteur de coordonnées (%) est un vecteur directeur de cette droite.

e Le point d’intersection de cette droite avec l'axe des ordonnées a pour
coordonnées (0;p).

Remarque 49. C’est pour cela que p est appelé [’ordonnée a l’origine.

Démonstration. e y=mxr+p < mx—y+p =0 donc un vecteur
directeur est le vecteur de coordonnée(%).

e Six =0 alors y = p et le point de coordonnées (0;p) est sur 'axe des
ordonnées.

O]
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Méthode 34 (Lire graphiquement I’équation réduite d’une droite).

1. On lit ordonnée a lorigine qui est le point (0;p).

2. On prend deux points pour obtenir un vecteur directeur de la droite.
Si son abscisse est 1, on lit m, sinon on cherche un vecteur colinéaire
d’abscisse 1.

Ezemple 49.

|

Comme les droites d; et do ne sont paralleles a I'axe des ordonnées, leur
équation est de la forme y = mx + p.

1. La droite d; passe par le point A(0;2) donc p = 2 et le vecteur directeur
B(jz) donne m = —2.
L’équation réduite de (dy) est y = —2zx + 2.

2. la droite dg passe par le point C'(0;1) donc p = 1. Le vecteur directeur
023(411) est colinéaire au vecteur 7@) donc m = 1.
4
L’équation réduite de dy est donc y = ix + 1.

Méthode 35 (Déterminer ’équation réduite d’une droite par le calcul).
On a plusieurs étapes :

1. On vérifie si les deux points ont la méme abscisse.
2. On calcule le coefficient directeur.
3. On utilise un des deuz points pour trouver l’ordonnée a l’origine

Ezemple 50. Déterminons I’équation réduite de la droite (AB) avec A(—1; —1)
et B(1;3).

Somme x4 # xp, on calcule le coefficient directeur m = i’g:gz = ?:E:B =
19

Ezemple 51. Déterminons I’équation réduite de la droite (C'D) avec C(—2;3)
et D(—2;1).

Comme ¢ = zp = —2, on a x = —2 comme équation réduite de la droite
(CD).
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Méthode 36 (Déterminer I’équation réduite & partir d’une équation carté-
sienne).

On part d’une équation cartésienne ax+by+c = 0 d’une droite, et on désire
déterminer son équation réduite sous la forme y =mx +p oux = k.

1. Sib#0, on exprime y en fonction du reste de [’expression.
2. Sib =0, on exprime linconnue x en fonction du reste de l’expression.

Ezemple 52. Déterminons ’équation réduite de (d) : —42x + 7y — 28 = 0,
on a b=7% 0 donc on exprime y en fonction des autres termes :
—42x+Ty—28=0 <= Ty =422+28 < y = 4—72334—% — y = 6x+4.

Remarque 50. Ici m = 6 et p = 4 donc on sait que 7((13) est un vecteur
directeur et que cette droite coupe 'aze des ordonnées au point (0;4).

Ezemple 53. Déterminons 1’équation réduite de 5x +45 =10 :
onaxr= _T45 = —9 donc la droite d’équation x = —9 est parallele a ’axe

des ordonnées.
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13.4 Positions relatives de deux droites

13.4.1 Droites paralleles et sécantes

Théoréme 29. Soient (d) et (d') deux droites du plan, U et U les vecteurs
respectifs.

1. Les droites (d) et (d') sont paralléles si, et seulement si, les vecteurs
et U sont colinéaires, c¢’est-i-dire si det(W, V') = 0.

2. Les droites (d) et (d') sont sécantes si, et seulement si, les vecteurs U
et U ne sont pas colinéaires, c’est-a-dire si det(ﬁ, 7) #0.

13.4.2 Positions relatives

Propriété 50. Deux droites sont paralléles, éventuellement confondues, si
et seulement si un vecteur directeur de l'une est colinéaire a un vecteur
directeur de l’autre. Dans le cas contraire, les deux droites sont sécantes.

Propriété 51. Les droites (d) et (d') d’équations cartésiennes ax+by+c = 0
et a'x+b'y+c = 0 sont paralléles si et seulement si a et b sont respectivement
proportionnels a a' et b'.

Si, de plus, c et ¢ sont également proportionnels, alors elles sont confondues.

_b/
’

. ) sont des vecteurs directeurs

Démonstration. Les vecteurs 7(_;’) et ?(
des deux droites (d) et (d').

Elles sont paralléles si et seulement si ces vecteurs sont colinéaires, c’est-a-
dire si :

det(—,u') = —a'b—(al') =0 <= ab —ba' =0 <= ab/ =bd = 5
b

o

ol

Propriété 52. e« Les droites (d) et (d') d’équations réduites y = mx +p
et y =m'z + p' sont paralléles si et seulement si m = m'. Si, de plus,
p=p’ alors elles sont confondues.

o Les droites (d) et (d'), d’équations réduites x = k et x = k' sont
toujours paralléles (confondues si k = k')

o Les droites (d) et (d'), d’équations réduites y = mx + p et x = k sont
toujours sécantes.

Démonstration du premier point.

, . . . 1 1
Pour les équations réduites les vecteurs directeurs sont 7(m) et u (m,) ce
qui donne :
ﬁ
det(W, v )=1xm' —1xm=0 < m=mn/ O
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Méthode 37 (Etudier la position relative de deux droites).
Prenons deuz droites (d) : ax +by+c=0 et (d):d'z +Vy+ =0.
Déterminons la position relative de ces deuz droites.

On o deur méthodes :

1.

On vérifie si 5 = bﬁ,. Si on a égalité, alors les droites sont paralléles
sinon elles sont sécantes

Sinon, on détermine un vecteur directeur pour chaque droite et on
calcule le déterminant pour savoir si les droites sont sécantes ou non.

Ezemple 54. Prenons deux droites (d) : 4 —3y+1=0et (d') : —2z+y+3 =

0.

Déterminons la position relative de ces deux droites.

On a deux méthodes :

1.

Icionaa=4,ad =-2b=-3ett =1 Comme % # =2 ilnya

pas de proportionnalité donc les droites sont sécantes en un point.

Un vecteur directeur de (d) est ﬂ(i) tandis qu'un vecteur directeur
de (d') est ¥ (Z3).

Calculons le déterminant det(w, ') = 3 x (—2) —4 x (=1) = —2 # 0.
Ainsi, les deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc les droites sont
sécantes.
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13.5 Systeme de deux équations a deux inconnues

Définition 68 (Systéme de deux équations a deux inconnues).
On dit qu’un couple (z;y) vérifie le systéme d’équation d deux inconnues
ar +by+c = 0
dx+by+d = 0
vérifie les deux équations.

ot a,a’,b,b,c,c sont des constantes, si ce couple

Remarque 51. 1. Résoudre un systéme d’équation revient a détermi-
ner l'ensemble solution S constitué de tous les couples de réels (x;y)
vérifiant les deuz équations.

2. Deux systémes d’équations sont dits équivalents, s’ils partagent le
meéme ensemble solution.

13.5.1 Reésolution graphique

Théoreme 30. Résoudre graphiquement le systeme d’équation
ar +by+c =
{a’x+b’y+c/ =0
de réels (x;y) tel que les points M(x;y) appartiennent d la fois a la droite

(d):ax+by+c=0 etala droite (d') :dx+by+c =0

équivaut a déterminer [’ensemble des couples

Donnons une interprétation géométrique a nos systémes d’équations :
Théoréeme 31. Un systeme d’équation d deux inconnues admet :
1. une infinité de solutions lorsque les droites (d) et (d') sont confondues.

2. aucun couple solution lorsque les droites (d) et (d') sont paralléles et
non confondues.

3. un unique couple solution lorsque les droites (d) et (d') sont sécantes.

—x+y = 2

Ezemple 55. L’ensemble solution du systéme suivant { % —2 — —d
est le couple S; = {(x;2 + z) avec x € R}.

—2x+7T7y = 15

Exemple 56. L’ensemble solution du systéme suivant { 94Ty = -3

est le couple Sy = (.

20 +3y—8 = 0

Ezemple 57. L’ensemble solution du systeme suivant { % —3y+d = 0

est le couple S3 = {(1;2)}.
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13.5.2 Résolution algébrique
Par substitution

Propriété 53 (Résolution par substitution).

Cette méthode consiste a isoler une inconnue a partir d’une équation et a
la remplacer dans l'autre équation afin d’obtenir une nouvelle équation avec
une seule inconnue.

On résout alors cette nouvelle équation puis on remplace l'inconnue trouvée
dans la premiére équation afin de trouver la seconde inconnue.

Méthode 38. 1. On repére le nombre de solutions.
2. on repére un T ou un Yy isolé.
3. On remplace cette inconnue dans la seconde équation.
4. On obtient une équation avec une seule inconnue que ’on résout.

5. On remplace d nouveau.

dr —3y+1 = 0

—2r+y+3 = 0
Comme _AQ #* _T3 alors les deux droites d’équations 4z — 3y +1 = 0 et
—2z + y + 3 = 0 sont sécantes et le systeme n’admet qu’une seule solution.
On siole y dans la seconde équation ce qui donne :

dr—3y+1 = 0

Ezemple 58. Résolvons le systeme {

y = 2r—3
On remplace y par 2z — 3 dans la premiére équation donc on obtient :
dr —3(2x—-3)+1 = 0 —2x+10 = 0
—

Yy = 2x5—-3=7
Donc la solution est le point de coordonnée (5;7).

{x:'c')
<~

Remarque 52. L’inconvénient de cette méthode est qu’en cas d’erreur sur
la premiére équation, la seconde sera fausse.

Par combinaison linéaire

Propriété 54 (Résolution par combinaison linéaire).

Cette méthode consiste a multiplier les deux équations par des nombres de
telle maniere qu’en additionnant les équations membre a membre, une in-
connue s’élimine.

Ainsi, il n’y a plus qu’d résoudre une équation a une seule inconnue. Pour
trouver la seconde inconnue, on peut renouveler la méme méthode pour éviter
[inconvénient de la méthode précédente.
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Méthode 39. 1. On détermine le nombre de solutions.

2. On observe par quelles valeurs multiplier les équations afin d’éliminer
une inconnue en les additionnant.

3. On fait de méme pour l'autre inconnue.

4. On peut aussi remplacer la premiére inconnue trouvée dans une des
deux équations pour trouver l’autre inconnue.

3z —2y+1 = 0(Ly)

—2x+4y = 3(L2)
Pour les droites (d) et (d') d’équations 3z — 2y +1 =0 et —2x + 4y = 3 on
constate que % #+ %2 donc comme les constantes ne sont pas proportion-
nelles alors les deux droites sont sécantes et le systeme admet une unique

Ezemple 59. Résolvons le systeme

solution.

Pour éliminer I'inconnue x, on calcule 2L + 3Ls ce qui nous donne 2(3x —
2+ 1)+3(—22+4y) =2x0+3x3 <= 8y+2=9 < y=_L.

De méme, pour éliminer l'inconnue y, on calcule 2L + Ly ce qui donne
2Bz —2y+1)+ (—27+4y) =2x 043 < 4dx+2=3 < z=1.

Donc la solution est le point de coordonnée (1; I).
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Chapitre 14

Variations et signe d’une
fonction
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Chapitre 15

Fiche Exercices

15.1 Ensemble de nombres

15.1.1 Fiche d’exercice 1

Exercice 55. Développer puis réduire.

1. A= (z—2)?

2. B=(z+2)?

3. C=(x+1D)(@—-4)+@+3)(z—1)
4. D=(z+1)2—(z—3)(z—5)

Correction 16.
Dans tout 'exercice, il fallait utiliser la double distributivité que ’on rap-
pelle :

Propriété 55 (Simple et double distributivité).
Pour tous réels k,a,b € R, on a :

e k(a+b) = ka+ kb.
e (a+0b)(c+d)=alc+d)+0blc+d)=ac+ ad+ bc+ bd.

Et se souvenir, par exemple, que (z — 2)% = (z — 2)(x — 2).

1. A=2x2—4g + 4.
2. B=2+ 4z + 4.
3. C =222+ T7x+1.

4. D =10z — 14
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Exercice 56. Fuctoriser.
1. A=2? — 10z
2.B=(x—-5)(x+2)+(z—5)(z—T)
3. C=(x+3)(z—2)—(x—2)2z+1)
4. D=2zx(x+3)+z(x+3)(z+2)
5 E=2>-9

Correction 17.
La factorisation est le processus inverse du développement. Pour le dernier
il fallait se souvenir de :

Propriété 56 (Identité remarquable).
Pour deux réels a,b € R, on a a®> —b> = (a + b)(a — b).

Le facteur commun est souligné.
1. A=2?—-10z = z(z — 10).

2. B=(x—-5)(x+2)+(z—-5)(x—T7)=(z—5)(2x —5).

3.C=x+3)(z—-2)—(z—-2)2z+1)=(z—2)(—z+2).

4. D=2zx(z+3)+z(z+3)(z+2) =z(x+ 3)(x +4).

5. E=22-9=(x—3)(z+3).
Exercice 57 (Le coup du 1).

A=(@x+4)(z-3)+(x+4)(z—-1)+z+4.
Alice a obtenu la factorisation suivante : A = (x +4)(2x — 4).

1. (a) Calculer les deux expressions de A pour x = 0.
Que peut-on conclure ?

(b) Kenza commence d factoriser A en écrivant :
A=(x+4)(x-3)+(x+4)(r—1)+ (xr+4) x 1.
Poursuivre le travail de Kenza afin de factoriser A.

2. Factoriser :

(a) B=2zx—-1)(x+3)+2z—-1
b) C=(@+1)?2+@+1)(z-2)+z+1

3. Démontrer que pour tout nombre réel x, on a :
(x+6)(x+7)=(x+6)>+x+6.
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Correction 18.

1. (a) Pour x = 0 en utilisant Pexpression donnée par ’énoncé, on
trouve :

A=(0+4)(0-3)+0+4)(0—-1)4+0+4
—4x (=3)+4x(~1)+4
= —12-4+4
=—12.

Avec celle d’Alice, ona A = (0+4)(2x0—4) =4 x (—4) = —16.
Comme les deux expressions ne sont pas égales pour une méme
valeur de x, on peut conclure qu’Alice a fait une erreur dans sa
factorisation.

(b) On a :

A=(z+4)(z-3)+(z+4)(z—1)+ (z+4) x 1.

+4)(z —=34+x—-1+1)
+4)(2z — 3).

:(1;
:(.CL‘

2. Ici, il fallait appliquer la technique de Kenza aux deux items :

(a) B=Q2zx—1)(z+3)+2x—1)x1=2z—1)(x +4)

(b) Ici le calcul est juste un peu plus long :

C=@@+1l)z+)+(z+1)(z-2)+(z+1)x1

=(x+1)(z+1+2z—-24+1)
=(x+1) x 2z

3. On applique encore la méme technique mais cette fois il fallait partir
du membre de droite :

(z+6)2+2+6=(x+6)(x+6)+ (x+6)x1
= (2 +6)(z+7)

Exercice 58 (Le coup du -1).
On souhaite factoriser ’expression :
A= 2z —1)(x+2) — 2z + 1 qui ne semble pas avoir de facteur commun.

1. (a) Recopier et compléter :
A=2z+D(@+2)+ (1) x(---—...)
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(b) En déduire une factorisation de A.

2. Factoriser

(a) B=(x—-2)(x+1)—a+2
(b) C=(z—32%—z+3

Correction 19.

L’énoncé comportait une erreur, au 1.(a) il fallait compléter :
A=Q2z-1)(z+2)+(-1) x(---—...)

aulieude A= 2x+1)(z+2)+(—1) x (- —...).

Cet exercice est tres similaire au précédent sauf qu’ici au lieu de « jouer »
avec 1, on le fait avec —1 et qu’il faut faire attention aux signes =+.

1. (a) Avec le bon énoncé, il fallait remarquer que (—2z + 1) x (—1) =
2x¢ — 1, ainsi on a :

A=Q2z—-1)(z+2)+(-1) x 2z —1)
(b) De ce fait, on a un facteur commun qui est (2o — 1) donc on a :
A=2z—-1)(z+2-1)=2x—1)(xz+1).
2. En appliquant, la méme technique qu’a la question précédente, on a :

(a) B=(z—=2)(z4+1)+(x —2)x(-1) = (z—2)(z+1-1) = z(x—2).

by C =(x-3)(z—-3)+(-1)x(xz—=3) = (z—-3)(z—-3-1) =
(x —3)(x —4).

15.1.2 Séance d’exercice en groupe
Développement /réduction
Exercice 59. A(z) = (z —3)(z +3) — 2(x — 3).

1. Factoriser A(x).

2. Développer puis réduire A(x)

3. En choisissant la bonne écriture de A, calculer A(—1) et A(0).
Exercice 60. Développer puis réduire.

=bBr—3)2x—7)— 2z +1)(5 — 3x)

2 —3z)(5—2x) — 43z — 1)(x +2)

)
( )
Bz+1)(x+4)— (2z+5)(x—4)
( (

2. B
3. C
4. D=(x+3)(x—2)—(z—-3)(z+2)
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Factorisation

Exercice 61. Fuctoriser.
1. A=2Bz - 1)(x+3) —3(z+3)(4x + 1)
2. B= (b —2)+4(2zx +1)(bx — 2)
3. C=(Tx—2)(x—9)+ 14z — =z
4. D=

(br —1)(2x 4+ 3) —bx +1

Calcul Fractionnaire

Exercice 62. Calculer.

4 2
].A:f—fxi
3 378
5 6 5
.B=—x(—+—
& 18 (15+15)
1.2
_ 2 3
3. C= 3 3
2 3
3 2 7
L P=575%%
Exercice 63. Calculer.
2 3
_5%3
Z'A_gig
5 4
3_5
2 B=4_3
3 5
1t3
2 7
3. C=5—2=x~
37°9
3,9 x (1072)2
4. p= 29X U0
3 x10-5
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15.2 Equations produits

Exercice 64. Résoudre dans R, (2x —1)(3 — 5z) = 0.
Correction 20.
(2xr —1)(3—5z) =0

Un produit de facteur est nul si et seulement si un de ses facteurs est nul.

<— 2r—1=00u3—-52x=0

1 3
= r=-ouzx=-—_.
2 )
: . . 13
L’ensemble des solutions de cette équation est donc S = {5, 5}

Exercice 65. Le but est de résoudre, dans R, [’équation :
(E):(z+1)2z+4)—(x—T7)(x+1)=0.

1. Factoriser l’équation (E).
2. Avec lexpression obtenue, résoudre (E).

Correction 21. 1. (z+1)(xz+11) =0.
2.

(x+1)(x+11)=0.
Un produit de facteur est nul si et seulement si un de ses facteurs est nul.
< r+1=0o0ux+11=0
<— rx=—1ouxz=-—11.
L’ensemble des solutions de cette équation est donc & = {—11, —1}.
Exercice 66. Soit A(z) = 2? — 25+ (z + 5)(4 — 3z2).
1. Développer puis réduire A(x).

2. Factoriser A(x)

(Indication : Commencer par factoriser x> — 25 puis factoriser A(x)).

3. En choisissant ’expression appropriée de A, résoudre A(x) = 0.

Correction 22.

1. A(z) =222 - 11z -5
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2. Comme 22 — 25 = 22 — 52 = (z + 5)(x — 5) donc

A(z) =(x+5)(x —5)+ (x +5)(4 — 3z)
=(z+5)(z—5+4—3x)
=(x+5)(—2x—1)
Alx) = —(z+5)(2z + 1)
3. En utilisant la forme factorisée de A(z), on est amené a résoudre :
Alz) = —(x+5)(2x+1) =0
— (x+5)(2x+1)=0
Un produit de facteur est nul si et seulement si un de ses facteurs est nul.
<— z+5=0o0u2zx+1=0

1
S e x:—50ux:—§.

L’ensemble des solutions de cette équation est donc & = {—5; —%}

Exercice 67. Résoudre pour x € R un nombre réel, I’équation :
(Bx+2)(2z — 1) + (4= — 2)(3 — bz) = 0.

Correction 23.
Tout d’abord, pour factoriser I’expression, il faut remarquer que :

(4 —2) =22z — 1).
Ainsi, on a :

(Bx+2)(2x— 1)+ (4z —2)(3—52) =0
— Bzr+2)(2r—-1)+2(2x—-1)3—-5z)=0
— (2r-1)Bx+2+2(3-5x)) =0
— 22-1)Bz+2+6—-10z) =0
— (2z—-1)(—-7x+8) =
Un produit de facteur est nul si et seulement si un de ses facteurs est nul.
< 2x—1=0o0u —724+8=0
8

<~ xziouﬂf:?.

Exercice 68. Soit F(x) = 2% — 36 + (v + 6)(% - %x)
1. Développer puis réduire F(x).

2. Factoriser F(x)
(Indication : Commencer par factoriser z* — 36).
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3. En choisissant ’expression appropriée de F, résoudre F(x) = 0.
Correction 24. 1. F(z) = 2> =36+ (z +6)(3 — 22) = 12> —z — 18.

2. Comme 22 — 36 = 22 — 6% = (z +6)(x — 6), on a :

F(z) = (o4 6)(z —6) + (x +6)(3 — ~2)
= ($+6)(m—6+3—§x)
= (z —1—6)(%35 —-3).

3. En utilisant la question précédente, on a :
F(z)=0
= (w+6)(%x—3) =0
Un produit de facteur est nul si et seulement si un de ses facteurs est nul.
< xz+6=0o0u (%x—S):O

<— r=—-6ouxz=09.
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15.3 Racine carré

Exercice 69. Ecrire les nombres suivants sous la forme avb, avec a et b
entiers et b étant le plus petit possible.

- V63
< V99
. V50

Exercice 70. Ecrire les nombres suivants sous la forme a\@, avec a et b
entiers et b étant le plus petit possible.

. V12
. V80
. V384

Exercice 71. 1. (a) Ecrire /27, /12 et v/300 sous la forme av/3 avec
a entier.

(b) En déduire /27 — /12 + /300

2. Ecrire les nombres suivants sou la forme avb ot a et b sont deuz
entiers positifs, b étant le plus petit possible.

(a) E =50+ 4v18 — 7\/8
(b) F =20 —8V45+2V5

Exercice 72. Ecrire le nombre suivant sous la forme av'b avec a et b en-
tiers, b étant le plus petit entier possible :

1. A=V72+ V18
2. B =27 - /108
3. C =4v/80+ 3V125
Exercice 73. Calculer les produits suivants :
1. J=T7V2x4V3
2. K =35 x93
3. L =45 x (=5V2)
4. M = —2y11 x 6/33

Exercice 74. Ecrire les nombres suivants sous forme de quotient avec un
dénominateur entier :
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Exercice 75. Rendre rationnels les dénominateurs proposés
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15.4 Fonction affines

15.4.1 Fiche d’entrainement

Exercice 76. Soit m un réel quelconque. On appelle f la fonction affine
définie par f(x) = (m — 2)x + 2m. Déterminez la ou les valeurs de m dans

chaque cas :
1. f est une fonction linéaire.
2. f est une fonction constante.
3. f(3) =1.
4. f est strictement décroissante.
Exercice 77. On considére la fonction g telle que f(—2) = —1 et f(1) =
5
—5
1. Calculer le tauzx de variation de la fonction f.
2. Déterminer expression algébrique de la fonction f.
3. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
4. Représenter la fonction f dans un repére orthonormeée.
Exercice 78. On désire représenter une fonction affine f dans un repére
orthonormé.
1. Déterminer la fonction affine f telle que f(—2) = —1 et f(1) =5.
2. Placer les points (—2; —1) et (1,5) dans un repére orthonormé et tracer
la droite (d) issue de ces deux points.
3. Calculer f(0), le point (0; f(0)) appartient-il a la droite (d) ¢ Tester
pour d’autres nombres.
On dit que la droite (d) est la représentation graphique de f.
4. Maintenant, considérons g(x) = —2x+1 une autre fonction affine. On

souhaite caractériser le point d’intersection entre les droites représen-
tant respectivement les fonctions f et g.

(a) Tout d’abord, calculer g(0) et g(1) puis placer dans le repére les
points de coordonnées (0;g(0)) et (1;g(1)). Enfin, tracer la droite
issue de ces deux points. On appellera (e) cette nouvelle droite.

(b) Les droites (d) et (e) se rencontrent-elles ? Donner les coordon-
nées (méme approximatives) de ce point d’intersection.

(c) Résoudre f(x) = g(x) puis comparer les coordonnés obtenues avec
la question précédente.
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15.4.2 Fiche de révision

Exercice 79. Observer le graphique ci-dessous puis compléter le tableau.

d5
1
I3 i’ N 1 2 3 4
<1
Lo
a3 N\
—4
-5
42
Droite | Coefficient directeur | Ordonnée d l’origine | Fonction associée
f(z) = -3z —l— 2
f(z) = 2:c -
flz) =
L flz) =
ds flz) =
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Exercice 80. Soit f la fonction affine définie par f(x) = %z -1
1. Donner la valeur ezacte des images par f des réels suivants : 3; 5; 3 O V2.
2. Donner les antécédents par f des réels suivants : 2; %, %

Exercice 81. Pour chacune des fonctions affines suivantes, déterminer le
coefficient directeur et construire le tableau de variation de la fonction.

1. f(z)=—-2z+1

2. h(z) =2+3%
3. g(x)=3—x
4. Uz) = =2
Exercice 82. 1. Déterminer le tableau de signes des fonctions affines
définies ci-dessous.
(a) f(x)=2x+3
(b) g(x) = —4x+5
(¢) h(z) =a+7
(d) j(x) =

2. Pour chacune des fonctions précédentes, donner un nombre réel xq
dont limage est positive et un nombre xo dont l'image est négative.

Exercice 83.
On donne le tableau de variations de la fonction
nﬂ'me deﬁme par f{ 1}— ax+b.

- S SISSErrera e pe . S —

X =0 uil o

flx) 0
1. Quel est le signe de a ?
2. Déterminer le signe de b.
3. D'aprés le tableau, I'image de -4 est 0.
Traduire cette information par une égalité faisant
intervenir a et b.
4. Déterminer a et b sachant que I'image de 0 est 8.
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Exercice 84.

On donne le tableau de variations de la fonction
affine définie par f(x)=ax+b.
X i —o0 2 e |

—— e ——— ———— T T S

@ | 0 q

1. Quel est le signe de a ?

2. Déterminer le signe de b,

3. Expliquer pourguoi le tableau permet d'écrire :
2a+b=0

4. Déterminer a et b sachant que la droite représen-

tative de f passe par le point de coordonnées (0 ; 6).
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15.4.3 Correction Exercice 2

Propriété 57.
Dans un repére, si on a deuzx points A(x1;y1) et B(x2;y2) alors le milieu M

du segment [AB] a pour coordonnées M (

1 +2x2 Y1+ Y2
2 ’ 2

).

On notera M = m[AB].

Exercice 85. Dans le plan muni d’un repére, on considere les quatre points
A(—1;3), B(1;6), C(2;4) et D(—2;—2). On admet la propriété suivante :

1.

Placer les quatre points dans un repére. Tracer les droites (AB) et

(DC).

Déterminer la fonction affine f admettant la droite (AB) comme re-
présentation graphique.

Déterminer la fonction affine g admettant la droite (DC) comme re-
présentation graphique.

. Démontrer que les droites (AB) et (DC') sont paralléles. Que peut-on

dire sur l’ensemble des solutions de l’équation f(x) = g(x) ¢

Déterminer les coordonnées des points K, L, M milieux respectifs des

segments [AD], [BC| et [AC].

Déterminer la fonction affine admettant [K L] comme représentation
graphique.

Démontrer que les points K, L et M sont alignés.
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Correction 25. 1.

W
)

~

2. On cherche a déterminer la fonction f(x) = ax + b affine qui passe par
les points A(—1;3) et B(1;6). Ainsi, on peut poser z1 = —1 et z9 = 1,
donc on a f(z1) =3 et f(x2) = 6.

En calculant le taux de variation, on a :

_ f@1) = f(z2)
-1
3—6
1-1

-3

—9

A ce stade, on a f(z) = 32 +b. Maintenant, on utilise f(—1) = 3 pour
déterminer b.
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3
= §><(—1)+b:3
3
— b= —(—5)
3
= b—3+§
> b—§+§
202
9
b= —
= 5

Ainsi, f(z) =3+ 3.

3. On cherche a déterminer la fonction g(x) = ax + b affine qui passe
par les points D(—2; —2) et C(2;4). Ainsi, on peut poser x; = —2 et
x9 =2, donc on a g(z1) = —2 et g(x2) = 4.

En calculant le taux de variation, on a :

_ g(x1) — g(x2)

Tl — T2
—2-4
22
-6
T4
3
T2

A ce stade, on a g(z) = 3z + b. Maintenant, on utilise g(—2) = —2
pour déterminer b.

9(=2) = -2
= gx(—2)+b:—2
—2
— 31 )+b: 2

Ainsi, g(z) = 3z + 1.

4. Les fonctions f et g ont les mémes coefficients directeurs ainsi leurs
droites représentatives ont la « méme pente ».
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La droite représentative de f rencontre ’axe des ordonnées au point
(0; %) tandis que celle de g 'intersecte au point (0;1). Ainsi, on peut
affirmer qu’elles ne sont pas confondues.

On peut alors affirmer que les droites (AB) et (DC') sont paralléles.

L’équation f(x) = g(x) se représente par un point d’intersection entre
les deux droites représentant respectivement f et g, comme les droites
(AB) et (DC') sont paralléles, elles ne sont pas sécantes donc 1’équation
f(x) = g(x) n’admet aucune solution.

. En utilisant la propriété en début d’exercice on a :

o K(Zafzp ¥atip) done K(53;3).
o L(Znffc,¥BtUC) donc L(3;5).

. M(ngc; 7‘“;@/0) donc M(%, %)

. On cherche & déterminer la fonction h(x) = ax + b affine qui passe
par les points K(_Tz}, %) et L(%;S). Ainsi, on peut poser x; = —% et
zo =3, donc on a h(z1) = % et h(z2) = 5.

En calculant le taux de variation, on a :

A ce stade, on a h(z) = 32+b. Maintenant, on utilise 2(—3) =  pour
déterminer b.
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3 1
"5 =5
3 3 1
— —ngb—1
4 72
1 9
b=—+°=
— 2+4)
— b—ng9
4 4
11
b=—
< 1

Ainsi, h(z) = 3z + L.

7. Pour avoir K, L, M alignés, il suffit que M appartiennent a la droite
(KL), ce qui revient a dire que M appartient a la droite représentative
de h.

Comme M (3; %), il suffit de vérifier que h(3) = Z.0n a :

1. 3 1 11
M) =55ty
_3+n
4 4
4
4
_T
2

Ainsi, K, L, M sont alignés.
De cet exercice, on peut retenir la propriété suivante :

Propriété 58.

Prenons f et g deux fonctions affines, si les coefficients directeurs des fonc-
tions f et g sont distincts alors leurs droites représentatives sont sécantes.
De plus, l'abscisse du point d’intersection de leurs droites représentatives est
lunique solution de l’équation f(x) = g(x).
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15.4.4 Fiche exercice le 11/10/2023

Exercice 86.
Considérons une fonction affine f telle que f(0) = 3 et f(%) =0.

1. Déterminer l’expression algébrique de f(x) pour tout nombre réel x.
Dresser le tableau de variation de f.
Résoudre pour tout nombre réel z, f(x) = 0.

Dresser le tableau de signe de f.

S

Résoudre pour tout nombre réel x, f(x) = 6.

Exercice 87. Dans le plan muni d’un repére, on considére les quatre points
A(—1;3), B(1;6), C(2;4) et D(—2;—2). On admet la propriété suivante :

Propriété 59.
Dans un repére, si on a deuzx points A(xa;ya) et B(xp;yp) alors le milieu
M du segment [AB] a pour coordonnées M(xA _‘2_ 3337 ya —{2— yB)'

On notera M = m[AB].

1. Placer les quatre points dans un repére. Tracer les droites (AB) et
(DC).

2. Déterminer la fonction affine f admettant la droite (AB) comme re-
présentation graphique.

3. Déterminer la fonction affine g admettant la droite (DC) comme re-
présentation graphique.

4. Démontrer que les droites (AB) et (DC') sont paralléles. Que peut-on
dire sur l’ensemble des solutions de l’équation f(x) = g(x) ¢

5. Déterminer les coordonnées des points K, L, M milieux respectifs des
segments [AD], [BC] et [AC].

6. Déterminer la fonction affine admettant [KKL] comme représentation
graphique.

7. Démontrer que les points K, L et M sont alignés.

De cet exercice, on peut retenir la propriété suivante :

Propriété 60.

Prenons f et g deux fonctions affines, si les coefficients directeurs des fonc-
tions f et g sont distincts alors leurs droites représentatives sont sécantes.

De plus, l'abscisse du point d’intersection de leurs droites représentatives est
lunique solution de l’équation f(x) = g(z).
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Exercice 88 (Histoire des sciences).
Dans un traité d’alpinisme, on peut lire que la température décroit de 0,65
°C' tous les 100 m d’élévation.

1. On admet que la température en degrés Celsius varie linéairement en
fonction de Ualtitude, en metres. Un jour ou il fait 20 °C au niveau de
la mer, on considére la fonction f qui donne la température en degrés
Celsius a x métre d’altitude.

Ezprimer f(x) en fonction de x.

Calculer la température a 4 000 m d’altitude.
Dresser le tableauw de variation de f.

Résoudre f(x) =0.

A S

Dresser son tableau de signe.

Exercice 89 (Collecte de fonds).

Pour collecter des fonds, une association caritative revend a un prix fize
des pantalons fabriqués par des bénévoles. Les frais de l’opération sont fizes
et ils s’éléevent a 1200 €. La vente de 250 pantalons a rapporté 800 € a
l’association, une fois les frais déduits.

On appelle x le nombre de pantalons vendus, et B(z) le bénéfice net (en €)
de la vente des pantalons pour l’association.

1. Ezxprimer B(x) en fonction de x.
2. Quel sera le bénéfice de l’association si elle vend 400 pantalons ?
3. Dresser son tableau de signe.

4. Combien de pantalons doit vendre ’association pour que son bénéfice
sott supérieur ou égal d 0 ¢

5. Combien de pantalons doit vendre l’association pour que son bénéfice
soit supérieur ou égal da 3000 €7

Exercice 90.
La formule de Lorentz est une formule donnant la masse idéale (théorique)
en kg noté p(t) d’un homme de taille t (en cm) avec t > 130. Elle est donnée

par : p(t) =t —100 —

4

1. D’apres cette formule, quel est le poids idéal d’un homme mesurant
170 em ¢

2. D’aprés cette formule, quel est le poids idéal d’un homme mesurant 2
m?
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3. Montrer que p est une fonction affine.
4. Un homme a une masse idéale de 74 kg. Combien mesure-t-il ¢
5. Etablir le tableau de variation et de signe de la fonction p.

Exercice 91. Dans le plan muni d’un repére, on considére la droite (d)
représentative de la fonction affine f définie par f(x) = %x + %
On considére la droite (d') passant par les deux points A(—3;0) et B(1;—2).

1. Tracer dans un repére la droite (d) et (d').
2. Déterminer la fonction g ayant pour représentation la droite (d').

3. (a) Résoudre 'équation f(x) = g(x).

(b) Donner les coordonnées du point d’intersection des droites (d) et

().
4. Résoudre Uéquation f(x) x g(x) = 0.

Exercice 92. Dans un plan muni d’un repére, on considere quatre points
A(=2;3), B(0;—-1), C(=3;—1) et D(2;4).

1. Placer les points d’un repére.
2. Démonter que les droites (AB) et (CD) sont sécantes.

3. Déterminer les coordonnées du point d’intersection des droites (AB)

et (CD).
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15.5 Intervalles et inéquations

15.5.1 Inéquations

Avant toute chose, il faut se souvenir des propriétés :

Propriété 61 (Manipulation des inégalités).
Prenons a,b, c et k des nombres réels avec k # 0.

o Ajouter (ou soustraire) un méme nombre aux deuxr membres d’une
inégalité conserve l’ordre de l’inégalité.

Sia<balorsat+c<bt+ceta—c<b-—ec.

o Multiplier ou diviser par un méme nombre strictement positif conserve
Uordre de l’inégalité.

Sz’k>0eta<balor5ka<kbet%<%

o Multiplier ou diviser par un méme nombre strictement négatif change

Uordre de l’inégalité.

Sik:<0eta<balo7’ska>kbet%>%

Remarque 53. Les propriétés restent identiques en utilisant des inégalités
larges (< ou >) au lieu des inégalités strictes (< et >).

Exercice 93. Résoudre dans R, les inéquations suivantes :
1. bo +7 <27
2. 3x—12>24

Correction 26. 201. S+ 7 <27 <= br <271 -7 <— bxr <20
<= :cgg <— <4

2. =3z —12>24 <:1> —3xr>24+12 <= —3x > 36
<:>x§36><(—§)<:>:c<— — < -12

Exercice 94. Résoudre dans R, les inéquations suivantes :
1.z4+2>12
2. 4x < 36

3. 2—-11<10
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Correction 27. 1. 242212 < 2>12—-2 <— x>10
36
2. 4 < 36 <— xﬁz <~ r<9

3. 2—-11<10 <= 2<10+11 <= <21

Exercice 95. Résoudre dans R les inéquations suivantes et donner [’en-
semble des solutions sous forme d’intervalle.

1. 3z +2<4x - 14

2. 9r+19< —z+51

14 1

-1 1 1

T 1< -
AN A

Correction 28. On note S 'ensemble des solutions recherchées.

1.3z +2<4r—14 <= 2<4x—14 -3z
<— 2<r—-—14 <<= 24 14<zx << 16<zx < z > 16.
Donc S = [16; +o0].

2.92+19< 2451 <= 92 +19+2 <51 <:3>210:U+19§51
— 102 <351 —-19 <= 10z <32 <= 2z < —

39 10
Donc § =] — o0; E[
3. 1—433<2x—}<:>1—4$—2:z:<—1<:>1—43:—955<—1
3 - 3 3 - 3 3 3 — 3
RETN U S
3 3 - 3 31_ 3
<— r<—X- << r< ——
Donc § =] — o0 —1]
8
4_—1—1<7x+1 2 1m+1 1oz 1x+1
2 ) 4 2 2 5 4 2 ) 4
1 3 1 1 6 1 1
Ty sETg 371%5 1 1°5"
- L Tl Tiscr s By
4 5 4 5 4
Donc S =] — %; +0o0]
Exercice 96. 1. Eléonore dit qu’elle a trouvé des nombres solutions de

Uinéquation 4x + 2 > 4(xz +5) + 1. Qu’en pensez-vous ?
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Samy dit que tous les nombres réels sont solutions de l’inéquation
—3x+7>5—3x. Qu’en pensez-vous ?

Donner, sous forme d’intervalle, I’ensemble des solutions des inéqua-
tions suivantes :

(a) 3v+5 <443z
(b) 52 —2>5(x—3)+1

Correction 29. On note S I'ensemble des solutions recherchées.

1.

3.

Résolvons cette inéquation :

dr+2>4(z+5)+1 <= 4x+2>4x+20+1 <= 4dx+2 > 4x+21
= dr>4r+4+21-2 <= 4dr >4 +19 <= 4oz -4z > 19 <=
0 > 19. On aboutit & une contradiction. On peut donc conclure qu’il
n’existe aucune solution & cette équation. Vraisemblablement, Eléonore
s’est trompé.

. Résolvons I'inéquation :

—3x+7>b5—-3z — —-3x+3z+T7>5

= 725 <<= 7-5>0 < 2>0.

Ainsi, cette inégalité étant toujours vraie, on peut conclure que tous
les nombres réels sont solutions de 'inéquation.

(a) 3t +5<4+43r <= 30 +5-4<3zr <= 3z+1<3z
— 1<3x—3r <— 1<0.

On aboutit & une contradiction, ainsi S = 0.

(b) bx —2>5(zx—3)+1 < br—2>bx—15+1 < Hzxr—2>
9xr—14 <= br>dr—14+2 < dr—dzx > —12 <= 0> 12
Ainsi, cette inégalité étant toujours vraie, on peut conclure que
tous les nombres réels sont solutions de I’inéquation.

Donc § =] — oo; +oo[=R.
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15.5.2 Comparaison et valeurs absolues

Comparaison

Exercice 97. Pour tout nombre réel x, comparer C = 4x+9 et E = —x+44.

Correction 30. On va s’intéresser au cas C' > FE, puis C' = E et on en déduira
C<E.

e O >F <— 42+9> —12+44 < 4049+ > 44 < bxr+9>44
= br>44-9 <= br>35 = 1>2 = z>7T.
Ainsi, pour z €]7;+00], on a C' > E.

e C=F <= 42+9=—2x+44 <= 42+9+2x =44 <= bx+9 =44

= br=44-9 < 51 =35 <= 2=F — =T

Ainsi, quand x =7, ona C = E.
o Ainsi, pour z €] —o0;7[,ona C < E.

Exercice 98. Pour tout nombre réel a, comparer les expressions R = 15—2a
et S=a-+ 14.

Correction 31. Résolvons R > S, on a :

15—2a>a+ 14
15> a+ 14+ 2a
15> 3a+ 14

15—-14 > 3a
1> 3a

1
3 > a (3>0 donc 'inégalité ne change pas de sens)

1
Ainsi, R> S <= a < 3 On peut que conclure que :

e Comme R > S <= a< %, on en déduit que R est supérieur a S
quand a est plus petit que %

e Comme R=S <= a= %, on en déduit que R est égal a S quand a
est égal a %
e Comme R < S <= a > %, on en déduit que R est inférieur a S

quand a est plus grand que %

Exercice 99. On considére les expressions A = 45+ 5z et B = 1000 — 5z,
pour tout nombre réel x. Comment faut-il choisir x pour que le résultat de
A soit supérieur au résultat de B ?
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Correction 32. On a :

N
V
Sy

45 4 5z > 1000 — 5z
45 > 1000 — 5z — dz
45 > 1000 — 10z

45 — 1000 > —10z
—955 > —10z

rreny

Comme —10 < 0, quand on va diviser par —10 chaque membre de I'inégalité,
celle ci va changer de sens.
Donc, A > B <= —-955 > —10x <— :9—1‘:’()53<x <— %<a}.

Ainsi, il faut choisir un nombre z > 223 ce qui revient & dire que = ap-

10
partient a I'intervalle |222; +o00[ et que 'on note z €]%22; 00|

10

Exercice 100. 1. Quel est le signe (positif ou négatif) de x* suivants les
valeurs de x ¢

2. Comparer les valeurs de 2 + x + 2% et 1 + x.

Correction 33. 1. Un carré est toujours positif donc pour tout nombre
réel z € R, on a 22 > 0.

2. Pour tout nombre réel z € R, on a 2+ 2 + 22 — 1 4+ 2 = 22 + 2. Ainsi,
si on établit quand 22 + 2 est positif (ou négatif) on pourra en déduire
quand z + 1 est plus petit (ou plus grand) que z? 4 z + 2.

Avec la question précédente, on sait que pour tout nombre réel x, on
az2>0doncz2+2>2>0.
Ainsi, pour tout nombre réel z € R, 22 +z +2 >z + 1.

Exercice 101. Comparer les expressions suivantes.
1. 5+ 2x et x + 9 pour tout nombre réel x.
2. 9+ %x et 1 pour tout nombre réel x.
3. A= 22— 6x+ 150 et B = 2% + 4x pour tout nombre réel x.
4. A=2t+9 et B= —2t+ 3 pour tout nombre réel t.
Correction 34.

Exercice 102. 1. A, B, C trois nombres strictement positifs tels que A >
B > C. Comparer :

(a) 5 et 1.
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(b) & et 1.

2. (a) Sachant que \/2 > 1, comparer 3v/2 + 4 et 7.

3. x est un nombre réel supérieur ou égal a 1. Que peut-on dire de

(b) S‘f# est-il supérieur a 17

2x+3
247

par rapport a 1 ¢

Correction 35. 1. A, B, C trois nombres strictement positifs tels que A >

B>C.

(a) Ona A > B en divisant chaque membre par B (ce qui est possible
car B est strictement positif) on a A > B <= % > 1.

(b) Ona B > C en divisant chaque membre par B (ce qui est possible
car B est strictement positif) ona B > C < 1> %.

(a) Ona 2 >1 <= 3V2 >3 < 3V2+4>3+4 <
3WV24+4>T.

(b) En reprenant 'inégalité de la question précédente 3vV2 44> 7,
en divisant chaque membre par 7 on obtient ?"f# > 1 (comme
7 > 0, I'inégalité ne change pas de sens).

3v2+4
7

Donc est supérieur strictement a 1.

3. Soit x € [1;+o0] <= z > 1.

Ona2r+7>2rxr+3 < 2v+7—2x >3 <= 7> 3. Donc tous
les nombres réels sont solutions de cette inéquation.

Ainsi, 2x + 7 est toujours supérieur a 2z + 3.

Comme x > 1, on peut affirmer que 2r +3>2x143 <= 2x+3 >
5> 0.

On a donc 2x 4+ 7 > 2z + 3 et en divisant chaque membre par 2x + 3

22+3 . . 22+3 . s pso N
on a 5= > 1. De ce fait, la fraction 57— est strictement inférieure a
1.

Valeurs Absolues

Exercice 103. 1. Déterminer les intervalles des nombres x vérifiant :

(a) |x —5| <1.
(b) |z — 10| < 20.

2. Compléter :

(a) x€[0;10] <= |z —...|<....
(b) x€[25;37] <— |z —...|<....
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Correction 36. 1. (a) Ici 5 est le centre et 1 le rayon donc |z — 5| <
1l < 5-1<z<b5+41 <= 4<zx<6.

(b) Ici 10 est le centre et 20 le rayon donc |z —10] < 20 <= 10—20 <
z<10420 <= —-10 <z < 30.

2. (a) €[0;10] <= |z —5| <5 car le rayon est égal & 150 =5 et le
centre est égal a 10 — 5 = 5.
(b) z € [25;37] <= |z — 31| < 6 car le rayon est égal & 352 =6
et le centre est égal a 37 — 6 = 31.

Exercice 104. Déterminer l’ensemble (sous forme d’intervalle) des réels x
vérifiant :

1. |z 45| < 3.
2. |z +1] <2.
3. lx—3| < 1.

Correction 37. Ici, il faut se souvenir que si ¢ est un nombre réel et » > 0,
onaz€lc—ric+r] < |z—¢ <r.

1. Comme x + 5 = = — (—5), le centre est —5 et le rayon 3 donc on a
|t +5|<3 <<= z€[-5-3;-5+3] =[-8 -2].

2. Comme = + 1 = = — (—1), le centre est —1 et le rayon 2 donc on a
lz+1 <2 <= ze€[-1-2;-1+2]=[-3;1].

3. Le centre est 3, lerayon 1 donc [z—3| < 1 <= z € [3—1;3+1] = [2;4].

Exercice 105. FEcrire une inégalité vérifiée par x et utilisant une valeur
absolue dans les cas suivants.

1. x € [—4;5].
2. x€[0;1,1].
;3.

Correction 38. 1. Le rayon est égal a
donc z € [—4;5] <= |z — 3| < 2.

3. xe|

ol

544 _ 9 9 _ 1
5 = 5, le centre est 5 — 5 = 3

2. Le rayon est égal a 0,55, le centre est égal rayon donc x € [0;1,1] <~
|z — 0,55| < 0,55.

3. Le rayon est égal a % — % = %, le centre est % — % = 5 donc
1.2 1 1
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15.5.3 Inégalités

Exercice 106.

E Manipuler des inégalités

1. On consideére la balance ci-contre,
a) Laquelle des deux masses est la plus lourde ?

b) On rajoute une masse de 20 g de chaque coté de la balance. Cela changera-t-il
le résultat de la comparaison ?

2. Recopier et compléteravec <ou >:«SiA>BalorsA+20...B+20.»

3. Recopier et compléter.
a) Six=yalorsx+30... y+30. b)SiM=> M alorsM-4... M -4,
c)Sia=balorsa+k...b+k d)Six>2alorsx+30....

4. D'aprés vous, peut-on dire que « sia = b alors k x a = k x b » pour n'importe quels nombres réels a, betk ?

5.[ Pour aller plus loin_| Un rectangle a pour longueur 6. Expliquer pourquoi, si sa largeur est inférieure
ou égale a 2,1, alors son périmétre sera inférieur ou égal a 16,2,

Correction 39. 1. (a) La masse A est la plus lourde.
(b) Non.
2. Si A> B alors A+ 20 > B+ 20.
3. (a) Siz <y alors x + 30 <y + 30.
(b) Si M > M’ alors M —4 > M' — 4.
(c) Sia>balorsa+k>b+k.
(d) Si x > 2 alors x 4+ 30 > 32.

4. Non, il faut que k soit un réel strictement positif. On aurait aussi pu
dire que k appartienne a I'intervalle |0; +00[ ce qui se note k €]0; +o00]

5. On note L la longueur du rectangle et [ la largeur. On sait que le
périmetre P d’un rectangle est P = 2L + 2] = 2 x (L +[). Dans notre
cas, on sait que L =6 et [ < 2,1 donc

L+1l=6+1<6+2,1
— L+1<8,1
< 2x (L+1) <2x8,1comme 2> 0, le sens de 'inégalité ne change pas
e P=2x(L+1)<16,2

Ainsi le périmetre du rectangle est inférieur ou égal a 16,2.

Exercice 107. 1. x € R un réel tel que x > 4.
Quelles inégalités peut-on en déduire pour x + 6 et pour 3.

2. Soit a € R un réel tel que 2 < a < 9. Donner un encadrement de —3a.
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Correction 40. 1. Si on a un nombre réel x € R tel que x > 4, on sait
qu’ajouter une méme quantité aux deux membres d’une inégalité ne
change pas le sens de celle-ci donc on a :

>4 < r+6>4+10 < x+6>14

On sait aussi que multiplier par un nombre positif les deux membres
d’une inégalité ne change pas non plus le sens des inégalités, comme
%>Oalorsona:

o e Lyas g e Tt Ty
x 2 T 73 272 2 =~

2. Prenons un nombre réel a € R tel que 2 < a < 9, décomposons cet
encadrement :
D’un c6té, nous avons :

2<a <= —-3x2>ax(-3)(—3<0, le sens de I'inégalité change)
— —6>-3a

De l'autre, on a :

a<9a <= —3x >9x(=3) (-3 <0, le sens de I'inégalité change)
— —3a > -27

Ainsi, en combinant les deux, on obtient —6 > —3a > 27.

Exercice 108. Soit t > 10. Quelles inégalités peut-on en déduire pour 2,5t
ett—77%

Correction 41. e Pour 2, 5¢.
On sait que multiplier les deux membres d’une inégalité par un nombre
positif ne change pas le sens des inégalités donc ¢t > 10 <= 2,5t > 25.

e Pourt—1.
On sait qu’ajouter (on n’oublie pas que soustraire par 7 revient a
ajouter par son opposée —7) une méme quantité aux deux membres
d’une inégalité ne change pas le sens de I'inégalité donc :

t>10 <= t—7>210—7 <= t—7>3.

Exercice 109. Sachant que —4 < x < 0, donner un encadrement de 7 et
T+ 12.

Correction 42. Prenons un nombre réel x € R tel que —4 < = < 0.

e Pour %.

Décomposons cet encadrement, comme % > 0, multiplier chaque membre
de I'inégalité par ce nombre ne change pas le sens donc :
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- A<z = —dAxi<rxi = -1<2
—2<0 <= ;x3<0x} <= £<0.

Donc,ona —1 < x < 0.
e Pour x + 12.

— A<y = 44+12<zx+4+12 <= 8<xr+12.
— <0 <= 24+12<0+4+12 <= x+12<12.

Donc,ona 8 < x4+ 12 < 12.
Exercice 110. Soit x €] — 00;4].
1. Représenter cet intervalle sur une droite gradué.
2. Donner une inégalité vérifié par a) 3x, b) x — 1 et ¢) 3z — 2.
3. Dans chaque cas, donner l'intervalle représenté par l’inégalité obtenue.

Correction 43. 1.

2. Si z appartient a 'intervalle | — oo;4] alors z < 4. Alors,

(a) 3z < 12.
(b) z—1<3.
(c) En reprenant l'inégalité du (a) on obtient : 3z — 2 < 10.

3. Dans chaque cas, on trouve | — oo;4].
Exercice 111. Soit x € [1;2[.
1. Représenter cet intervalle par une inégalité.
2. A quel intervalle appartient : a) 2z 2, b) —0,5z 2, ¢) 3x—1 2, d) 5—2x ?

Correction 44. 1.

2. Si x appartient a U'intervalle [1;2[ alors 1 < < 2. Ainsi,

156



Exercice

0<y<1.

Comme 1 <z <2 <= 2<2x <4, alors on a 2z € [2;4].

Comme 1 < z <2 < -0,52> —0,5z > —1, alors on a
—0,5x €] — 1; -0, 5].

Comme 1 <z <2 <= 3<3x<6 <— —-2<3zx—-1<5,
alors on a 3z — 1 € [—2;5].

Commel<zr<2 < —-2>-2r>-4 <= 3>5—2x>-—1,
alors on a b — 2z €] — 1;3].

112. Soit x et y deux nombres réels tels que 1,4 < x < 3,2 et
Que peut-on en déduire pour x +y?x+3y?x—y?2x —3y?

Correction 45. Si on a deux encadrements 1,4 < x < 3,2 et 0 <y < 1.
Alors on a :

e 14< x4y <4,2.

e Comme 0 <3y<3Jalors1,4<zx+3y<6,2

e 14<x—y <22,

e Comme 2,8 <2x <6,4et -3 < -3y <0donc —0,2 <2x—3y<6,4

Exercice

113. On va essayer d’établir quelques démonstrations.

1. Considérons deux nombres réels a,b tels que a < b.

(a)
(b)

Calculer (b+c¢) — (a + ¢) et comparer ce résultat a 0.

Comparer a+c et b+ c.

2. Considérons deux nombres réels a et b tels que a < b et un nombre réel
k> 0.

(a)
(b)

En observant que kb — ka = k(b — a), que peut-on dire du signe
du nombre kb — ka ¢

Comparer ka et kb.

3. De maniére analogue a la question 2, montrer que st a < b et k <0
alors ka > kb.

Correction 46. Prenons deux nombres réels a € R et b € R tels que b > a.

1. Prenons un troisiéme nombre réel ¢ € R.

(a)

Ona(b+c)—(a+c)=b+c—a—c=b—a.

Comme b > a c’est-a-dire que b est un nombre strictement plus
grand que le nombre a, on peut conclure que la différence b — a
est strictement positive. Ainsi, on a (b+¢)—(a+c¢) =b—a > 0.
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(b) Gréace a la question précédente, on peut conclure que (b + ¢) est
strictement plus grand que (a + ¢) ce qui s’écrit b+ ¢ > a + c.

2. Considérons maintenant un nombre réel £ > 0 qui est strictement
positif.

(a) Le signe du produit k(b — a) dépend de chacun des facteurs. On
sait que k > 0 est strictement positif, et grace a la question 1.(a)
on sait que b — a > 0 est strictement positif.

De ce fait, on peut affirmer que le produit k(b — a) est positif.

(b) Comme on a kb—ka = k(b—a) > 0, on peut affirmer que kb > ka.

3. Maintenant, supposons que k < 0 soit strictement négatif.
Le signe du produit k(b — a) dépend de chacun des facteurs. On sait
que k < 0 est strictement négatif, et grace a la question 1.(a) on sait
que b — a > 0 est strictement positif.
De ce fait, on peut affirmer que le produit k(b — a) est négatif.
Comme on a kb — ka = k(b — a) < 0, on peut affirmer que kb < ka.
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15.6 Arithmétique

15.6.1 Fiche n°1

Exercice 114. 1. Justifier que 98 est un multiple de 14.

2. Traduire cette propriété avec chacune des expressions «est diviseur
dey ; « a pour diviseury ; «est divisible par » ; « a pour multiple ».

Correction 47. 1. 98 = 14 x 7. Donc 98 est un multiple de 14.

2. 14 est un diviseur de 98; 98 a pour diviseur 14; 98 est divisible par
14 ; 14 a pour multiple 98.

Exercice 115. 1. Donmner tous les diviseurs positifs de 11.
2. Donner tous les diviseurs positifs de 21.
3. Déterminer tous les multiples de 9 inférieurs a 50.

Correction 48. 1. 11 =1 x 11 = 11 x 1 donc les seuls diviseurs positifs
de 11 sont 1 et 11.

2. 21 =7 x 3 donc les diviseurs positifs de 21 sont 1, 3,7, 21.
3. Il suffit de regarder la table de 9 : 9, 18,27, 36, 45.
Exercice 116. Soient les nombres a = 4p et b = bp avec p et q des entiers.
1. Justifier que a est pair.
2. Le nombre b peut-il étre pair ?
Correction 49. Soient les nombres a = 4p et b = 5q avec p et g des entiers.
1. a =4p =2 x 2p donc 2 divise a donc a est pair.
2. b peut-étre pair si g est pair.
Exercice 117. Montrer que :
1. la somme de deux nombres pairs est un nombre pair.
2. le produit de deur nombres impairs est un nombre impair.

3. la somme d’un nombre pair et d’un nombre impair est un mombre
mpair.

Correction 50. 1. Si a et b sont deux entiers relatifs pairs, alors il existe
k et k' deux entiers tels que :

o a=2k
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o b=2FK

Sommons-les on a : a + b = 2k + 2k’ donc en factorisant par 2 on a
a+b=2(k+kK).

En posant K = k + k' € Z, qui est un entier, car la somme de deux
entiers est un entier, on a a + b = 2K donc a + b est pair.

2. Si a et b sont deux entiers relatifs impairs, alors il existe k et k' deux
entiers tels que :
e a=2k+1
e b=2K +1
Réalisons le produit des deux, on a :
axb=(2k+1)x (2K’ +1) = 4kk’ + 2k + 2k’ + 1 donc en factorisant
par2onaaxb=22Kk+k+k)+1.

En posant K = (2k'k+k+k') € Z, qui est un entier, ona axb = 2K +1
donc a x b est impair.

3. Si a est un entier relatif pair et b un entier relatifs impair, alors il existe
k et k' deux entiers tels que :

o a=2k
e b=2K +1

Sommons-les on a : a + b = 2k + 2k’ + 1 donc en factorisant par 2 on
aa+b=2k+k)+1. En posant K = k + k' € Z, qui est un entier,
car la somme de deux entiers est un entier, on a a +b = 2K + 1 donc
a + b est impair.

Exercice 118. Montrer que :
1. la somme de deux entiers impairs est paire.
2. sia etb sont pairs alors a®> + b? est pair.

Correction 51. 1. Prenons a, b deux entiers relatifs impairs, il existe k et
k' deux entiers tels que :

e a=2k+1
e b=2K+1

Sommons-les, on a : a +b =2k + 1+ 2k' + 1 = 2k + 2k’ + 2 donc en
factorisant par 2, on a a +b = 2(k + k' + 1).
Posons K = k+ k' +1 € Z, alors on a a+ b = 2K donc a + b est pair.

2. Si a et b sont deux entiers relatifs pairs, alors il existe k et k' deux
entiers tels que :
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e a=2k

o« b=2k
Sommons leurs carrés on a : a® + b*> = (2k)? + (2K')? = 4k? + 4k'? =
donc en factorisant par 2 on a a? + b? = 2(2k2 + 2k'2).

En posant K = 2k%+k'2 € Z, qui est un entier, car la somme de deux
entiers est un entier, on a a? + b?> = 2K donc a + b est pair.
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15.6.2 Fiche n°2
On en profite pour rappeler une nouvelle fois les identités remarquables :

Propriété 62 (Identités Remarquables). Pour tous nombres réels a,b € R,
on a :

1. (a+0b)? = a® + 2ab + b?
2. (a—b)? = a® — 2ab + b?
3. (a+b)(a—0b)=a?-b?

Exercice 119. Considérons a un entier relatif non nul.
Ecrire une expression mathématique correspondant auz affirmations swi-
vantes.

1. a est un multiple de 7.
2. a divise 42.
3. a est un diviseur de 55.
4. -10 divise a.
Correction 52. Considérons a un entier relatif non nul
1. a =7k avec k € Z un entier relatif.
2. 42 = a x k avec k € Z un entier relatif.
3. 55 =a x k avec k € Z un entier relatif.
4. a = —10 X k avec k € Z un entier relatif.

Exercice 120. Quels que soient les entiers relatifs a et b distincts et non
nuls. FEcrire une phrase mathématique correspondant aux phrases suivantes.

1. La somme de a et b est un multiple de 6.
2. La différence de a et b est un diviseur de 2020.
3. La somme du double de a et du triple de b est un diviseur de 46.
4. Le produit de a et b divise 84.
Correction 53. Soient a et b deux entiers relatifs distincts.
1. a+ b= 6k avec k € Z un entier relatif.
2. 2020 = (a — b) x k avec k € Z un entier relatif.

3. 46 = (2a + 3b) x k avec k € Z un entier relatif.
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4. 84 = (a x b) x k avec k € Z un entier relatif.

Exercice 121. La somme de trois entiers consécutifs est-elle un multiple
de 87

Correction 54. Soit n un entier, (n+1) est successeur et (n+2) le successeur
de (n+1).

Calculons la somme, on an+(n+1)+(n+2)=n+n+1+n+2=3n+3.
En factorisant par 3, onan+ (n+ 1)+ (n+2) =3(n+1).

Puis en posant K = n + 1, on obtient n + (n + 1) + (n + 2) = 3K donc la
somme de trois entiers consécutifs est un multiple de 3.

Exercice 122. Montrer que si n est pair alors 4n + 3 est impair.

Correction 55. Prenons un entier n pair alors, il existe k € Z tel que n = 2k.
Alors,onadn+3=4(2k)+3=8k+3=2x4k+2+ 1.

Donc, en factorisant par 2, on a 4n + 3 = 2(4k + 1) + 1.

Puis, en posant K =4k +1 € Z, on a 4n+ 3 = 2K + 1. Ainsi, 4n + 3 est
impair.

Exercice 123. Quel que soit l'entier relatif a, montrer que la différence de
deux multiples de a est un multiple de a.

Correction 56. Prenons deux multiples de a, par exemple x = ka et y = la
avec k et [ deux entiers relatifs.

Onax—y = ka—la = (k—1l)xa = ax(k—1). Donc en posant K = (k—1) € Z,
on a x —y = ak donc x — y est un multiple de a.

Exercice 124. Montrer que si n est pair alors —m? +n + 1 est impair.

Correction 57. Sin est pair, alors il existe k un entier relatif tel que n = 2k.
Ona:-n?+n+1=—(2k)?+2k+1=—4k*>+2k+1=2(-2k> +k)+ 1.
En posant K = —2k> +k € Z,ona —n®>+n+1 = 2K + 1, c’est donc un
nombre impair.

Exercice 125. Montrer que si n est impair, alors 3n®> +n est pair.

Correction 58. Prenons un entier n impair, il existe k un entier relatif tel
que n = 2k + 1.
Ainsi,
3n? +n =32k + 1)+ (2k + 1)

= 3(4k* + 4k 4+ 1) + 2k + 1

=12k + 12k + 3 +1

=12k + 12k + 4

= 2(6k* + 6k + 2).

Donc en posant K = (6k% + 6k 4+ 2) € Z, on a 3n? +n = 2K c’est donc un
nombre pair.
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Exercice 126. Pour tout entiers a et b, monter que a+ 10b+ 1006+ 1000a
est un multiple de 11.

Correction 59. Déja remarquons que 110 = 11 x 10 et 1001 = 11 x 91. Ainsi,
ona:

a + 106 + 1005 + 10000 = 1001a + 110b
= 11(91a + 10b).

En posant K = 91a + 10b, on trouve que ce nombre est un multiple de 11.

Exercice 127. Demain, c’est le jour du marché. Le patissier a préparé 151
éclairs au chocolat. La vitrine réfrigérée des desserts contient des présentoirs
superposés destinés a accueillir chacun 4 produits.

Combien de présentoirs lui faut-il pour ranger ses éclairs ¢ Combien d’éclairs
au chocolat y aura-t-il sur le dernier présentoir ¢

Correction 60. La division euclidienne de 131 par 4 donne 131 = 4 x 32+ 3.
Ainsi, il lui faudra 32 présentoirs et sur le 33° il n’y aura que 3 éclairs.

Exercice 128. 729 éléves sont inscrits d la cantine du lycée. Pour simplifier
Uaménagement a lintérieur du réfectoire, il convient de constituer des tables
ayant le méme nombre d’éléves. Peut-on les mettre par 52 Par 97 Par 4 ¢

Correction 61. 729 n’est pas divisible par 5 (critére de divisibilité par 5)
donc on ne peut pas les ranger par table de 5.

74249 = 18 est un multiple de 9 donc 729 est divisible par 9 (critére de
divisibilité par 9) et on a 729 = 9 x 81. Ainsi, on peut les ranger en table de
9.

On réalise la division euclidienne de 729 par 4 et on trouve 729 = 4 x 182+1
donc on ne peut pas les ranger par table de 4.

Exercice 129. Soit u et d deux entiers naturels tels que u soient compris
entre 0 et 9. Considérons le nombre N = 10d + u.

1. Que représente u et d pour N ?
Montrer que si N est divisible par 17, alors d —bu est divisible par 17.
Montrer que si d — 5u est divisible par 17, alors N est divisible par 17.

Donner un critere de divisibilité par 17.

S

En utilisant les questions précédentes, déterminer si les nombres 1428
et 867 sont-ils divisibles par 17 ?

Correction 62. 1. Le nombre wu est le chiffre des unités N et d est le
nombre des dizaines de N.

164



2.

3. On montre les deux questions d’un coup.
Comme N est divisible par 17, il existe un entier relatif k € Z tel que
N =17k. Comme N = 10d + u, on a :

N =17k
— 10d+u =17k
< —5x (10d+ u) = (—=5) x 17k
<= —50d — 5u = 17k’, en posant k' = =5 x k
<= —5ld+d—5u =17k
< d—5u=17k +51d
<= d—5u=17(k" + 3d)
<= d—5u= 17K, en posant K = k' + 3d

Donc d — 5u est divisible par 17 si et seulement si N = 10d + u est
divisible par 17.

4. Pour qu’un nombre soit divisible par 17, il faut et il suffit que, la dif-
férence entre cing fois son chiffre des unités et son nombre de dizaines
doit étre un multiple de 17.

5. e Pour 1428, on a 1428 = 142 x 10+ 8 donc d —H5u = 142 -5 x 8 =
1023 =6 x 17 et 1428 = 17 x 84.

e Pour 867, 0na 87 =86x10+7doncd—5u=86—-5x7=>51=
3 x 17 et 867 = 17 x 51.
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15.7 Fiche révision Arithmétique et intervalles

Exercice 130. Emma et Tristan jouent d un jeu vidéo.

1. Emma gagne 5 points par partie tandis que Tristan gagne 3 points par
partie. Ils s’arrétent de jouer lorsqu’ils ont le méme nombre de points.

2. Méme question si Emma gagne 8 points et Tristan 12 points.

Correction 63. Soit k l’entier représentant le nombre de parties jouées (k
est donc positif).

1. On cherche le premier nombre tel que 5k = 3k. On cherche donc le
plus petit multiple commun & 3 et 5. Avec l’exercice du billard, on a

b
vu que pour deux entiers relatifs a et b, on a ppcm(a,b) = M.
pged(a, b)
Or 3 et 5 sont premiers entre eux donc pged(3,5) = 1.
|3 x 5|
D 3,5)=——— =3x5=15.
onc ppem(3,5) bzcd(3.5) X

Ainsi, ils s’arréteront au bout de 15 parties.

2. En suivant le méme raisonnement, comme 8 = 23 et 12 = 22 x 3 donc
18 x 12| 2x4x12
d(8,12) =4 d 8,12) = = =24,

Ainsi, ils s’arréteront au bout de 24 parties.

Exercice 131. Dire si la proposition suivante est vraie ou fausse. Si elle est
fausse, donner un contre-exemple. Si elle est vraie, démontrer la proposition.

1. Soit a et b deux entiers relatifs non nuls tels que a divise b alors —a
divise 2.

2. 81 Uentier naturel d non nul divise l’entier naturel n alors d divise bn.

Correction 64. 1. Si a divise b alors, il existe un entier relatif k tel que
b= ak.
Posons K = —k, on a 2b = 2ak = 2a(—K) = 2(—a)K = —a2K.
Posons k' = 2K, c’est un entier donc 2b = —a2K = —ak’.
De ce fait, —a divise 2b et la proposition est vraie.

2. Si d divise b alors, il existe un entier relatif k£ tel que n = dk.
Donc 5n = 5dk = dbk = dK avec K = 5k un entier.
Ainsi, d divise 5n, la proposition est donc vraie.

Exercice 132. Montrer que si n est pair alors 4n + 3 est impair.
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Correction 65. Si n est un entier pair alors il existe p un entier tel que
n = 2p. Ainsi, on a :
dn+3=4x2p+3
=8p+3
=8p+2+1
=2(4p+1)+1

En posant K = 4p 4+ 1 qui est un entier, on obtient que 4n + 3 = 2K + 1
donc 4n + 3 est impair.

Exercice 133. Soient -5 <z < -2 et3<y<T.

1. Donner un encadrement de

(a) x+y
(b) z—y
(c) 22—y
(d) xy

2. Dans chaque cas, donner l’intervalle représenté.

Correction 66. 1. (a) Siz>—-bety>3alorsx+y< —2.
Sizx<—-2ety<Talorsz+y<5.
Donc -2 < x+y < 5.
(b) Si -5 <z < —2et commez—y=x+ (—y),ona:
3<y<7 <« -7T<—y<-3donc -12<zr—y< -1
(¢) Ona -10<2x < —4det -7< —y < —-3donc —17<2x—y < -7
(d) Comme xz > —5 et y > 3 donc zy > —15.
Comme z < 2 et y < —7 donc zy < 14.
Donc —15 < zy < 14.

2. (a) [-25]
(b) [=12;—1]
(¢) [-17,=7]
(d) [-15;14]

Exercice 134. Ecrire une inégalité vérifiée par x et utilisant une valeur
absolue dans les cas sutvants :

1. x € [-8;10]
2. ze0:1,1]
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3. x¢€ [%,%]

Correction 67. 1. Pour [—8;10], le rayon est IO_T(_S) =9 et le centre est
10-9=1doncz e [-810] <= |z —1]<9.
2. Pour [0;1, 1], le rayon est # = % et le centre est 0 + %—(1) = %—(1) donc

re[011] < |z— | < 5.

2 1
1.2 373 1 2 _ 1 _ 1
3. Pour [3;z], le rayon est 253 = & et le centre est § — 5 = 5 donc

€33 = |lz—3< ¢

Exercice 135. Rémi a gagné au loto, il a le choix entre deuz lots :
e Une somme de 100 000 euros, puis 1400 euros par mois d vie.
e Une somme de 5000 euros, puis 2000 euros da vie.

Comparer ces deux offres en fonctions du nombres de mois passés.

Correction 68. Notons m le nombre de mois, puis posons A = 100000 +
1400m et B = 5000 4+ 2000m.

A > B <= 100000 + 1400m > 5000 + 2000m
<= 95000 > 2000m — 1400m
95000 > 600m

95000
>

600 — "

<~

<~
950

= —>m

Or g% ~ 158, 33. On a donc :

(] A:Bsing%.

. Angimgg%O.

Ainsi, la premiere offre est plus avantageuse les 158 premiers mois, donc
pendant 13 ans et 2 mois. Aprés ce laps de temps, la deuxieme est plus
avantageuse.
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15.8 Vecteurs du plan

15.8.1 Notions de vecteurs

Exercice 136.

On considere ci-dessous I'hexagone régulier ABCDEF
de centre G.

1. Citer un vecteur qui a méme direction que le vecteur FG
mais pas le méme sens. .

2. Citer le représentant d'origine G du vecteur BC.

3. Citer deux vecteurs égaux au vecteur AF.

Exercice 137. Soit ABC un triangle. Construire D, E | F tels que :

1. AD = BC
2. BE = AD
3. FC = BA.
Exercice 138. Construire :
1. un triangle ABC' tel que AB = 4cm, BC = 5em et AC = 2, 5¢m.
2. le représentant d’origine B du vecteur 1@
3. le représentant d’extrémité A du vecteur B?
Exercice 139. ABCD et ABEF sont des parallélogrammes.
1. Construire une figure.
2. Cliter deux vecteurs égauz a 1@ .
3. Démontrer que CDFE est un parallélogramme.
Exercice 140. 1. Construire un carré ABCD de centre O.
2. Construire le point E tel que E = ﬁ et le point F tel que [OC] et

[BF] ont le méme milieu.
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3. Démontrer que E = @ et O? = F@

4. Que peut-on en déduire pour le quadrilatére AECF ?

5. En déduire que O est le milieu de [EF].
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15.8.2 Vecteurs 2
Egalité de vecteurs

Exercice 141. ABC un triangle. On nomme F limage de C' par la trans-
lation de vecteur AB et G l’image de A par la translation de vecteur C'B.

1. Prouver que @ = B.f%

2. Qu’en déduit-on pour le point B ?

Exercice 142. 1. Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses. Lorsqu’elles sont fausses, dessiner un contre-exemple.

(a) Si ABCD est un parallélogramme alors AB = CD.
(b) Si AB = CD alors ABCD est un parallélogramme.

(c) Si AB = BC alors A, B, C sont alignés.

2. Ecrire la réciproque de chaque des affirmations du 1. puis dire si elles
sont vraies ou fausses.

Somme de vecteurs

Exercice 143. Soit ABCD un parallélogramme de centre O. On rappelle
que le centre d’un parallélogramme est le point de rencontre des diagonales.
Faire un dessin puis, compléter :

1. AB + AD = =
2. OA+ 0B = =
3. AL+ 0D = =
J. CO+AB = =

Exercice 144. On considére un quadrilatére ABCD. Construire un repré-
sentant des vecteurs suivants :

1. AC' +CE
2. CA+ BD
3. —AB

J. AC —CD

Exercice 145. Soient ABCD un parallélogramme de centre O, I le milieu
de [AB], J le milieu de [BC], et K le milieu de [DC].

Faire un dessin de la situation puis, représenter, dans une couleur différente,
les vecteurs :
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1 W =TA+JK +JC
2. 7 =1C+DI+KD
3. @ =DC + BD + OB
— =
4. 7 =IJ+DA+JEK
Relation de Chasles et propriétés algébriques

Exercice 146. Simplifier les écritures vectorielles suivantes :
1. ST+Tk
2. BV - OV
3. FD + CF
. EB+CE - DB

Exercice 147. 1. Soit ABC wun triangle. Faire une figure.
2. Construire le représentant d’origine B du vecteur B? + 1@
3. Justifier pourquoi ce vecteur est égal a R
Exercice 148. Soit I le milieu de [AB]. Compléter :
L TA+TB ==
2. Al +1B = =
Exercice 149. ABCD un rectangle de centre O. Faire une figure.
1. Construire le représentant d’origine B du vecteur U = 1@ + O‘ﬁ

2. En utilisant un autre représentant du vecteur ﬁ, montrer que U =

oC
3. De la méme maniéere, montrer que /ﬁ + C@ = B?

Exercice 150. Montrer que quels que soient les point A, B,C et D, on a
AB +CD = AD + CB.
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Produit d’un vecteur par un nombre réel

Exercice 151. A et B deux points distincts. Placer les points M, N, P et
Q tels que :

1. AM = 3AE

2. ﬁ:%ﬁ

3. BP — AB
4. AQ = —2AD

Exercice 152. 1. Tracer un vecteur U de votre choir.

1 3
2. Construire les vecteurs 37, —57, 17 et —57

3. Construire les vecteurs 2,57, —0,57, 3,257 et —1, 75U .
Exercice 153. Soit ABC un triangle.

1. Plic>er les points D et E tels que : @ = B—1>4+2@ et ﬁ = E +
3CA.

2. Démontrer que les points D, E,C sont alignés.
Exercice 154. Soit ABC un triangle.
—
1. Construire le point G tel que GA + @ — 3@ = C@

2. Montrer que les points A,C, G sont alignés.
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15.9 Statistiques descriptives

15.9.1 Fiche n°1

Exercice 155. Une usine fabrique des piéces métalliques qu’elle référence
par un code (A 42.00 par exemple). Le tableau ci-contre indique le nombre
de pieces fabriquées pour chaque référence.

Référence des piéces | A 42.00 | A 38.01 | E 27.05 | C 15.00
Quantité 3800 2700 2200 1300
Fréquence

1. Quelle est la population étudiée dans cette série statistique ?

2. Quel est le type du caractére étudié ¢

3. Compléter la colonne des fréquences en détaillant au moins un calcul.

Exercice 156. 25 éleves ont passé un test noté sur 10. Les résultats de ce
test sont donnés dans le tableau ci-dessous.

1. Recopier et compléter le tableau avec les effectifs cumulés croissants,
les fréquences et les fréquences cumulées croissantes.

Note |0]1]2[3[4]5]6]7[8]9]10
Effectif | 1011346 4]|3]|1] 1

2. Combien d’éleves ont une note inférieure ou égale a 6 7

3. Quelle est la proportion (exprimée en pourcentages) d’éléves n’ayant
pas obtenu la moyenne ?

4. Quelle est la proportion des éléves ayant obtenu la note maximale ¢

Exercice 157. Le tableau ci-dessous donne le nombre d’enfants par la fa-
mille dans une commune.

Nombre d’enfants | 0 11 2] 8| 415
Effectif 116 | 98 | 61 | 22| 13| 4

1. Quelle est la population étudiée ?
2. Préciser le caractere étudié et son type.

3. Compléter ce tableau par les effectifs cumulés croissants, les fréquences
et les fréquences cumulées croissantes.

174



15.9.2 Fiche n°2

Exercice 158. Dans une salle d’escape game, deux jeuxr sont proposés a
des tarifs différents par groupe selon le jeu et le jour. Le tarif est réduit hors
week-end et vacances scolaires.

1. ler jeu : Le tarif réduit est de 115 euros, il est choisi par 18% des
groupes, et le plein tarif est de 130 euros, il est choisi par un quart des
groupes.

2. 2¢éme jeu : le tarif réduit est de 205 euros, il est choisi par 24% des
groupes, et le plein tarif est de 220 euros, il est choisi par 33% des
groupes.

Quel est le prix moyen payé par groupe ¢

Exercice 159. Un fournisseur d’électricité propose un tarif heure creuse/heures
pleines : 0,147 euros par kWh en heures creuses et 0,1841 euros par kWh
en heures pleines.

1. Une famille a calculé que 40% de sa consommation se fait en heures
creuses et le reste en heures pleines. Calculer le priz moyen du kWh
pour cette famille.

2. Ce fournisseur d’électricité propose un autre tarif dit « de base »ou
tout kWh cotite 0,174 euros. Par ailleurs, pour le tarif de base, il faut
payer un abonnement annuel de 169,89 euros et pour l'autre tarif,
l'abonnement cotute 183,68 euros.

A partir de combien de kWh consommés cette famille est-elle gagnante
avec le tarif heures pleines/heures creuses ¢

Exercice 160. Dans une entreprise, le salaire mensuel moyen est de 2102
euros. L’entreprise annonce qu’elle va verser une prise de 150 euros a tous
ses employés le mois prochain. Quel sera alors le revenu moyen (salaire plus
prime) des employés de cette entreprise ¢

Exercice 161. Dans un supermarché, les personnes ayant la carte du ma-
gasin peuvent économiser une certaine somme d’argent en faisant leurs
courses. En moyenne, les clients économisent 2,53 euros par passage en
caisse.

Pour faire la promotion du magasin, la gérante a décidé qu’aujourd’hui tous
les clients bénéficieraient d’un bonus de 10% sur la somme économisée. Quel
sera alors le gain moyen économisé par passage en caisse.

Exercice 162. Calculer l’écart-type de chaque série.

1. 125:56:12:5:52 6/ ;1
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Valeurs | -5 | -2 1 | 6
Effectif | 8| 4 | 15| 1

Exercice 163. Les opérateurs téléphoniques doivent mettre a disposition de
leurs clientss une offre de service en langage des signes francgaises. Le rap-
port du troisiéme trimestre 2022 de ’ARCEP donne les données a ce service
par les utilisateurs.

8
9

Note 1
Effectif | 1239

2
384

5
21 909

J 4
1135 | 3182

1. Calculer la moyenne m et I’écart-type s des notes.

2. Quel pourcentage des notes se trouvent dans l'intervalle [m — 2s;m +
2s] ¢

Exercice 164. On considére les séries statistiques des nombre de licences
féminines et masculines dans les fédérations unisport olympique en France
en 2021. Les minimums, maximum, quartiles et médianes sont donnés ci-
dessous.

Licence féminine | Licence masculine
Minimum 830 1242
Q1 11 634 18 553
Minimum 29 402 50 756
Q3 113 705 154 159
Maximum bdT 724 1722 059

1. Calculer et interpréter les écarts interquartiles des deux séries.
2. Quelle proportion approrimative des fédérations ont :

(a) un nombre de licenciées féminines compris entre 830 et 11 634 ¢

(b) un nombre de licenciés masculins compris entre 18 553 et 154
139 ¢

3. Comparer ces deux séries a l'aide des indicateurs présents dans ce
tableau.
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Ce trimestre, Joshua n'a ew gue des notes sur 20 en 5ES mais elles ne sont pas toutes coefficientées

de la méme fagon, Son professeur lui a expliqué qu'une note coefficient 0,5 comptait comme une note
sur 0,5 = 20 = 10, qu'une note coefficient 3 comptait comme une note sur 3 = 20 =60,

1. Sur les cing notes sur 20 du trimestre, Joshua a euw:

« 17 coefficient 2 =15 et 14 coefficient 1«5 coefficient 0.5 =4 coefficient 0,25,
a) Recopier et compléter la phrase suivante :

Obtenir 17 coefficient 2 compte comme ... sur 40.

b) Faire de méme avec toutes les notes dont le coefficient n'est pas 1.

c) En déduire la note trimestrielle en SES de Joshua sur 95.

d) Par combien faut-il diviser cette note trimestrielle sur 95 pour la ramener sur 20 7
Quel est le lien avec les coefficients des cing notes ?

2, Expliquer pourquei la moyenne de Joshua est si haute malgré ces deux « mauvaises » notes,

3. En un seul calcul, déterminer la moyenne d'un éléve ayant obtenu :
+ 12 coefficient 3 «9et 16 coefficient 2 « 13 coefficient 0,75,
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15.9.3 Proportion de proportion

Exercice 165. La carte d’un restaurant est composée pour moitié de plats.
Parmi euz, 20% sont végétariens. Déterminer la proportion de plats végéta-
riens dans la carte du restaurant.

Exercice 166. Dans un lycée, 30% des éléves s’orientent en filiére techno-
logique en fin de Seconde. Parmi euzx, 40% vont en série STMG.

1. Déterminer la proportion des éléves s’orientant en ST MG parmi l’en-
semble des éléves de seconde.

2. 54 éléves vont en série STMG. Combien d’éléves de Seconde y a-t-il
dans le lycée ¢

Exercice 167. Un concours de talent se déroule en trois étapes. 15% des
candidats qui se présentent sont retenus apres la premicre étape, et 20% des
candidats sont sélectionnés sont retenus apres la deuxieme étape. Pour la
troisieme étape, le jury retient les trois meilleurs candidats.

1. Déterminer la proportion des candidats retenus aprés la deuxiéme étape
parmi tous les candidats.

2. Sachant qu’il y avait 600 candidats au début du concours, quel pourcen-
tage des candidats de la troisiéme étape les trois meilleurs candidats
représentent-ils ¢ Arrondir le résultat a 0,1% prés.

Exercice 168. En 2020, selon une étude de I'INSEE 17,6% des salariés
travaillaient a temps partiel.

La proportion de femmes salariées o temps partiel parmi I’ensemble des sa-
lariés était alors 13,9%.

1. Déterminer la proportion de femmes parmi les salariés a temps partiel
en 2020.

2. On considére qu’il y avait 40 millions de travailleurs en 2020, combien
de femmes travaillaient a temps partiel ¢
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15.9.4 Activité coefficient multiplicateur

Exercice 169.
1. Le nombre représenté par 7 % est:

o7 00,7 00,07 01,07

2. Un département frangais a un taux de réussite au baccalauréat de 90 36. Sachant que 2000
éléves ont pazsé le baccalauréat dans ce département, combien d'éléves I'ont obtenu ?

O 200 07800 01910 01950

3. Un article coltait 110 € avant les soldes. Aprés les zoldes, il colUte 88 €. Quel est le taux de
réduction qui a été appliqué?

012 5 020 % O22% 0O25%

4. Le taux de chémage d'un pays ezt le pourcentage de chdmeurs danz la population active. On
cherche 3 comparer les taux de chémage de trois payz A, B et C 3 partir des informations
suivantes :

- Le pays A compte 3 millions de ch&meurs pour 30 millions d'actifs.

- Le pays B compte 4 millions de chdmeurs pour 50 millions dactifs.

- Le nombre de chémeurs du pays C représente 9 % de sa population active.
Si onrange ces trois pays selon I'ordre croissant de leur taux de chémage, on obtient :

O A-B-C O B-C-A O A-C-B O C-B-A (Source : MEN-5G-DEFF)
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5. Etant en difficulté I'an passé, une entreprise a diminué la prime annuelle de ses employés de
50 %. Cette année, une amélioration de la sitvation conduit |a direction 3 augmenter la prime de
50 %.

La prime va revenir 3 son niveau d'avant les difficultés.

O Vrai O Faux

6. Pendant la période des zoldes, un magasin affiche 70 %6 de réduction et 20 3 de réduction
supplémentaire. Un article coltait 80 € avant les zoldes. Quel est zon prix aprés les deux
réductions ?

O&6€ O1,20€ 012,20 € 044,60 €

7. Un autre magasin affiche 60 ¢ de réduction et 40 % de réduction supplémentaire. Un article
coUtait 120 €. Quel est zon prix aprés les deux réductions ?

O0€ O20€ 028,80 € O432€

8. Un troizi@éme magasin affiche 70 % de réduction et 50 % de réduction supplémentaire. Un
article coUtait 100 €. Quel est zon prix aprés les deux réductions ?

O15€ O035€ Ol est gratuit O il est gratuit et on regoit un bon d'achat de 20 €

9. Un magasin de vélos électriques propoze la promotion suivante : 10 % de réduction sur tous les
modeéles. Paiement de 40 % du vélo 3 I'achat et le reste sur quatre menzualités identiques. Quel
sera le montant de chaque mensualité pour un vélo coltant 800 € avant la promotion?

O72€ O80€ O100 € 0108 €

Exercice 170. Une entreprise donne a ses salariés une prime trimestrielle.
En raison d’un ralentissement de activité économique, ’entreprise se re-
trouve fragilisée. La directrice de I’entreprise décide alors de baisser le mon-
tant de la prime trimestrielle de 30%. Les salariés acceptent cette décision
pour sauver leur entreprise et leurs emplois.

L’année suivante, la situation économique de l’entreprise commence a $’amé-
liorer. La directrice décide alors d’augmenter la prime de 7% chaque tri-
mestre de l'année, afin de compenser progressivement la baisse de l’année
précédente.

Les salariés contestent cette augmentation et demandent une augmentation
progressive de la prime de 10% a chacun des trimestres.

Etudier la situation. Une des propositions permet-elle de revenir d la si-
tuation de départ ?
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15.9.5 Fiche d’exercice finale

Exercice 171. 1. Un opérateur téléphonique propose un forfait mobile
de 15 euros.

(a) Si le priz du forfait augmente de 12%, par quel nombre sera t’il
multiplié ?
(b) Quel sera le nouveau prix ¢
2. L’opérateur propose également des abonnements internet avec la fibre

a 40 euros par mois.
Si le priz de ’abonnement baisse de 5%, quel sera le nouveau prix ?

Exercice 172. Le priz d’un téléphone baisse de 40% lors d’une promotion.
Le priz aprés réduction est de 135 euros.
Quel était le prix avant réduction ¢

Exercice 173. 1. Un priz augmente de 10% puis baisse de 40%.

(a) Calculer le coefficient multiplicateur global.
(b) En déduire le tauz d’évolution global.

2. Reprendre les questions précédentes pour les cas suivants.

(a) Une baisse de 20% puis une hausse de 10%.
(b) Une baisse de 13% puis une hausse de 24,3%.
(c) Une baisse de 70% puis une hausse de 200%.

Exercice 174. Lorsque l’on tire sur un ressort, sa longueur augmente de
86%. De quel pourcentage diminue-t-elle lorsque le ressort retourne d sa
position initiale 2 Arrondir a 0,01% preés.

Exercice 175. Le cours d’une action en bourse s’écroule mardi et chute de
70%. De quel pourcentage faut-il qu’il augmente mercredi pour compenser
cette chute ? Arrondir a 0,1% prés.

Exercice 176. On considére un lycée dans lequel 30% des éléves sont en
Seconde. Parmi euz, 8% ont fait leur stage de Troisiéme dans une pharma-
cie.

1. Déterminer la proportion d’éléves de Seconde ayant fait leur stage dans
une pharmacie parmi tous les éléves du lycée.

2. On sait que 1,8% des éléves du lycée sont en Seconde et on fait leur
stage dans un restaurant.
Quel est le pourcentage d’éleves ayant fait un stage dans un restaurant
parmi les éléves de Seconde ?
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Exercice 177. 1. On considére un rectangle. On diminue de 25% sa lon-
gueur et de 75% sa largeur. De quel pourcentage a diminué son aire ¢

2. On considére un carré. On augmente la longueur de ses cotés d’un
meéme pourcentage, afin que l’aire augmente de 96%. De quel pourcen-
tage a-t-on augmenté les cotés ?

Exercice 178. Une ville comptait 12500 habitants en 2022. On prévoit que
chaque année, le nombre d’habitants augmente de 5% par rapport a l’année
précédente.

1. Quel sera le nombre d’habitants en 2023 ¢

2. On note u(n) la population en 2022 + n. Ainsi u(0) est la population
en 2022, u(1) la population en 2023.

(a) Donner la valeur de u(0) et u(1).
(b) Donner la valeur de u(2) et son interprétation.
(¢c) Donner la valeur de u(3) et son interprétation.

(d) Déterminer une expression de u(n) en fonction de n.

3. Déterminer en quelle année le nombre d’habitant dépassera 20 000.
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15.10 Probabilité sur un ensemble fini

15.10.1 Fiche n°1

Exercice 179.
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Exercice 182.

empel
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15.10.2 Fiche n°2

Exercice 185.

14} On lance cing fois une piéce de monnaie.

La sortie de Pile rapporte 1 point. La sortie de Face ne rap-
porte rien. On s'intéresse a la somme des points obtenus a
la suite des cing lancers.

1. Décrire l'univers associé a l'expérience aléatoire.

2. Préciser le nombre d'issues qui le composent.

3. Est-on dans une situation d'équiprobabilité ?

Exercice 186.

Soit un dé pipé dont la loi de probabilité est la suivante.

Face 1 2 3 4 5 6

Probabilité | 0.1 0,2 01 | 015 | 025 | 02

Calculer la probabilité des événements suivants.
* A:« Laface obtenue est impaire. »
* B: «La face obtenue est supérieure ou égale a 5.»

Exercice 187.

m Un univers associé a une expérience aléatoire est
constitué de trois issues A, B et C. 1
La loi de probabilité vérifie p(A) = t2, p(B) = t et p(C) = —
Déterminer t. 4
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Exercice 188.

m 1. On lance un dé cubique. Exprimer simplement le
contraire des événements suivants.

* A:«Le résultat du dé est pair. »

* B:«Le résultat du dé est supérieur ou égala 5. »

e C:«Lerésultat du dé est un multiple de 3 oude 5. »

2. Exprimer simplement les événements suivants.
a)ANB b)yANC ) AUC

Exercice 189.

mm Soit S et T deux événements tels que p(S) = 0,5,
p(T)=0,6 et p(S U T)=0,9. Calculer les probabilités suivantes.
a)pSNT) b) p(SUT) < p(SNT)

Exercice 190.

Gabriel posséde deux dés tétraédriques équilibrés
numérotés de 1 a 4. Il lance les deux dés et note le produit
des deux nombres obtenus.

1. Représenter la situation par un tableau a double entrée.
2. Déterminer l'univers.

3. Donner la loi de probabilité associée a cette expérience
aléatoire.

4. Déterminer la probabilité d'obtenir un nombre supérieur
ou égalas.

Exercice 191.

m Un sac contient quatre jetons sur lesquels sont indi-
qués les numéros -2 ;-1; 1 et 2. On tire au hasard succes-
sivement et sans remise deux jetons du sac.

1. Représenter la situation par un arbre.

2. Quelle est la probabilité que :

a) la somme des deux nombres obtenus soit nulle ?

b) la somme des deux nombres soit égalea -3 7
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15.10.3 Fiche de révision statistiques et probabilités

E.4) g ¢ e Une urne contient deux boules noires

et une boule blanche; chacune d’elles est numérotée de 1 a
3. Le jeu consiste i tirer deux boules successivement avec
remise : ¢’est-d-dire une premiére boule est tirée, puis remise
dans 'urne avant de tirer une seconde boule,

Voici un arbre de décision basé sur le tirage de deux boules:
Ny NiNy
Ny NiNy
By N1Bs
Ny NoNy

No NaNy
By N3y
N Bs Ny
N BsN,
B; BB
Une fois tirées les deux boules, on considére les deux couleurs

obtenues et leur ordre de tirage
@ Combien d’événements élémentaires composent cette ex-
périence aléatoire?
@ Déterminer la probabilité des événements suivants:
I@ A: “La premiére boule tirée est blanche”.

@I B: “Les deux boules tirées sont de couleurs dif-
férentes”.

I@ C': “La seconde boule est une boule noire”.

Exercice 192.
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Voici les derniers résultats au devoir de mathématiques de 35 éléves d'une classe de seconde :

Notes 5|7 (8|10 |11 |13 |14 |15 |16 | 18
Effectifs |2 |4 | 4| 6 | 4| 3 | 5 | 2| 3| 2

_ Calculer la moyenne de cette série, arrondie au centiéme.

3]

. Calculer la médiane de cette série. Interpréter le résultat a 'aide d’'une phrase.

[+

. Calculer les quartiles @, et Q3.

i

. L'enseignant décide d'ajouter un point a tous les éléves. Quelle sera la nouvelle moyenne a ce devoir?

on

_ Les notes de Tristan sur les cing devoirs du trimestre sont -
e 15 et 19 coefficient 1;
o 16 coefficient 2;
e 15 et 18 coefiicient 3.
a. Quelle est la moyenne de Tristan ?

. b. Quelle doit &tre sa note au prochain devoir. qui sera coefficient 2, pour obtenir 17 de moyenne?
Exercice 193.

Exercice 194. 1. Une urne contient des boules jaunes, des rouges et des
vertes. Un tiers des boules sont vertes et il y a deux fois plus de boules
TOUges que jaunes.

On tire au hasard une boule de l'urne et on note sa couleur. Quelle est
la loi de probabilité de cette expérience aléatoire ¢

2. Un dé cubique mal équilibré tombe deux fois plus souvent sur 6 que sur
les autres faces qui, elles, tombent a la méme fréquence.
Quelle est la loi de probabilité des résultats de ce dé a six faces ?

Exercice 195. On lance un dé cubique numéroté de 1 a 6 puis un dé té-
traédrique numéroté de 1 a 4. On considére le nombre de deux chiffres ainsi
formé (le chiffre des dizaines est donnée par le dé cubique).

1. Quelle est probabilité d’obtenir un multiple de 8 %

2. Est-ce que cette probabilité est la méme si on inverse les lancers de dé
(c’est-a-dire si le chiffre des dizaines est donné par le dé tétraédrique) ?

Exercice 196. Un club pour adolescent organise des activités pour les va-
cances. Il propose une activité kayak, une activité escalade et une activité
vélo. 160 adolescents participent au club. Parmi eux 57,5% sont des filles.
45% des adolescents se sont inscrits a lactivité vélo. Il y a autant d’ins-
crits a Uactivité escalade qu’a lactivité kayak. Un quart des garcons a choisi
lescalade et 75% des filles n’ont pas choisi le kayak.

1. Recopier et compléter le tableau des effectifs suivant.
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Kayak | Escalade Vélo Total

Filles

Gargons

Total 160

2. On choisit au hasard un adolescent du club. On consideére les événe-
ments suivants :
o I': « L’adolescent choisi est une fille. »
o K : « L’adolescent s’est inscrit a l'activité kayak. »

e E : « L’adolescent s’est inscrit a activité escalade »

(a) Déterminer P(E), P(F) et P(K).

(b) Décrire par une phrase les événements : FNK, FNK, FUE,
KNE et FUK

(¢) Calculer les probabilités des événements précédents.

3. On choisit un adolescent au hasard parmi ceux inscrits a l'activité vélo.
Quelle est la probabilité que ce soit un gargon ?
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15.11 Fonction de références

15.11.1 Evaluation diagnostique

Enoncé

Exercice 197. Soit f une fonction affine de la forme : f(x) =3z + 2
1. Calculer l'image de 3,5 par f.
2. Le point (1,6) appartient-il a la courbe représentant f ¢
3. Calculer Uantécédent de 4 par f.

Exercice 198.

On considére la fonction alline [ dont 45
I'image de x s’exprime par:

flz) =3z +2 7
Dans le repére (U, I ,I) ci-contre, est 4
donnée la droite % représentative de la | /
fonction f. /

-’_\\\'l &

(1) Graphiguement, donner I'anté-
cédent du  nombre 05 par la /
fonction f.

(2) (a) Résoudre I'équation :
flx)=8
(b) En déduire I'antécédent du nom- /
bre 8 par la fonction f /

TP [

(2]

e

L 4

Capacités attendues

Les deux exercices qui ont la méme structure étaient la pour vérifier que
le vocabulaire d’analyse (image, antécédent, concept d’une fonction) était
acquis. On rappelle, toutefois, quun chapitre sur les fonctions affines fut
réalisé au premier trimestre.

On en profitait a la question 2 pour réactiver les connaissances autour de
I’équation de la courbe représentative de f, y = f(x).
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La derniere question était aussi I’occasion de vérifier les acquis autour des
équations du premier degré.

Le premier exercice proposait une résolution algébrique tandis que le second
était la pour proposer une résolution graphique plutét qu’algébrique.
Analyse des rendus des éléves

Plusieurs interprétations sont possibles quant aux raisons des erreurs :

1. Le vocabulaire n’est pas acquis, il en résulte une incompréhension des
questions autour des images et antécédent. Ce manque est assez pro-
blématique, car il ne permet pas de repérer les lacunes existantes du
fait que les exercices ne peuvent étre entamés.

2. Les techniques autour des équations du premier ne sont pas acquises.
De ce fait, des erreurs de calcul surviennent.

3. L’expression algébrique d’une fonction et ses incidences ne sont pas
maitrisées.

4. La définition C; = {(x; f(x))} n’est pas comprise, ainsi le lien entre
représentation graphique et expression algébrique n’est pas réalisé.

15.12 Travail transitionnel

On propose plusieurs exercices différents en fonction des manques repé-
rés.

15.12.1 Erreur 1

Pour le 1, on insistera sur la nécessité d’apprendre le cours et le voca-
bulaire dispensé. On proposera, toutefois, aussi les conseils qui suivent a ce
type d’éleve.

Exercice 199.
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E-ﬁ} g c @ Dans le repére ci-dessous, est représentée (2) Donner un antécédent du nombre 2 par la fonction f.
o
3)

la courbe représentative de la fonetion f. (3) Déterminer une valeur approchée de I'antéeédent de 4;
8 7 c’est-d-dire la valeur approchée d'un nombre = vérifiant
flz)=4.
i
6

. /
4 L= J
2
// I
0 2 4 6 8 10

On note f(z) I'image du nombre = par la fonction f.
(1) (a) Compléter le tableau suivant:

x 0 3 6 8 10
J(z)

I@I Donner un antécédent du nombre 6 par la fonction f.

Exercice 200.

E.l[]:: E c e ‘xﬂ& On a utilisé une feuille de caleul
pour obtenir les images de différentes valeurs de x par une
fonetion f.

Voici une copie de 'éeran obtenn

(B2 [=] [ 3. = [=3xDB1 1 |
Al B|lc|D|E|F | @

1 - -2 -1 0 1 2 3 4
2| fix) | -10 -7 -4 -1 2 o
-@- Cuelle est 'image de —1 par la fonction f7
(2) Donner un ‘antécédent du nombre 5 par la fonetion f7

15.12.2 Erreur 2

Pour le 2, on proposera des exercices techniques de collége autour de la
résolution d’équation du premier degré. On insistera sur les regles autour de
Iégalité et le statut de cette derniere (par exemple deux expressions litté-
rales différentes égales représentent le méme nombre).

Exercice 201.
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’_E_-’-l} g c e & Le chocolatier a vendu 315 boites

dans la semaine. Chaque boite contient 19 chocolats. Une
boite vide cotite 200 I,

@ En supposant qu'un chocolat cotite 100 F.
(a) Calculer le prix d’une boite de chocolats?

(b) En déduire combien rapporte la vente des 315 boites
durant la semaine?

@ Quel devrait étre le prix d'un chocolat si le chocolatier
voulait vendre sa boite 2200 F7

Exercice 202.
E.l_l}} R c E On considére les deux programmes de

calcul ci-dessous:

Programme A : Programme B:

® Choisir un nombre ; ® Choisir un nombre;

® Le Multiplier par 3; ® Y ajouter 3;

® Soustraire 4 ® e multiplier par —2;
® Ecrire le résultat final. ® Ecrire le résultat final.

@ Soit 2 le nombre A choisir afin que ces deux programines
de calcul affichent le méme résultat. FEerire I'équation
vérifiée par le nombre .

@ Résoudre I'équation précédente.
Exercice 203.

\E E c E Résoudre les équations suivantes en dé-

taillant votre démarche:
(a) 2(x +5) = 3(2z — 2) (b)2(z—2)—4(1 —=z) =4

(O)3z-2)+4=2—-= (d) 5(z +1) = 3(3 — 2)

15.12.3 Erreur 3

Pour le 3, on reviendra a des exercices d’applications directes sur la dé-
finition de fonction, c’est-a-dire le fait qu’une fonction exprime 1’évolution
d’une quantité par rapport & une variable, évolution qui est linéaire ici.

Exercice 204.
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Danz ot exercice, on considére lo B
rectangle ARC D ci-contre tel gue
500 périmaétre soit feal 4 31 o

n (¥
E’ @ Si un el rectangle a pour longueur 10w, quelle ese
s larpour?
::l__.l:l Proposer une autre longueur ef trouver la largeur cor-
respondante.
() On appelle = la longueur A2,
En utilisant le fait que le porimosre de ABCT eat de
31 cn, cxprimer la largeur B¢ en fonction de x.
(d) En déduire Paire du rectangle ABCD en fonceion de

T.

(2) On considére la fonetion f définie par:
fix) u:l[l.rz,ﬁ ::]

@ Caleuler f(4).
(b) Vérifier quiun antécédent de 52,5 est 5.

Exercice 205.

LArLasan uen Bte esmae

Apres quelques recherches, Denis trouve une autre for-
mule permettant d'obtenir sa FCMC de fagon plus pré-
cise, 5i a designe Page d’un individu, sa FCMC peut étre
calculée a I'aide de la formule de Gellish:

Fréquence cardiaque maximale conseillée :
= 191,5 — 0,007 xage?

- On note g(a) la FCMC en fonction de 'age a, on a donc:
E.QI} ﬁ c E & Pour ses 32 ans, Denis a acheté gla) = 191,5 — 0,007 xa”

un vélo d’appartement afin de pouvoir s'entrainer pendant

I'hiver. La fréquence cardiaque {FC?) est le nombre de pulsa-

tions (ou battements) du coeur par minute

Denis utilise un tableur pour comparer les résultats
obtenus a I'aide des deux formules:

. ) ) ) ) =¥ [=220-K2 ]
Denis souhaite connaitre sa frequence cardiaque maximale -
conseillée (FCMC) afin de ne pas la dépasser et ainsi de mé- A B C
nager son coeur. La FCMC d’un individu dépend de son apge 1 Agea FCMC f(a) FCMC g(a)

a, exprimé en années, elle peut s'obtenir grice i la formule - (Astrand et Ryhming) (Gellish)
suivante ¢etablie par Astrand et Ryhming : 2 30 190 1852

| Frequence cardiague maximale conseillée — 220-ﬁge| 2 31 189 184,773
On note f(a) la FCMC en [onction de 'age a, on a done: 4 32 188 184,332

fla) =220 —a. 5| a3 187 183,877

@} @ Vérifier que la FCMC de Denis est égale a4 188

pualsacionsy . Quelle formule [aut-il inserer dans la cellule €2 puis re-

,:B Comparer la FOMC de Denis avec la FCMC d’une per- copier vers le bas, pour pouvoir compléter la colonne

sonne de 15 ans. “FCMC g(a) (Gellish)”?

15.12.4 Erreur 4

Pour le 4, on soumettra plutét des exercices autour du tracé de courbe
représentative de fonction (méme si c’est le point important du chapitre qui
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arrive) ; on insistera sur la définition de la courbe Cy et sur le fait qu'un
point de coordonnée (z;y) appartient a Cy si et seulement si y = f(x).

Exercice 206.

Bl € @
Proposition: dans le plan muni d’un repére, on consid-
ére la courbe % représentative de la fonction f. Le point
A(z 4 ;ya) appartient 4 la courbe % si les deux conditions
suivantes sont vérifiées

® 1,4 appartient i 'ensemble de définition de f (z,cDy)

¢ L'image de z4 est ya  (f(za) =ya)

On considére la fonction f dont I'expression est définie par la
relation: f(z)=2x* 3z42

Parmi les points ci-dessous, quels sont ceux qui appartiennent
A la courbe ¥ représentative de la fonction f:
A(1:;2) ;3 B(4;22) ; C(-1;9) ; D(0;3)

Justifier ving rénnnses

Exercice 207.

|-
m 1. Soit la fonction h définie sur [0 ; 5] G
par h(x) =4 - (x-3)%
a) Construire un tableau de valeurs de la fonction h avec
un pas de 0,5.
b) Tracer un repére. On prendra comme unité 1 cm pour
I'axe des abscisses et 1 cm pour I'axe des ordonnées.

¢) Tracer la courbe de la fonction h. &
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15.13 Courbes de fonctions

Exercice 208. On étudie la fonction carré k définie par k(z) = x2.

1. Construire un tableau de valeurs pour la fonction k avec un pas de 1
sur lintervalle [—6; 2].

2. Tracer un repere orthogonal en prenant comme unité 1 cm pour l’aze
des abscisses et 1 cm pour l'axze des ordonnées.

3. Dans ce repére, placer les points de coordonnées (x,2%) associés au
tableau de valeurs puis tracer la courbe représentative de k sur [—6;2].

Exercice 209. On étudie la fonction racine carré g définie par g(x) = \/x.

1. Construire un tableau de wvaleurs pour la fonction g avec les valeurs
sutvantes : 0; 4; 9; 16; 25; 36; 49; 64 ; 81; 100.

2. Tracer un repére orthogonal la courbe représentative de g sur [0; 100]

Exercice 210. On étudie la fonction cube j définie par j(x) = 3.

1. Construire un tableau de valeurs pour la fonction k avec un pas de 1
sur lintervalle [—5;5].

2. Tracer un repére orthogonal la courbe représentative de j sur [—5;5].
Exercice 211. 1. Tracer la courbe de la fonction cube sur [—3;3].
2. Déterminer graphiquement par la fonction cube :

(a) limage des nombres : 8; 2; -1; 2;
(b) les éventuels antécédents de : 1; 0; -1; 5; -10; -27; 8

Exercice 212. On étudie la fonction inverse b définie par b(x) = i

1. Construire un tableau de wvaleurs pour la fonction b avec les valeurs
sutvantes : -4 ; -3;-2; - 1;-0.5; -0.25; 0.25; 0.5; 1; 2; 3; 4 .

2. Tracer un repere orthogonal la courbe représentative de b en prenant
comme 1 ¢cm sur l'ace des abscisse comme unité et 1 cm sur l'aze des
ordonnées pour 0,5 unité.

Exercice 213. Soit la fonction h définie sur [0;5] par h(z) = 4 — (z — 3)%.

1. (a) Construire un tableau de valeurs de la fonction h avec un pas de
0,5.

(b) Tracer un repére. On prendra comme unité 1 cm pour l'aze des
abscisses et 1 cm pour l'axe des ordonées.
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(c) Tracer la courbe de la fonction h.

2. Reprendre la question 1. avec la fonction h : x — x_‘?_l sur [0;5].

Exercice 214. Dans un repére, tracer la courbe représentative de la fonction

défnie sur [—4; —2[J] — 2; 3] par f(x) = ;—1;

Exercice 215. On considére la fonction f définie sur R par f(x) = 23 +5
et Cy sa courbe représentative dans un repére.

1. (a) Calculer l'image de 10 par f.
(b) Le point A(10;1005) appartient-il a Cs ?

2. Calculer l'ordonnée du point B d’abscisse —2 qui appartient d la courbe
représentative de f.

Exercice 216. On considére la fonction g définie sur | —oo; —1[U] — 1; 00|

par g(x) = 41%:36 et Cy sa courbe représentative dans un repére. Le point

B(xp;5) appartient a Cy. Déterminer l'abscisse du point B.

Exercice 217. On considére la fonction g définit sur R par g(x) = (6x —
2)(3x +5) et Cy sa courbe représentative dans un repére.

1. Le point M(%, 5) appartient-il a Cy ?

2. Le point R a pour abscisse 2 et appartient a Cy. Quelle est son ordon-
née ?

3. Calculer les abscisses des points S et T appartenant a Cy tels que leurs
ordonnées sotent nulles.
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15.14 Parité et encadrement de nombres réels

Exercice 218.

Pour chacune des courbes ci-dessous, dire si elle semble
étre la courbe représentative d'une fonction paire, d'une
fonction impaire ou d'une fonction qui n'est ni paire niimpaire.

a) £y b) £y

/
[~
\ &

Y.

S

) % Jky d) l\y

N
/
/

0 N /0 \
N

Exercice 219. Considérons une fonction f définie sur [—3;3]. On sait que

f(1) =3, f(2,5) =4, f(3) =1 et que f est paire.
Tracer Uallure de la courbe possible pour f.

Exercice 220. Considérons une fonction impaire f sur R. Montrer que

£(0) =0.
Exercice 221. Soit g la fonction définie sur R par g(z) = x> + 4z.
1. Calculer les images de 1 et -1 par g.
2. La fonction g est-elle paire ¢
3. La question précédente suffit-elle pour affirmer que g est impaire ?
4. Montrer que g est impaire.

Exercice 222. 1. 1l existe deuxr nombres entiers égaux d leurs carrés.
Lesquels ?

2. Tracer les courbes des fonctions f(x) = = et g(x) = 2* dans un repére
orthogonal. Comparer z? et .

Exercice 223. Considérons deuz fonctions f et g définies sur R par f(z) =
22 et g(x) = —4x — 4.
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1. Dans un repere orthonormé, tracer les courbes représentatives des fonc-
tions f et g.

2. Congjecturer la comparaison de f(x) et g(x) selon les valeurs de x.

3. Factoriser la différence f(x) — g(x) puis démontrer la conjecture pré-
cédente.

Exercice 224. La distance entre le domicile de Lisa et son lieu de travail
est de 60km. Suivant les jours, elle met entre 1h15 et 1h30 pour effectuer
le déplacement.

On note t (en h) la durée en trajet et v (en km.h™1) la vitesse moyenne de
Lisa sur ce parcours.

1. Exprimer v en fonction de t
2. Donner un encadrement de t en heures.
3. En déduire un encadrement de v.

Exercice 225. A l'intérieur d’un piston, la pression P, en bars, et le volume
V', en litres, suivent la loi : P xV = 1.

1. Expliquer pourquoi cette loi est liée a la fonction inverse.

2. A Uintérieur du pisto, le volume peut varier entre 0,5 et 5 litres.
Quelles sont les valeurs possibles pour la pression ?

Exercice 226. Prenons f et g deux fonctions définies sur R* =]—o0; 0[U]0; +00]
par f(z) = L et glz) = 2.

1. Afficher d l’écran de la calculatrice, dans une méme fenétre, les courbes
représentatives de f et g. Préciser la fenétre utilisée.

2. Conjecturer la position relative de ces deux courbes.

3. Démontrer cette conjecture.

199



15.15 Résolution d’équations et d’inéquation

Exercice 227. 1. Dans un repére orthogonal, tracer la courbe représen-
tant la fonction carré.

2. Utiliser ce graphique pour déterminer dans chaque cas les nombres
réels x tels que :

e 0<22<3.
e 2<22< 16
o« 22>7

Exercice 228.

E voici la courbe 7“

représentative 2*\ '
d’une fonction f
définie sur [0 ; 7].
Estimer les solutions
des équations :
a)fix)=2 b) fix)=0 ) flx) =-1 d) f(x) =1

=
=
-

-

/
 Ax

Exercice 229.

KB voici 1a courbe | Ly
représentative d'une \
fonction k définie sur \
[-3;4] }
Estimer les solutions
des équations et iné-
quations suivantes.

a) k(x)=1 b) k(x) =0 ) k(x)
d) k(x) <0 e) kix) = -2 f) k(x)

- N

A &)

N

Vv
N

Exercice 230.
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]
aoo
]

m On donne ci-dessous la courbe représentative 5=
de la fonction f définie sur [-2 ; 5] par f(x) = 0,5x2 - 2x - 1.

le

B

N\ [,

N T

I~ -

\ Ak

1. Estimer graphiquement les deux solutions de I'équation
flx)=1.

2. Voici un tableau de valeurs de la fonction f.

[Fe 45 4,6 47 48 4,9 5,0
|
i

f(x) 0125 0,38 0,645 0,92 1,205 1.5

a) Donner un encadrement d'une des solutions de |"2quation
flx)=1.

b) Quelle est la précision de cette approximation ?

3. A l'aide de la calculatrice, donner un encadrement au
dixieme prés, puis au centiéme prés de l'autre solution.

Exercice 231.

m Résoudre dans R les équations suivantes.
a)2x2-14=22 b)x3-13=102

<) 3J/x =60 d) 2x3+ 15=71
Exercice 232.

m 1. Déterminer les images des nombres suivants par
la fonction carré. 1
a)4 b) -3 ) 10° d) =

2. Déterminer les éventuels antécédents des nombres
suivants par la fonction carré.
a)6 b) 64 c)-2 d) 106

Exercice 233.

On souhaite résoudre dans R l'inéquation 2x2 + 6 < 8.
1. Montrer que c'est équivalent a résoudre x2 < 1.
2. En déduire I'ensemble des solutions de 2x2 + 6 < 8.

Exercice 234. On souhaite résoudre dans R linéquation 2% +6 < 8.
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1. Montrer que c¢’est équivalent d résoudre x> < 1.
2. En déduire l’ensemble des solutions de 2x% 4+ 6 < 8.

Exercice 235.

E¥E voici les courbes | | ;Ej’ @,
représentatives des fonctions |

et g définies sur[-2 ; 3]. 12T ke
Résoudre graphiquement _ 1 A2
les équations et inéquations r } X;
suivantes, 240 > 3

a) g(x) = f(x) | |. i

b) g(x) = f(x) . o

) glx) > flx) /Q

202



15.16 Exercices d’approfondissement

Exercice 236. Le prix de l’essence sans plomb est de 1,80 euro le litre.
Marius veut faire le plein de sa voiture. Il compte mettre x litres dans son
réservoir vide qui peut contenir 40 litres. La station dans laquelle il se sert
ne délivre pas moins de 5 litres.

On considere la fonction P qui a chaque valeur de x associe le priz payé par
Marius.

1. D’apres le contexte de l’exercice, a quel intervalle x appartient-il ¢
2. Quel est l’ensemble de définition de la fonction P ¢
3. Déterminer Uexpression algébrique de la fonction P.

Exercice 237. Considérons les fonctions f(z) = x, g(z) = 2% et h(x) =

N

1. Tracer les courbes représentatives de f,g et h sur Ry = [0;400].

2. (a) Résoudre 2> —x >0 sur R.
(b) Comparer f et g sur [0;1] et [1;+o0]

3. (a) Pour tout réel x > 0, établir que f(x) — h(x) = ;i?/%

(b) Comparer les fonctions f et h sur les intervalles |0; 1] et [1; +00[96 <

Exercice 238. Dans le cadre d’un projet, un groupe a lancé un petit proto-
type de fusée. La hauteur h en meétres du projectile en fonction du temps t
en secondes a pu étre modélisée par la fonction h définie par h(t) = 25t —t2,

1. Quelle est la hauteur du projectile au bout de 3 secondes ¢
2. Construire un tableau de valeurs avec un pas de 0, 5.

3. Trouver a l'aide d’une calculatrice une valeur approchée, au centiéme
pres, de la durée pendant laquelle la fusée reste a une altitude supé-
rieure ou égale a 10 m.

4. Au bout de combien de temps la fusée retombe-t-elle au sol 2 Sur quel
intervalle cette modélisation a-t-elle du sens ?

Exercice 239. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 32>+ 6 et Cs sa
courbe représentative dans un repére.

1. Le point A(—1;9) appartient-il a Cy ?

2. Calculer l'ordonnée du point B d’abscisse 4 qui appartient d la courbe
représentative de f.
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3. Existe-t-il des points de Cy dont l’ordonnée est égale a 337 Si oui,
donner leurs coordonnées.

4. Considérons la fonction g(z) = x3 + 3z — 21 pour tout réel x.

(a) Montrer que résoudre f(z) < g(z) revient a résoudre 27 < z3.
(b) Résoudre f(z) < g(x).
Exercice 240. On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction
NEuN

2803

h définie sur R.

1. Conjecture la parité de h.

2. La fonction h est définie par h(z) = (% — a)? ot a est un réel.
Sachant que la courbe de h passe par le point de coordonnées (1;0)
déterminer la valeur de a.

3. Le point B(1,5;2) appartient-il a la courbe de h ¢

Exercice 241. 1. Dans un repére orthonormée d’unité 1 c¢m, tracer la
représentation de la fonction carré sur [0;9].

2. Tracer la droite A d’équation y = x.

3. Tracer la courbe symétrique par rapport da la droite A de la représen-
tation graphique de la fonction racine carré.

4. Cette courbe est une porte portion de la courbe d’une fonction connue.
Laquelle ?

5. (a) Pour tout réel x que vaut v a? ?
(b) Pour tout réel x positif, que vaut (\/x)* ?

Remarque 54. On dit que les fonctions carré et racine carrée sur Ry =
[0; +00] sont réciproques. Graphiquement, cela se traduit par la symétrie
observée dans l’exercice.
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15.17 Vecteur avec coordonnées

15.17.1 Lecture graphique
Exercice 242. 1. Placer le point A(—3;4).

4
2. Soit W (_3). Placer les points B et C' tel que E = et CTZl = 1.
3. Que peut-on dire du point A ?

—2
Exercice 243. Soient A(6;5), B(2; —3) et 7( ) )

1. Placer le point C' tel que @ =.
2. Placer le point D tel que Iﬁ =.

3. (a) des points C et D.
(b) des vecteurs ]_ﬁ, DA et CB.

15.17.2 Coordonnée d’un vecteur par le calcul

Exercice 244. On considére les points A(l_;2>), B(—2;5) et C(—3;-3).
Calculer les coordonnées des vecteurs zﬁ, CA et BC.

Exercice 245. Soient les points A(3;5), B(2; —1),C(—2;—4) et D(—1;2).
1. Calculer les coordonnées de 1@ et 58

2. Que peut-on dire du quadrilatére ABC'D ?
15.17.3 Coordonnée d’une expression vectorielle

2 -1
Exercice 246. Considérons les vecteurs suivants i ( 4> et 7( 3 )

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs 2 et — 0 .

2. Quelles sont les coordonnées du vecteur & vérifiant l’égalité W =21"—

o2

Exercice 247. Soient A(3;—2;), B(—1;2) et C(2;3). Calculer les coordon-

nées de %B? — 31@.
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15.17.4 Coordonnée du milieu

Exercice 248. On donne les points A(2;3) et B(—1;—4).
Déterminer les coordonnées du milieu du segment [AB].

Exercice 249.

Descartes est le premier mathématicien
a associer 'algébre et la géométrie, en
attribuant des nombres aux vecteurs
pour déterminer leur position. Cela
permet de résoudre un probleme
géométrique par un calcul.

il
Soient les points P(—i z —-),
AL

René Descartes

A R[—% 2 %] etT(-2;2). (1596-1650)

1. Déterminer le milieu de [PR].
2. Démontrer que PART est un parallélogramme.

15.17.5 Norme et longueur

Exercice 250. Considérons les points F(7;—1), I(5;—4) et L(—4;2).
1. Calculer les longueurs FI,FL et IL.
2. Justifier que le triangle FIL est rectangle en 1.

Exercice 251. Considérons les points A(—2;1), B(—4;4) et C(0;—2).
1. Calculer les longueur AB, AC et BC.

2. Les points forment-ils un triangle ou sont-ils alignés ¢

15.17.6 Colinéarité

Exercice 252. On considére le cercle C de centre 1(—4;2), de rayon 5.
Parmi les points suivants, lesquels appartiennent a C ?

1. A(0;5)
2. B(—3;7)
3. C(-9;2)
4. D(=17;-2)
. . . ? —
Exercice 253. Soit ABCD wun carré de centre O. On note AB = 1 et
— N e
AD = j et on se place dans le repére (A i, j ).
- =

1. Quelle est la nature du repére (A, i, j)
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2. Quelles sont les coordonnées de A, B et D ?

3. (a) Ezprimer A0 en fonction de AB et AD.

(b) En déduire les coordonnées du point O

4. Soient E le point défini par fﬁ = /ﬁ + E et F' le point défini par
AP = AC — LAD.
Exprimer le vecteur xﬁ en fonction des vecteurs A-B) et @ En dé-
dusire les coordonnées du point E.

5. Quelles sont les coordonnées du point I ?

6. Les points O, FE et F sont-ils alignés ?
15.17.7 Détermination des coordonnées d’un point

-2
Exercice 254. Les coordonnées du vecteur @ sont ( 3 ), celles du point
A(5;2).
Calculer les coordonnées du point B telles que E =.

Exercice 255. Considérons les points A(3;—2) et M(0;3).
Déterminer les coordonnées du point B tel que M soit le milieu du segment
[AB].

Exercice 256. Considérons les points A(—1;1) et D(2; —3). Déterminer les
coordonnées des points B et C tels que ABDC' soit un losange.
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15.18 Séance d’exercice noté le 11/04/2024

Exercice 257 (2 points). 1. Comment obtient-on le coefficient multipli-
cateur global associé a deux évolutions successives ¢

2. Comment obtient-on le coefficient multiplicateur réciproque associé a
une évolution ¢

Correction 69. 1. Si on a deux coefficients multiplicateurs ¢; et co, on
obtient le coefficient multiplicateur global ¢ en réalisant le produit
Cc =1 X Ca.

2. Si on a un coefficient multiplicateur c alors le coefficient multiplicateur
de I’évolution réciproque est %

Exercice 258 (4 points). 1. Un priz augmente de 10% puis baisse de
40%

(a) Calculer le coefficient multiplicateur global.

(b) En déduire le tauz d’évolution global.

2. Reprendre les mémes questions pour une baisse de 70% puis une hausse
de 200%.

Correction 70. 1. (a) Le coefficient multiplicateur global est ¢ = 1,1 x
0,6 = 0,66
(b) On al’égalité c=1—t donct=c—1donct=0,66—1=—0,44
donc on a une baisse de 44%.

Exercice 259 (2 points).
Une fonction [ a les propriétés suivantes :

o elle est définie sur [0; 8]

o [équation f(z) =3 a deuz solutions : 1 et 3.

e [’image de 0 est 1;

o Uinéquation f(x) <0 a pour ensemble solution [5;7].
Tracer dans un repére une courbe possible pour la fonction f.

Exercice 260 (4 points).

On considére dans la fonction h définie sur R par

h(z) = (x — 2)(2z — 30). Déterminer les points d’intersections de la courbe
représentative de h avec les axes du repére.

Exercice 261 (3 points).
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (x —2)(z + 3)
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1. Calculer les images de 4 et -4 par f.
2. La fonction f est-elle paire ou impaire ¢

Exercice 262 (2 points). Eva a allumé le chauffage dans sa chambre. Au
départ, la température était de 16 °C. Eva constate que toutes les heures la
température semble augmenter de 0,7 °C.

T est la fonction donnant la température de la chambre d’Eva en fonction
de n le nombre d’heures écoulées depuis la mise en route du chauffage.

1. Donner T(0), T(1) puis Uexpression de T'(n) d’aprés les constations
d’Fva.

2. Cette expression T'(n) a-t-elle du sens pour tout nombre d’heures écou-
léesn ¢

Correction 71. 1. On a T(0) = 16,7(1) = 16 + 0,7 = 16,7 donc T'(n) =
16471 x 0,7.

2. Elle a un sens mathématique, mais dans la réalité la fonction 1" attein-
dra une valeur maximum 7'(m) au bout d’un certain nombre d’heure
m.

Exercice 263 (2 points).
Résoudre dans R,/3x +1 = 2.

Correction 72. Tout, d’abord 3z + 1 > 0 car la fonction racine carré n’est
définie que sur RT = [0; +o00[. Donc z > —%, donc I’équation est résoluble.
Alors, on a :

V3r+1=2 < 3+l =22 « 3r+1=4 < 2 =1 donc
I’ensemble des solutions est S = {1}.
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15.19 Equations de droites

15.19.1 Equation cartésienne de droite

Exercice 264. Considérons deuzr points distincts A et B, prenons k €
[=5;5].

1.

Tracer la droite (AB) puis tracer un représentant de kﬁ d’origine A
pour créer le point M.

Pour quelles valeurs de k, a t on que :

(a) le point M est confondu avec A ?
(b) le point M est confondu avec B ?
(c) le point M est le milieu du segment [AB] ¢

Ou se situent tous les points M pour lesquels :

(a) k est un réel compris entre 0 et 1 ¢

(b) k>1°¢

(c) k<0?

Considérons maintenant les points N tels que ﬁ = hB? ou h est
un réel.

(a) Ou se situent tous les points N ¢

(b) Quelles sont alors les valeurs du paramétre h correspondant auz
points A, B et C ?

(¢) Dans ce cas, quel point joue le role de lorigine et quel est un
vecteur directeur de la droite (AB) ¢

Exercice 265. On donne une équation cartésienne de la droite (d) : x —

3y+7=0.
1. Le point C(—3;1) appartient-il ¢ cette droite ?
2. Déterminer l'ordonnée du point D d’abscisse % qui appartient da la
droite d.
3. Déterminer abscisse du point E d’ordonnée —% qui appartient a la
droite d.
4. Donner un vecteur directeur de cette droite.

Exercice 266. Déterminer les coordonnées des points d’intersections de la
droite d’équation cartésienne 2x — 6y + 3 = 0 avec les deux azes du repére
orthonormé.
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Exercice 267. Considérons la droite d’équation cartésienne 3x—5y—2 =10

1. Déterminer les coordonnées du point d’intersection avec l’axe des abs-
cisses.

2. Déterminer les coordonnées du point d’intersection avec l’'axe des or-
données.

Exercice 268. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant
par le point A(_ll) et de vecteur directeur 7(_3’2)

Exercice 269. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant
par le point A(7?) et de vecteur directeur W (2).

Exercice 270.
Pour chacune des droites représentées, donner un
vecteur directeur, un point et une équation cartésienne.

N
. i
\ 3/
| ds\\'a d1 >
AT >
10/l \1 2 3 4

EXs

Exercice 271. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant
par les points :

1. C(0;5) et D(3;—2).
2. S(—2;-3) et V(0;3).

Exercice 272. On considére le carré ABCD tel que A(0;0) et B(2;0).
Déterminer une équation cartésienne de la droite de (BD).

Exercice 273. Représenter les droites d’équations cartésiennes :
1. -4z +3y+2=0.
2. 3x+2y—1=0.

3. r—4=0.
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4. 2—=3y+1=0
Exercice 274. Représenter les droites suivantes :

1. Celle qui passe par le point A(—2;3) et de vecteur directeur 7(_41)

2. Celle qui passe par le point B(3;—1) et de vecteur directeur 7(32)
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15.19.2 Equations réduite de droites

Exercice 275. On considére la droite d’équation réduite y = —2x + 1.
1. Le point A de coordonnées (1;2) appartient-il ¢ la droite ?
2. Déterminer l'abscisse du point de la droite d’ordonnée -1.

3. Déterminer l'ordonnée du point de la droite d’abscisse —3.

Wi

Exercice 276. Considérons la droite d’équation réduite y = gx —
1. Quelle est la valeur de son coefficient directeur m ?
2. Quelle est la valeur de son ordonnée a l'origine p ¢

Exercice 277. Considérons la formule donnant l'aire d’un cylindre A =
2nrh. Exprimer la hauteur h en fonction de A et r.

Exercice 278. Soit la formule donnant la vitesse v en fonction de la dis-

tance d et du tempst : v = %.

Ezxprimer le temps t en fonction de v et de d.

Exercice 279. Dans un repére orthonormé, représenter les droites d’équa-
tions réduites :

1. yz%x—l—Z
2. y=2

3. y:%x—l
4. x=-3

Exercice 280.

Pour chacune des droites représentées ci-dessous, lire
graphiquement son équation réduite.

m Méme exercice que le EZ avec les droites suivantes.

L P 7“
PES [ 4
N 7 NENEZaD

o \ dz /d] ’d’ /
LLINL AL N % | /]
i -5 LN >
110 1/ 3 4 5 5 -110 /\2\3 4 6

0
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Exercice 281.

m On considére la droite d représentée
dans le repére ci-dessous.

A o
217
'l._-
A X
o : =
10 172 3 4 5 ¢
)

1. Donner graphiqguement les coordonnées d’un vecteur
directeur de la droite d d'abscisse 3.

2. En déduire les coordonnées d'un vecteur directeur d'abs-
cisse 1 et d’'un autre d'abscisse -2.

3. En partant du point A(2; 0) et en se déplacant de -2

. 4 .
horizontalement et de —— verticalement on trouve le
point d'intersection de la droite avec I'axe des ordonnées.

En déduire la valeur de p.
4. Donner I'équation réduite de la droite d.

Exercice 282. 1. Calculer le coefficient directeur de la droite (AB) pas-
sant par A(2;—1) et B(—3;2).

2. Trouver l’équation de la droite réduite de la droite (GH) passant par
les point G(—2;5) et H(4;—1).

Exercice 283. Trouver l’équation réduite de la droite :
1. de coefficient directeur —% et passant par le point A(—1;—2)
2. de coefficient directeur % et passant par le point B(2;—3).

Exercice 284. Déterminer l’équation réduite de la droite passant par le
point D(3; —1) et de vecteur directeur 7(_23)

Exercice 285. On considere le triangle ABC' rectangle en A et tel que
AC =2AB, A(0;0) et B(3;0).
Déterminer ’équation réduite de la droite (BC) par le calcul.
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15.19.3
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15.19.4 Equations de droite 4

Exercice 286. Mazence a dit a son cousin Thomas :« Cette année, j’ai
le double de ton age. » Thomas répond a Mazxence : « Dans douze ans, la
somme de nos dges sera le double de celle de cette année. »

Déterminer l'age de Maxence et de Thomas.

Exercice 287. Dans un repére orthonormé (O; I;J), on considére les points

A(=3;5), B(9;2) et C(2;0).

1.

2.

Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).
Montrer que le point C' n’appartient pas d la droite (AB).

Déterminer une équation cartésienne de la droite d passant par le C

. . 7
et de coefficient directeur 3.

. Déterminer les coordonnées du point d’intersection M des droites (AB)

et d.

Déterminer l'abscisse du point d’intersection P de la droite (AB) avec
laxe des abscisses.

Exercice 288. Dans un repére orthonormée, on considére les carrés ABC D

et BEFG tels que A(0;0), B(1;0),C(1;1) et E(3;0).

1.

2.

Déterminer les équations réduites des droites (AG) et (CE).

Déterminer les coordonnées du point d’intersection K avec ces deux
droites.

Déterminer ’équation réduite de la droite (DF).

. Montrer que le point K appartient d la droite (DF').

Déterminer les coordonnées du point d’intersection des droites (DF')
et (AB).

Exercice 289. On considére un segment [AB] et un point C' n’appartenant
pas a [AB]. On prend (A(0;0),B(1;0) et C(a;b) ou a et b sont des réels

quelconques.
1. Placer le point D tel que E = 6CT>4.
2. Déterminer les cordonnées du point D et du point K milieu du segment
[BD] en fonction de a et b.
3. Déterminer une équation cartésienne de la droite (CK), en fonction

de a et b.
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4. Déterminer les coordonnées du point d’intersection M des droites (Ck)
et (AB), en fonction de a et b.

5. Quelle remarque peut-on faire sur ce point M si on modifie le point

c?

Exercice 290. Considérons un triangle ABC rectangle en C' tel que AB =
6, AC =b et BC = a.

1. Sachant que son aire vaut 8,64cm?, déduire la valeur du produit ab.
Combien vaut a® + b> ?
En déduire les valeurs de (a + b)? et (a — b)2.

En déduire les valeurs de a + b et a — b.

GvoB Lo e

Quelles sont les longueurs des cotés AC' et BC ?
Exercice 291. Considérons la fonction inverse f(x) = % et deux points
A et B d’abscisses respectives a et b strictement positives appartenant d sa

représentation graphique.
1. Donner les coordonnées des points A et B.
2. Déterminer l’équation réduite de la droite (AB) en fonction de a et b.

3. Déterminer les coordonnées des points d’intersections de cette droite
avec les deux axes du repeére.

4. En déduire qu’il n’existe pas deux entiers distincts tels que 1 = é + %

Exercice 292. On considére un carré ABCD de cété 1, un triangle équila-
téral ABE a lintérieur du carré et un triangle équilatéral BC'F a lextérieur
du carré. On utilise le repére (A; B; D).

1. Tracer une figure de la situation.

2. Montrer que les coordonnées de E et F sont : E(%; ?) et F(1+§; 5.

3. On veut montrer l'alignement des points D, E, F par plusieurs mé-
thodes.
(a) Démonter par le calcul vectoriel.

(b) Déterminer une équation de la droite (DE), puis vérifier que le
point F' appartient ¢ (DE).

(c) Déterminer les angles des triangles ADE, BEF puis CDE. Conclure.

Exercice 293. On place un point M(a;b) sur le cercle de centre O et de
rayon 1 dans un repére orthonormé (O;1;J).
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1. Déterminer ’équation réduite de la droite (OM) en fonction de a et
de b.
Indications : Deux droites sont perpendiculaires si et seulement si le
produit de leurs coefficients directeurs vaut —1.

2. En déduire I’équation de la droite perpendiculaire a (OM) passant par
M. Cette droite est la tangente au cercle en M.

3. Déterminer les coordonnées des points d’intersections de cette tangente
avec les azes de coordonnées en fonction de a et b.
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15.20 Devoirs Maison

15.20.1 Devoir Maison n°1

Il faut justifier tous les raisonnements et calculs. Les efforts de rédactions
et raisonnements formalisés seront valorisés.

Nombres et Calculs

1.

6.

Il y a environ 2 x 10 atomes de cuivre dans 211ng de cuivre. On
rappelle que ng est ’abréviation de nanogramme et qu’un nanogramme

est égal & 1072, Quelle est la masse d'un atome de cuivre ?

1
Si Julie prend 6 d’une tarte, Léo prend la moitié de ce qu’a laissé

Julie, quelle est la fraction de tarte qui reste ?

Ecrire la décomposition en facteurs premiers des nombres 1266 et 387

2
puis rendre irréductible la fraction %

Développer et réduire 'expression (5z — 4)(2x + 12).

Résoudre les équations suivantes :

e bxr —1=09.
o 4z —8 =Tz + 4.
e 22—-16=0.

Pour deux nombres réels a et b, développer (a + b)? et (a — b)2.

Organisation et gestion de données

1.

Voici les notes que Louis a obtenues durant le trimestre : 13; 10; 8; 14; 15.
Calculer la moyenne trimestrielle de Louis 7

. On lance dix-mille fois un dé cubique équilibré dont les faces sont

numérotées de 1 a 6 et on note les fréquences d’apparition de chacune
des valeurs. Que pouvez-vous dire de ces fréquences ?

Calculer I'antécédent de 10 par la fonction f(x) = —2x — 4.

5
Déterminer la fonction affine f telle que f(—2) = —1 et f(1) = —5
On tire, deux fois de suite et avec remise, une boule dans une urne
contenant une boule bleue et deux boules rouges.

Quelle est la probabilité de tirer successivement deux boules rouges ?
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6. Si le prix d’un kilo de pommes de terre augmente de 1% par mois
pendant une année, de combien a-t-il augmenté au bout de 'année ?

7. Une automobile roule & exactement 90 km/h pendant une heure. Au
bout de 10 mn quelle distance a-t-elle parcourue ?

8. Pour un revenu x compris entre 26420 et 70830 euros, les impots sont
calculés par a l'aide d’une fonction affine f de la forme f(z) = azx +b.

(a) Déterminer a et b sachant qu'un revenu de 70830 euros paye 15682
euros d’impdts, et qu'un revenu de 26420 euros paye 2359 euros
d’imp6ts (on trouvera f(x) = 0,3z — 5567)

(b) Quel est 'impdt pour un revenu de 50000 euros ?
(¢) Quel est le revenu pour un imp6t de 10000 euros ?

(d) Quand le revenu augmente de 1000 euros (en restant entre 26420
et 70830 euros), de combien augmente I'impot ?

(e) Quand le revenu est multiplié par 2 (en restant entre 26420 et
70830 euros), I'impdt est-il multiplié par 27

Géomeétrie

1. Quel est le volume d’un cube dont un c6té mesure 2, 5m ? On donnera
le résultat en m?3 et en dm?3 (décimetre cube).

2. On considere deux triangles rectangles en A, notés ABC et AB'C’,
tels que AB" = 3AB et AC' = 3AC, les points B’ et ¢ étant situés
respectivement sur les demi-droites [AB) et [AC).

Tracer une figure de la situation puis que peut-on dire :

o des aires de ces triangles ?

o des périmetres de ces triangles ?
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15.20.2 Devoir Maison n°2 le 19/10/2023

Exercice 294. Donner tous les nombres entiers appartenant a chacun des
intervalles suivants.

1. [4;10]
2. [2,1;5,2]
3. 13;7]

Exercice 295. Représenter sur une droite graduée chacun des intervalles
suivants.

1. ]1;6]

2. [-0.5;3.2]
3. | = 0032
4. 105 +oo]

Exercice 296. Ecrire les inégalités vérifiées par les réels x pour chacun des
cas suivants.

1. z €[0;1,2]
2. x €] — 53]
3. x € [4,73; +o0]
4. x €] = 00;0f

Exercice 297. Les propositions conditionnelles suivantes sont-elles vraies
ou fausses ? Justifiez

1. 8i 1 < alors x € [0,2; +o00[.
2. Six <m alors x €] — 0033, 1].
3. Six €[0.8;2] alors x € [0,7;1].
4. Siz € [%;2] alors x € [0;1].

Exercice 298. 1. Donner les amplitudes intervalles suivants.

(d) [5—Lig+1], ouneNetn#0

n
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2. Donner un intervalle d’amplitude 0,1 contenant V5.
3. Donner un intervalle d’amplitude 1072 contenant .

Exercice 299. Déterminer lintersection et la réunion des intervalles sui-
vants.

1. [20;25[ et [14;21]

2. ] —00;7,5] et [10;22]
3. ] —1;+o00] et ] —o0; 1]
4. 10;1] et [0,5;0,7]

Exercice 300. Utiliser les intervalles (on pourra utiliser le symbole de
réunion ou intersection) pour décrire, si possible, les ensembles de nombres
x tels que :

I.x<letx>-3
2. x<—-2o0uzx>1
3. r<3d5o0ux<l
4. x>metx <3

Exercice 301.
La formule de Lorentz est une formule donnant la masse idéale (théorique)
en kg noté p(t) d’un homme de taillet (en cm) avec t > 130. Elle est donnée

par : p(t) =t — 100 — —

4

1. D’apres cette formule, quel est le poids idéal d’un homme mesurant
170 em ¢

2. D’aprés cette formule, quel est le poids idéal d’un homme mesurant 2
m?

3. Montrer que p est une fonction affine.
4. Un homme a une masse idéale de 7/ kg. Combien mesure-t-il ?

5. Etablir le tableau de variation et de signe de la fonction p.
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15.20.3 Devoir Maison n°3 : Vecteurs

Exercice 302. 1. @}nstruiﬂe un triangle ABC'. Placer les point D et E
tels que zﬁ =2BA et ﬁ = SB?

2. (a) Justifier que DE = DA + AB + BE.
(b) En déduire que DE = 3AC.

3. Que peut-on en conclure pour les droites (AC) et (DE) ¢

Exercice 303. 1. Construire un parallélogramme ABCD et le point E
tel que fﬁ = QE

2. (a) Justifier que EC = ﬂ+ AB + BC.

(b) Justifier que DB = AB — AD.

3. En déduire que ﬁ = lﬁ
Que peut-on en déduire pour le quadrilatére ECBD ?

Exercice 304. 1. Construire un parallélogramme ABCD.
2. Placer les points M et N tels que m = 2/@ et Xﬁ = 2@.
3. En écrivant W sous la forme m + Zﬁ prouver que m = QB?.
4. Que peut-on en déduire pour la nature du quadrilatére BCNM ?

Exercice 305. A, B et C trois poz’nt:du plan tels que pour tout point M
du plan, on a 2MA —3MN + MC = 0.
Montrer que les points A, B, C sont alignés et représenter ces points.

Exercice 306. 1. Construire un parallélogramme ABCD de centre O.
Nommer I le milieu de [OC].

2. Construire A’ le symétrique de A par rapport a D et O' le symétrique
de O par rapport a B.

—
3. (a) Démontrer que A'C = DB.
—
(b) Démontrer que DB =00

(¢) En déduire que I est le milieu de [A'O'].
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15.20.4 Devoir Maison n°4 : Statistiques et Probabiités

Exercice 307. Une entreprise fabrique des carreaux de ciment qu’elle condi-

tionne par cartons de 25.

Sur les 120 derniers cartons envoyés, elle a re¢u des plaintes (car beaucoup

de carreauz étaient cassés) selon la répartition suivante :
Nombre de carreaur cassés 31 41 51 6 7110
Nombre de cartons 24 16| 22| 28| 25| 5

1. (a) Déterminer le minimum, le maximum, la médiane, les quartiles
et l’écart interquartile de cette série.

(b) Sans calcul supplémentaire, peut-on affirmer qu’au moins 75%
des cartons contenaient 4 carreaux cassés ou plus ?

2. (a) Déterminer la moyenne m et ’écart-type s de cette série.

(b) Quelle proportion des valeurs de la série est dans l'intervalle
[m —2s;m + 2s] ¢

3. Cette société a décidé de changer le type de cartons utilisé pour em-
baller les carreau.
Sur les 50 premiers cartons envoyés de ce nouveau type, la série du
nombre de cassés par carton est résumée par les indications suivantes.

e Q1 =3

o La médiane est égale a 4.
e Q3=5

e m=4,14

e 5=0.94

(a) Ce changement de type de carton est-il efficace ?

(b) Les nouveaux cartons cottent 50 centimes de plus que les précé-
dents et l’entreprise rembourse les carreaux cassés, a 60 centimes
piéce.

Quel type de carton peut-on lui conseiller ?

Exercice 308. Lorsque l’on réalise une expérience aléatoire dont les issues
sont des nombres, on doit que l’espérance associée a cette expérience aléatoire
est la moyenne des issues, pondérée par leurs probabilités.

Calculer l’espérance associée a chacune des expériences aléatoires suivantes.

1. On lance un dé a 6 faces non truqué : on gagne 10 euros si le résultat
est 6 et on perds 2 autrement : le résultat de l’expérience est le gain
algébrique (qui peut étre négatif) réalisé.
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2. On joue 10 euros a quitte ou double sur le noir a la roulette et on consi-
dere le gain algébrique. On rappelle que dans une roulette standard, il
y a 18 cases rouges, 18 cases noire et une case verte le 0).

3. Lorsque l'on va prendre le bus, on attend 1; 2; 8 ou 4 minutes avec
les probabilités respectives de 0,2; 0,35; 0,15 et 0,3 : on considére le
temps passé a attendre le bus.

Exercice 309. Dans un lycée, on demande auz éléves de Seconde de choi-
sir leurs trois spécialités pour la classe de Premiére. Dans ce lycée il y a
seulement les spécialités :

o H « Histoire-géographie, géopolitique et sciences politiques. »
e L « Langues, littératures et cultures étrangéres »

o S « Sciences économiques et sociales »

e M « Mathématiques »

e C « Physique-Chimie »

1. A Uaide d’un arbre, déterminer le nombre de choiz possibles.

2. Calculer la probabilité qu’un éléve choisi au hasard prenne les spécia-
lités M ou L.

3. Calculer la probabilité qu’un éléve choisi au hasard prenne les spécia-
lités M et L.

4. Calculer P(SNC) et P(C)
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15.20.5 Devoir Maison n°5 : Fonction de références

Exercice 310. Une fonction f a les propriétés suivantes :
o elle est définie sur [0; 8]
o [équation f(x) =3 a deux solutions : 1 et 3.
e l'image de 0 est 1;
o linéquation f(x) <0 a pour ensemble solution [5;7].
Tracer dans un repére une courbe possible pour la fonction f.

Exercice 311. On considére dans la fonction h définie sur R par
h(z) = (x — 2)(2x — 30). Déterminer les points d’intersections de la courbe
représentative de h avec les axes du repéres.

Exercice 312. Soit f la fonction définie sur R par f(xz) = (z —2)(x + 3)
1. Calculer les images de 4 et -4 par f.
2. La fonction [ est-elle paire ou impaire ¢

Exercice 313. FEva a allumé le chauffage dans sa chambre. Au départ, la
température était de 16 °C. Eva constate que toutes les heures la température
semble augmenter de 0,7 °C.

T est la fonction donnant la température de la chambre d’Eva en fonction
de n le nombre d’heures écoulées depuis la mise en route du chauffage.

1. Donner T(0), T(1) puis l’expression de T(n) d’aprés les constations
d’Eva.

2. Cette expression T'(n) a-t-elle du sens pour tout nombre d’heures écou-
léesm ?

Exercice 314. Résoudre dans R,+/3z + 1 = 2.
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15.20.6 Devoir Maison n°6 : Vecteur 2

Exercice 315. Considérons les points F(7;—1), I(5;—4) et L(—4;2).
1. Calculer les longueurs FI,FL et IL.
2. Justifier que le triangle FIL est rectangle en I.

Exercice 316. Considérons les points A(—2;1), B(—4;4) et C(0;—2).
1. Calculer les longueur AB, AC et BC.

2. Les points forment-ils un triangle ou sont-ils alignés ¢

-2
Exercice 317. Les coordonnées du vecteur U sont ( 3 ), celles du point
A(5;2).
Calculer les coordonnées du point B telles que ﬁ =.

Exercice 318. Considérons les points A(3;—2) et M(0;3).
Déterminer les coordonnées du point B tel que M soit le milieu du segment
[AB].

Exercice 319. Considérons les points A(—1;1) et D(2; —3). Déterminer les
coordonnées des points B et C tels que ABDC' soit un losange.

BT

Exercice 320. Soit ABCD wun carré de centre O. On note AB = 1 et
— . —-

AD = j et on se place dans le repére (A i, j ).

- —
1. Quelle est la nature du repére (A, i, j)
2. Quelles sont les coordonnées de A, B et D ?

3. (a) Ezprimer A0 en fonction de AB et AD.

(b) En déduire les coordonnées du point O

4. Soient E le point défini par zﬁ = E + E et F' le point défini par
AF = AC — 1AD.
FExprimer le vecteur xﬁ en fonction des vecteurs 1@ et ﬁ En dé-
duire les coordonnées du point E.

5. Quelles sont les coordonnées du point I ?

6. Les points O, E et F' sont-ils alignés ?
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15.21 Evaluations hebdomadaires

Ces interrogations furent principalement effectuées sur le créneau du
mercredi matin et elles duraient 20 a 35 minutes.

15.21.1 Interrogation n°l, le 13/09/2023

Calculatrice interdites.
On rappelle que :

e z € Aselit « x appartient a A ».
o E C F selit « E est inclus dans F ».
Exercice 321 (Question de cours). 2 points
1. Donner la définition d’un nombre décimal.
2. Donner le symbole désignant l’ensemble des rationnels.
3. Donner le symbole désignant les entiers relatifs.

Exercice 322 (Vrai/Faux). 5 points
Justifiez.

1. 2,6 € Z.
2. —\/4e€ 7.
3. DcCZ.

4. Q CN.
1

5. - eD.
3

Exercice 323. 4 points
Donner le nom et le symbole du plus petit ensemble auquel appartiennent les
nombres proposés.

L L
4
2. 5.
3
. =(11 —
3. 5(11-3)
7 2
4 g—(—g)-
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15.21.2 Interrogation n°2, le 02/10/2023
Calculatrice interdites.
Exercice 324 (Question de cours). 3 + % points

1. Donner le symbole désignant les entiers relatifs.

a
2. Si 7 est Décriture sous forme de fraction irréductible d’un nombre

décimal, comment pourrait-on caractériser le dénominateur b ¢
3. Donner la définition d’une fonction affine f.

4. Donner la formule permettant de calculer le tauzx de variation (ou d’ac-
croissement) d’une fonction affine f.

Exercice 325. 2 points

Donner le nom et le symbole du plus petit ensemble auquel appartiennent les
nombres proposés.

3 2 21
1. - — o x —.
T 7 8
2 1
,_i_,
372
2 15T
9 3

Exercice 326. 2 points
4
Soient f(x) = 3% 3 et g(z) = —x + 6 deux fonctions affines.

1. Calculer le taux d’accroissement des fonctions f.

2. Résoudre f(x) = g(x), pour tout nombre réel x € R.

Exercice 327. 2+  points
Pour tout nombre réel x € R, soit A(x) = (12z +3)(2z — 7) — (22 — 7)?

1. Développer puis réduire A(x).
2. Factoriser A(x).

3. (Bonus 1 point) Résoudre A(x) = 0.

229



15.21.3 Interrogation n°3, le 29/11/2023

Les calculatrices sont interdites. Toutes les réponses doivent étre justi-
fiées. Tout effort de rédaction sera valorisé.

Exercice 328 (Question de cours).
Soient a et b deux entiers relatifs, supposons a < b. Ecrire une expression
mathématique correspondant aux affirmations suivantes.

1. La division euclidienne de b par a a pour quotient 12 et reste 5.

2. Si b est un multiple de a, que peut-on dire sur le reste de la division
euclidienne ?

3. a est pair.
4. a est multiple de b.

Correction 73. Soient a et b deux entiers relatifs.
1. b=12a+5.

2. Si b est un multiple de a, alors il existe k € Z un entier relatif tel que
b = ak. Donc, on peut affirmer que le reste de la division euclidienne
de b par a est nul.

3. L’entier relatif a est pair donc il est divisible par 2. Ainsi, il existe un
entier relatif k € Z tel que a = 2k.

4. a est multiple de b donc il existe un entier relatif k € Z tel que a = bk.
Exercice 329. 1. Donner tous les diviseurs positifs de 11.

2. Donner tous les diviseurs positifs de 21.

3. Déterminer tous les multiples de 8 inférieurs a 50.

Correction T4. 1. 11 est un nombre premier donc ses seuls diviseurs po-
sitifs sont 1 et lui-méme 11.

2. On a 21 =7 x 3, donc la liste de ses diviseurs positifs est 1;3;7; 21.
3. On récite la table de 8 et on trouve : 8;16;24; 32;40; 48.
Exercice 330. Montrer que
1. La somme de deuz entiers relatifs impairs est paire.
2. La somme du carré de deux entiers relatifs paire est paire.

Correction T5. 1. Prenons a, b deux entiers relatifs impairs, il existe k et
k' deux entiers tels que :
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e a=2k+1
e b=2K +1

Sommons-les, on a : a +b =2k + 1+ 2k' +1 = 2k + 2k’ + 2 donc en
factorisant par 2, on a a+b = 2(k+k'+1). Posons K = k+k +1 € Z,
alors on a a + b = 2K donc a + b est pair.

2. Si a et b sont deux entiers relatifs pairs, alors il existe k et k' deux
entiers tels que :

o a=2k
o b=2k

Sommons leurs carrés on a : a® + b2 = (2k)? + (2K')? = 4k? + 4k? =
donc en factorisant par 2 on a a2 + b? = 2(2k% + 2k'2). En posant
K = 2k?+k'2 € Z, qui est un entier, car la somme de deux entiers est
un entier, on a a? + b?> = 2K donc a® + b? est pair.

Exercice 331. La somme de trois entiers consécutifs est-elle un multiple
de 37

Correction 76. Soit n un entier, (n+1) est successeur et (n+2) le successeur
de (n+1). Calculons la somme, on a n+(n+1)+(n+2) = n+n+1+n+2 =
3n+ 3.

En factorisant par 3, onan+ (n+1) 4+ (n+2) =3(n+1).

Puis en posant K = n + 1, on obtient n + (n + 1) + (n 4+ 2) = 3K donc la
somme de trois entiers consécutifs est un multiple de 3.

Exercice 332. Pour tous a,b, c trois entiers relatifs avec a non nul.
Si a divise b et a divise ¢ alors montrer que :

1. a divise b+ c.
2. a divise b — c.

Correction 77. Prenons a, b, c € Z trois entiers relatifs. Si a est un diviseur
de b (respectivement c) il existe un entier relatif k& € Z (respectivement un
entier relatif k' € Z) tel que b = ak (respectivement ¢ = ak’).

1. Sommons b et ¢, on a b+ ¢ = ak + ak’ = a(k + k).
Posons K = k+k' € Z alors, on a b+c¢ = aK donc b+ c est un multiple
de a.

2. Réalisons la différence b — ¢ = ak — ak’ = a(k — K').
Posons K =k — k' € Z donc b — ¢ = aK donc a divise b — c.
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15.21.4 Interrogation n°4, le 10/01/2024

Exercice 333. 1. Définir la notion de caractére et préciser ses types pos-
sibles.

2. Définir la fréquence d’un individu au sein d’une population.

o

Quels sont les trois caractéristiques qui définissent un vecteur ¢

Définir la relation de Chasles pour deux vecteurs 1@ et 1@

A

Caractériser vectoriellement le fait que trois points A, B, C soient ali-
gneés.

Exercice 334. ABCD est un rectangle de centre O.
1. Faire une figure.
2. Construire le représentant d’origine B du vecteur U= E + @

3. En utilisant un autre représentant du vecteur 1@, montrer que U =

oC
4. De la méme maniére, montrer que /ﬁ + C@ = B?

Exercice 335. 1. Tracer un vecteur i de votre choiz.

1
2. Construire les vecteur 37, 5 et 17

3
Exercice 336. Soient A, B, C trois points du plan vérifiant ﬁ = 53?
Montrer que A, B, C sont alignés.
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15.21.5 Interrogation n°5, le 17/01/2024

Exercice 337. 1. On considére le la série statistique suivante :
Valeur 1 | Zo | 3 | T4
Effectif | ny | no | fa | na

Fréquence | f1 | fo | f3 | Ja

(a) Donner la formule de la moyenne en fonction des effectifs.

(b) Donner la formule de la moyenne en fonction des fréquences.
(c) Donner la fréquence cumulé de x5.
2. Considérons trois ensembles A, B et C' emboités tels que C C B C A.
Notons py la proportion de B dans la population de A. Notons ps la

proportion de C dans la population de B. Donner la proportion de C
dans A

Exercice 338. Dans une entreprise, le salaire mensuel moyen est de 2339,50
euros. L’entreprise propose une augmentation généralisée du salaire de ses
employés, selon deuxr modalités possibles :

o Tous les salaires augmentent de 10%.

o Tous les salaires augmentent de 200 euros.

~

(a) Déterminer quel serait le nouveau salaire mensuel moyen si la
modalité 1 est choisie.

(b) Méme question avec la modalité 2.

(c) L’entreprise réalise un vote auprés de ses employés pour savoir
quelle modalité choisir. A votre avis, quelle modalité va étre choi-
sie par les employés ¢

2. La répartition des salaires dans l’entreprise est la suivante :

Salaire 1450 | 1510 | 1925 | 5125
Nombre d’employés | 15 10 15 10

(a) Justifier que le salaire mensuel moyen est bien de 2339,50 euros
puis calculer I’écart-type associé.

(b) Calculer la médiane, les quartiles Q1 et Qs et l’écart interquartile
de cette série des salaires dans l’entreprise.

(¢) De maniére »trés surprenante« , le résultat du vote réalisé dans
Uentreprise afin de choisir la modalité d’augmentation montre que
les employés préférent la modalité 2.
Ezpliquer pourquot.
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15.21.6 Interrogation n°6, le 31/01/2024

Exercice 339. Le volume d’eau d’un lac diminue de 6% en aoit en raison
d’une canicule puis augmente de 4% en septembre en raison de forte pluies.
Le volume d’eau a-t-il augmenté ou diminué entre début aott et fin sep-
tembre ? Préciser le pourcentage d’évolution.

Exercice 340. Dans un lycée de 172 éléves, on a modifié les régles d’usages
du téléphone. Avant, il était toléré, mais maintenant, il est prohibé sauf
pendant [’heure de repas. Le proviseur désire réaliser un bilan en comparant
deux séries statistiques :

Le premier relevé :

Nombre de SMS | 0| 1| 2|8 4|56 7| 8| 9| 10
Nombre déléeves | 7| 6| 2| 18| 6|59 14| 16| 21

Nombre de SMS | 11 | 12| 13| 14 | 15| 16 | 17| 18| 19 | 20
Nombre d’éléves | 12| 7 | & 70110 & 9 |11 8 3

Le second relevé aprés le changement de réglement :

Nombre de SMS | 0| 1| 2|8 4|56 7] 81| 9 |10
Nombre d’éléeves | 8| 2| 1| 2| 4| 3| 8| 10| 18| 12| 15

Nombre de SMS | 11 | 12| 18| 14 | 15| 16 | 17| 18| 19 | 20
Nombre d’éléves | 24 | 34 | 21 | 14| &6 | 2 | 8 | 1 0| 0

1. Calculer la moyenne et ’écart type de chacune de ces séries statis-
tiques.

2. Le nombre de SMS envoyés en moyenne par éléves avant et aprés le
changement de réglement est-il significatif ¢

3. Les écarts types sont-ils proches ¢ Interpréter.
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15.21.7 Interrogation n°7, 02/2024

K Cuisine et devis

Léo décide de refaire sa cuisine.

1. Il fait un devis pour les meubles de sa nouvelle cuisine.
Le montant HT (Hors Taxes) du devis est 6 500 € et la TVA
est fixée a 10 %.

a) Quel est le montant TTC (Toutes Taxes Comprises) du
devis ?

b) Léo donne son accord pour le devis.

|l doit régler un acompte de 40 % sur le montant TTC.
Quel montant doit-il payer ?

¢) Il doit ensuite régler la moitié du montant restant lors
de la livraison des meubles. Quel pourcentage du montant
total cela représente-t-il 7

d) Enfin, il doit payer le reste aprés la pose. A quelle somme
cela correspond-il 7

2. Léo décide également d’acheter de I'électroménager.
a) Il souhaite acheter un réfrigérateur, qui colte initialement
699 euros et qui est en soldes a -20 %.

Quel est le prix du réfrigérateur ?

b) Léo souhaite également acheter un four. Le prix du four a
subi une premiére baisse de 30 %, puis une seconde baisse
de 10 %. Quel est le pourcentage de réduction sur le four ?
¢) Enfin Léo acheéte un four a micro-ondes.

Le micro-ondes est soldé a —40 %. Son prix soldé est 63 €.
Quel était son prix avant les soldes ?
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15.21.8 Interrogation n°8, 03/2024

Exercice 341 (6 points).
Soit f(x) = z* la fonction carrée, g(z) = L la fonction inverse et h(z) =
la fonction cube.

3

1. Dresser le tableau de variation de g.

2. Dresser le tableau de signe de h.

3. Dresser le tableau de variation de f

4. Tracer dans un repére les courbes représentatives des fonctions h et g.

Exercice 342 (4 pts). 1. Tracer la courbe représentative de la fonction
carrée sur Uintervalle I = [—3;12].

2. Résoudre dans I, x> > 8.
8. Résoudre dans R :

(a) 2? =12.
(b) x* > 6 = 36.

Exercice 343 (Bonus).
Résoudre dans 7, 2% +1 < —7.
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15.22 Devoirs Surveillés

15.22.1 Devoir surveillé n°1, durée 2h00 le 18/10/2023

Les calculatrices sont interdites. Toutes les réponses doivent étre justi-
fiées. Tout effort de rédaction sera valorisé.

Exercice 344. 2 points.

1. (1 point) Définir le tauz de variation (ou d’accroissement) d’une fonc-
tion affine.

2. (1 point) Soit f une fonction affine. Caractériser les variations de f.

Exercice 345. 2 points
Pour chacune des affirmations suivantes dire, si elle est vraie ou fausse.
Justifiez.

1. (% point) La courbe représentative d’une fonction affine f est un arc
de cercle.

2. (% point) Tout nombre décimal est un nombre rationnel.
3. (% point) Un nombre réel est toujours un entier naturel.
4.

(% point) Les variations d’une fonction affine f dépendent de son or-
donnée a l'origine.

Exercice 346. 2 points
Considérons l'expression A(z) = 2% — 25+ (z + 5)(4 — 32).

1 point) Développer puis réduire A(x).

NI= N

point) Factoriser A(x)

- (
2. (

3. (1 point) En choisissant l'expression appropriée de A, résoudre A(x) =
0

Exercice 347. 3 points
Calculer les nombres suivants puis donner le plus petit ensemble de nombre
auquel le résultat appartient.

1. (% point) 2(% — i X g)
2. (% point) % — %

1

1+
3. (1 point) —

2-7
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4.

_2=3
1 point) =222~
(1p )ﬂ-i-g%

4 3

Exercice 348. 5 points.

On

constdeére la fonction affine f dont on connait l'image de deux nombres

réels : f(1) =1 et f(5) = —T.

1.

2.

6.

(1 point) Montrer que, pour tout nombre réel x, on a f(xr) = —2x + 3.
(1 point) Dresser le tableau de variation de la fonction f en justifiant.
(% point) Tracer la représentation graphique de f dans un repére.

(% point) Résoudre graphiquement f(x) = % Donner la solution ap-

prochée au dizieme.

(1 point) Déterminer la valeur exacte de la solution de l’équation pré-
cédente.

(1 point) Dresser le tableau de signe de f.

Exercice 349. 6 points

Une

usine produit et vend des stylos. Pour l’entreprise, la production quoti-

dienne de stylos engendre un cott total noté C(x) composé de cott variable
proportionnel au nombre x de stylos vendus.

La recette brute, noté R(x) est le nombre de stylos vendus 2,50 euros piéce.
Le bénéfice net, noté B(x), est la différence entre la recette et le cott total.

On a alors B(z) = R(x) — C(x).

1.

S}

(1 point) Donner l’expression de la recette brute en fonction x.

. (1 point) Le cott total est donné par la formule :

Clz) = Zm 1180

Quels sont les cotits fizes 7 Quel est le cout variable ?
(1 point) Ezprimer le bénéfice en fonction de x

(1 point) Dans un repére d’unité 1 cm pour 25 stylos sur l'aze des
abscisses et 1 cm pour 25 euros sur l'aze des ordonnées, tracer la droite
représentant la fonction recette et la droite représentant la fonction
cott total.

(1 point) Déterminer par lecture graphique le mombre minimum de
stylos a vendre pour que l’entreprise commence a faire des bénéfices.

(1 point) Déterminer ce nombre par le calcul.
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15.22.2 Devoir surveillé n°2, durée 1h00 le 04/12/2023

Les calculatrices sont interdites. Toutes les réponses doivent étre justi-
fiées. Tout effort de rédaction sera valorisé.
Le devoir était sur 24,5, il ne fallait donc pas tout faire pour obtenir 20.

Exercice 350. 4 pts Sachant que —8 < x < 7,

1. Donner lintervalle auquel appartient le nombre x.
2. Donner un encadrement de 7 +7 et x + 12.

3. Pour chacun de ces encadrements obtenus, donner 'intervalle repré-
senté.

Exercice 351. 4 pts Soit x € [4;5].

1. Représenter cet intervalle par une inégalité.

2. (a) A quel intervalle appartient : a) 2x 2, b) 5 —2x % ¢) 3z — 72, d)
r+77

(b) Représenter dans chaque cas l'intervalle obtenu par une inégalité.

Exercice 352. J pts Déterminer l’ensemble (sous forme d’intervalle) des
réels x vérifiant :

1. |z —2] <5.
2. |z + 5| < 4.
Donner aussi le centre et le rayon de l’intervalle.

Exercice 353. / pts Ecrire une inégalité vérifiée par x et utilisant une
valeur absolue dans les cas suivants. Donner aussi le centre et le rayon de
Uintervalle.

1. z € [-T7;8].

2.z e[t
Exercice 354. /,5 pts Résoudre dans R les inéquations suivantes et donner
l’ensemble des solutions sous forme d’intervalle.

1. 3x+2<4x—14

2. 9y +19 < —y+51

3 1 <2 L
. =z Z—z
3 = 3

Exercice 355. 4 Comparer les expressions suivantes.

1. A=2t4+9 et B= —2t + 3 pour tout nombre réel t.

2. A= y2 — 6y + 150 et B = y2 + 4y pour tout nombre réel y.
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15.22.3 Devoir surveillé n°3, durée 2h, décembre 2023

Les calculatrices sont interdites. Toutes les réponses doivent étre justi-
fiées.
Tout effort de rédaction sera valorisé.

Inégalité et Intervalle

Exercice 356. Considérons les intervalles suivants :

a) [5;9]
b) | — o0; 3
¢) | =170

1. Donner un nombre appartenant a chaque intervalle.
2. Donner les intervalles sous forme d’une inégalité.

3. Représenter chaque intervalle sur une droite graduée (différente).

Exercice 357. Considérons les intervalles suivants :
a) x> V2
b) 5<x <11
c) —1<z<12

d) 7,2 <y <1207

1. Donner un nombre appartenant a chaque intervalle.
2. Donner les inégalités suivantes sous forme d’intervalles.
3. Considérons les intervalles [1;7] et [5;11].

(a) Donner le centre ¢ et le rayon r des deux intervalles.

(b) Ecrire ces deux intervalles sous la forme |z —c| <.

Exercice 358. 1. Résoudre dans R, les inéquations suivantes, puis don-
ner l’ensemble S des solutions sous la forme d’un intervalle :

(a) 20 +9 > 19 — 2z
(b) —2(x —15) >3+

2. On considére les intervalles I = [2,5; 400 et J =] — 00;9].

(a) Déterminer lintersection I NJ de ces deux intervalles.
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(b) Soitt € INJ, un nombre appartenant d cette intersection.

(¢) Donner un encadrement de 3t — 2.
Exercice 359. 1. Expliquer pourquoi siy > 3 alors 3y — 4 est positif.

2. Expliquer pourquoi si z > —6 alors 2> + z + 7 > 0.

Arithmétique
Exercice 360. Considérons l’entier a = 156.

1. Donner la décomposition en produit de facteurs premiers du mombre
a.

2. Donner l’ensemble des diviseurs de l'entier a inférieur a 50.

. 156
3. Ecrire sous forme de fraction irréductible 39

Exercice 361. 1. Quel que soit l’entier relatif x, montrer que la diffé-
rence de deux multiples de x est un multiple de x.

2. Prenons deux entiers relatifs a et b pairs.

(a) Montrer que a® et b> sont deux nombres pairs.

(b) Montrer que la somme a? + b? est paire.

Exercice 362. 729 éléves sont inscrits d la cantine du lycée. Pour simplifier
l'aménagement a l'intérieur du réfectoire, il convient de constituer des tables
ayant le méme nombre d’éléves. Combien d’éléves doit-il y avoir par table ?
Justifier sa démarche.

Exercice 363. On considére un triangle rectangle dont les longueurs sont
trois entiers consécutifs.

1. Si la longueur de Uhypoténuse est U'entier (n + 1), quels sont les deuz
autres longueurs.

2. Déterminer la longueur des trois cotés du triangle.
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15.22.4 Devoir surveillé n°4, durée 2h, Mars 2024

Exercice 364 (Questions de cours). 1. Donner la formule permettant de

calculer la moyenne de quatre valeurs x1,x2, x3, T4 pondérées par les
coefficients respectifs c1,ca, 3, 4.

Que permettent de comparer les écarts-types de deux séries statistiques
de méme nature ?

Pour une série ordonnée d’effectifs n impair, quel est le rang de la
valeur médiane ?

Quelle égalité relie la probabilité d’un événement et de son contraire ¢
Quelle égalité relie les probabilités des évenements A, B,AUB,ANB ¢

Qu’est-ce qu’une loi équirépartie sur Q) 2 Quelle est la probabilité d’une
issue dans ce cas ?

Exercice 365. On lance un dé d douze faces numérotées de 1 a 12.

1.

2.

Déterminer la probabilité que le nombre obtenu soit 12.

Déterminer la probabilité que le numéro obtenu soit un nombre pre-
mier.

Déterminer la probabilité que le numéro obtenu soit un multiple de 3
plus petit que 10.

Exercice 366. Le standard d’un cabinet médical dispose de deux lignes de
téléphone. On considére les événements suivants :

O1 : « La premiére ligne est occupée. »

O : « La seconde ligne est occupée. »

Une étude statistique montre que :

P(O)) = 0,4
P(02) = 0,3
P(Ol N 02) =02

Calculer la probabilité des événements suivants.

1.
2.
3.

« La ligne 1 est libre. »
« Au moins une des lignes est occupée. »

« Au moins une des lignes est libre. »

242



Exercice 367. Jeanne est directrice d’une agence bancaire. Elle souhaite
diminuer de 20% le nombre de photocopies réalisées dans son agence durant
l"année.

1. FElle prévoit de diminuer le nombre de photocopies de 10% le premier
semestre et de 10% le second semestre. Est-ce que cela lui permetira
d’atteindre son objectif ?

2. Au premier trismestre, le nombre de photocopies a diminué de 7%,
avant d’augmenter de 2% au deuxiéme trimestre et de diminuer a nou-
veau de 6% au troisieme trimestre. On arrondira les résultats a 0,01%
PTES.

(a) Déterminer le taux d’évolution global pour les trois premiers tri-
mestres.

(b) En déduire ’évolution que doit subir le nombre de photocopies
lors du dernier trimestre pour que Jeanne puisse atteindre son
objectif.

Exercice 368. Les autorités d’une ile isolée ont décidé d’installer une éo-
lienne. L’éolienne choisie fonctionne lorsque le vent atteint au moins de 8
noeuds et il faut larréter lorsque le vent atteint ou dépasse 48 noeuds.

1. Les autorités décident de mesurer pendant un mois la vitesse du vent,
en noeuds, au sommet d’une montagne. Une mesure est effectué chaque
jour. Voici les résultats :
Vitesse | 7| 14 | 16 | 18 | 20 | 22| 24 | 26 | 27 | 30 | 44 | 50
Effectif | 1] 2 | 1 | 1| 4156|3414 2] 1]2

(a) Quelle est la proportion des jours de ce mois l’éolienne aurait-elle
pu fonctionner ?

(b) Déterminer la médiane et ’écart interquartile de cette série sta-
tistique.

2. Un emplacement sur une falaise a été également retenu. Le méme
mois, on y a mesuré les vitesses du vent et on a obtenu :
Q'1 = 14, médiane’ =22 et Q5 = 34.
Peut-on affirmer que la vitesse du vent est comprise entre 22 et 34
inclus au moins 50% du temps ? Justifier.

3. Sachant qu’une éolienne a un rendement optimal auz alentours de 23
noeuds, quel site parait le plus intéressant pour l'installation de [’éo-
lienne ?

Exercice 369. Un club pour adolescent organise des activités pour les va-
cances. Il propose une activité kayak, une activité escalade et une activité
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vélo. 160 adolescents participent au club. Parmi euzx 57,5% sont des filles.
45% des adolescents se sont inscrits d lactivité vélo. Il y a autant d’ins-
crits a Uactivité escalade qu’a Uactivité kayak. Un quart des garcons a choisi
lescalade et 75% des filles n’ont pas choisi le kayak.

1. Recopier et compléter le tableau des effectifs suivant.

Kayak | Escalade Vélo Total
Filles
Garcons
Total 160

2. On choisit au hasard un adolescent du club. On considére les événe-
ments suivants :
e I': « L’adolescent choisi est une fille. »
o K : « L’adolescent s’est inscrit a l'activité kayak. »

e I : « L’adolescent s’est inscrit a Uactivité escalade »

(a) Déterminer P(E), P(F) et P(K).

(b) Décrire par une phrase les événements : FNK, FNK, FUE,
KNE et FUK

(c¢) Calculer les probabilités des événements précédents.

3. On choisit un adolescent au hasard parmi ceux inscrits a l'activité vélo.
Quelle est la probabilité que ce soit un gargon ?
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15.22.5 Préparations des devoirs surveillés

Exercice 370. Un dé cubique mal équilibré tombe deux fois plus souvent
sur 6 que sur les autres faces qui, elles, tombent, d la méme fréquence.
Quelle est la loi de probabilité des résultats de ce dé a six faces ?

Exercice 371. Considérons la fonction g définie sur R par g(z) = 5z + 2
et Cy sa courbe représentative dans un repere.

1. Le point R a pour abscisse 2 et appartient a Cy4. Quelle est son ordon-
née ?

2. Calculer l'abscisse du point T' appartenant a Cy tel que l'ordonnée de
T soit nulle.

Exercice 372 (2 points).
Soit h une fonction définie sur R par h(x) = 3z* — 5.

1. Conjecturer une possible symétrie pour la courbe représentative de la
fonction h.

2. Justifier votre conjecture.
Exercice 373. Soit h la fonction définie sur [0;5] par h(z) = 4 — (x — 3)%.
1. Construire un tableau de valeurs de la fonction h avec un pas de 0,5.

2. Tracer dans un repére la courbe de la fonction h avec 1em pour chacun
des deux azes.

Exercice 374. Enzo décide d’acheter une coque pour son téléphone portable
ainsi que des écouteurs.

Si la coque est en soldes a —20% et les écouteurs en soldes a —30% alors, il
payera un total de 80e.

Si la coque est en soldes a —30% et les écouteurs en soldes a —20% alors, il
payera un total de 8e.

Déterminer le prix de la coque non soldée et des écouteurs non soldés.

Exercice 375. On tire au hasard une carte dans un jeu de tarot. On consi-
deére que toutes les cartes sont différentes et indiscernables au toucher et
visuellement. L’univers est l’ensemble des 52 issus d’un jeu de cartes clas-
sique (10 cartes numérotées et 3 figures par type Ceeur, Carreau, Tréfle et
Pique).

1. Pourquoi est-on en situation d’équiprobabilité ?
2. Donner un événement élémentaire.
3. Quelle est la probabilité d’obtenir :

(a) Le Roi de ceeur?
(b) Une figure ¢
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15.22.6 Devoir surveillé n°5, durée 1h, Mars 2024

Exercice 376 (Question de cours (2 points)). 1. Quelle égalité relie la
probabilité d’un éveénement et de son contraire ?

2. Comment obtient-on le coefficient multiplicateur global associé a deux
évolutions successives ¢

Exercice 377 (4 points).

Samuel a constaté que le priz de la maison qu’il convoitait était passé de
150 milliers d’euros en 2016 a 157,6 milliers deux ans plus tard. Samantha
lui fait remarquer : « Mais c’est bien plus que lUinflation annuelle de 2%
annoncée ! »

1. Déterminer le coefficient multiplicateur global associé a [’évolution du
priz de la maison.

2. On cherche a déterminer I’évolution annuelle moyenne en pourcentage

(a) Ezxpliquer pourquoi le coefficient multiplicateur annuel moyen c
doit vérifier I’équation c* = 1,0507.

(b) En déduire le tauzr d’évolution annuel moyen.

(¢) Que penser de laffirmation de Samantha ?

Exercice 378 (5 points).

On tire au hasard une carte dans un jeu de tarot. On considére que toutes les
cartes sont différentes et indiscernables au toucher et visuellement. L univers
est l’ensemble des 78 cartes :

o 52 issus d’un jeu de cartes classique (10 cartes numérotées et 3 figures
par type Ceeur, Carreau, Tréfle et Pique).

e /J cavaliers
o 21 atouts

o 1 excuse.

1. Pourquoi est-on en situation d’équiprobabilité ¢
2. Donner un événement élémentaire.
3. Quelle est la probabilité d’obtenir :

(a) Le cavalier de ceeur ?
(b) Un atout ?
(c) Une figure ?
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4. Les évenements "obtenir un atout” et "obtenir une figure" sont-ils dis-
joints ¢

Exercice 379 (5 points).
Les trois questions sont indépendantes.

1. Une urne contient des boules jaunes, des rouges et des vertes. Un tiers
des boules sont vertes et il y a deux plus de boules rouges que de jaunes.
On tire au hasard une boule de l'urne et on note sa couleur. Quelle est
la loi de probabilité de cette expérience aléatoire ?

2. Un dé cubique mal équilibré tombe deuz fois plus souvent sur 6 que sur
les autres faces qui, elles, tombent, a la méme fréquence.
Quelle est la loi de probabilité des résultats de ce dé a six faces ?

3. On lance un dé cubique numéroté de 1 a 6 puis un dé tétraédrique
numéroté de 1 a 4.
On consideére le nombre de deux chiffres ainsi formé (le chiffre des
dizaines est donné par le dé cubique).

(a) Quelle est la probabilité d’obtenir un multiple de 3%

(b) Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre premier ?

(c) Est-ce que cette probabilité est la méme si on inverse les lancers
de dé (c’est-da-dire si le chiffre des dizaines est donné par le dé
tétraédrique) ?

Exercice 380 (4 points).

Un QCM est composé de deux questions. Pour chacune, trois réponses sont
proposées dont une, seulement, est correcte Une réponse correcte rapporte 2
points, une fausse enléve un point. Un éléve décide de répondre au hasard.
On note X le nombre de points obtenu par [’éléve.

1. Construire un arbre pour modéliser la situation.
Quelles sont les valeurs possibles de X ¢

Proposer une loi de probabilité pour X.

o e

Si l’éléve décide de toujours répondre au hasard a ce genre de QCm
dans toute sa scolarité, combien de points peut-il espérer avoir en
moyenne au QCM ?
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15.22.7 Devoir surveillé n°6, durée 1h, Mars 2024

Exercice 381 (Question de cours 4 points). 1. Citer les quatre fonctions
de références vues en classes, donner leur ensemble de définition puis
faire un croquis de leur courbe représentative.

2. Donner le tableau de variation et de signe de chaque fonction de la
question précédente.

Exercice 382 (2 points).

Considérons la fonction f définie sur R par f(z) = 22 4+ 32 +p ot p est
un nombre réel. On sait que le point A(5;22) appartient d la courbe de f |
déterminer le réel p.

Exercice 383 (5 points).

2 1
On considére la fonction f définie par f(x) = * +1 et dont l’ensemble de

définition est le plus grand possible.

1. De quel nombre ne peut-on pas calculer l'image par f ¢
2. En déduire, l’ensemble de définition de f.

3. Construire un tableau de valeurs avec un pas de 1 pour lintervalle
[—5;5].

4. Construire un tableau de valeurs avec un pas de 0,2 pour l’intervalle
[0,5; 1, 5].
5. Tracer la courbe de la fonction f avec les points obtenus.

Exercice 384 (4 points).
Considérons la fonction f(x) = 23.

1. Montrer que pour tout nombre réel f(—x) = —f(z).
2. Qu’en déduit-on pour la fonction cube ?

3. La courbe représentative de f dans un repére posséde telle une symé-
trie 7 Justifiez.

Exercice 385 (Vrai/Faux 5 points).

On considére la fonction f définie sur R par f(x — a)? + 4, ot a est un
nombre réel quelconque. Pour chacune des propositions ci-dessous, dire, en
justifiant, si elle est vraie.

1. Si f(z) =4 alors v = a.
2. Pour toute valeur de a, l’équation f(x) =0 a deuz solutions.

3. Pour toute valeur de a, le point de coordonnées (3a;4(1 + a?)) appar-
tient a la courbe de f.

4. 1l existe une valeur de a pour laquelle la fonction f est paire.
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