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Abstract

Die Modulgruppe besitzt eine bekannte Struktur als freies Produkt der zyklischen
Gruppen der Ordnungen zwei und drei. Wir entwickeln eine Formel, die die Ma-
trixkoeffizienten eines Elements mit der Linge des zugehorigen Wortes in der
freien Gruppe in Verbindung setzt. Als Ausgangspunkt dient ein zum Serre’schen
Graphen isomorpher Baum, der aus den Stern-Brocot-Briichen konstruiert wird.
Im zweiten Teil der Arbeit werden spezielle Fundamentalbereiche in diesem Baum
verwendet, um zu koendlichen Untergruppen der Modulgruppe ein System un-
abhéngiger Erzeuger zu finden. Schliellich wird mittels dieses graphentheoretis-
chen Ansatzes die Existenz des von Ravi S. Kulkarni eingefiihrten Farey-Symbols
gezeigt.

The modular group has the well-known structure of a free product of cyclic groups
of the orders two and three. We derive a correspondence between the matrix co-
efficients of an element and its word length in the free product. To do that, we
construct from the set of Stern-Brocot fractions a tree which is isomorphic to
Serre’s graph. In the second part, we use special fundamental domains in this
tree to find a set of independent generators for co-finite subgroups of the modu-
lar group. Finally, we use this graph-theoretic approach to show the existence of
Ravi S. Kulkarni’s Farey symbol.
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Einleitung

Die Modulgruppe wurde im 19. Jahrhundert entdeckt und spiegelt bedeutende
Entwicklungen dieser Zeit, zuvorderst in Gruppen- und Funktionentheorie, wider.
Ihre Untersuchung fiihrte seither zu einer ganzen Reihe ,Modularer Wunder” [Sti01],
tiefliegende und verbliiffende Zusammenhinge in mathematische Gebiete wie
die Zahlentheorie, die sie auch nach fast anderthalb Jahrhunderten zum Gegen-
stand aktueller Forschung macht.

Unter den vielen Eigenschaften der Modulgruppe bilden zwei das Spannungs-
feld, in dem sich die vorliegende Arbeit bewegt: Ihr Aufbau als - beinahe - Ma-
trixgruppe sowie ihre Struktur als freies Produkt. Die Arbeit gliedert sich in zwei
Teile.

Im ersten Teil, der die Kapitel 1 bis 4 umfasst, geht es um die Frage, ob die Wortldnge
im freien Produkt zu einem Element aus dessen Matrixkoeffizienten errechnet
werden kann.

Der zweite Teil, der aus den Kapiteln 5 bis 7 besteht, greift eines der dltesten Re-
sultate tiber Untergruppen der Modulgruppe auf: Aus einem Fundamentalbere-
ich lassen sich Erzeuger der Untergruppe errechnen [KF90]. Diese sind im all-
gemeinen jedoch nicht unabhéngig voneinander, erfiillen also zusitzliche Rela-
tionen. Ziel der Untersuchung ist es, ein unabhingiges Erzeugendensystem in
Matrixform zu finden.

Im folgenden soll ein kurzer Uberblick zum Verlauf der Untersuchung, einherge-
hend mit einem kurzen Kommentar zu jedem Kapitel, gegeben werden:

Die Graphentheorie im ersten Kapitel folgt der Notation von Serre [Ser80], wird

bis auf einige Beweise elementarer Aussagen aber eigenstdndig entwickelt. Die
allgemeine Theorie Serres tiber Biume und Amalgame wird nicht verwendet, entsprechend
verallgemeinerbare Sitze sind aber mit Verweisen darauf versehen.

Das zweite Kapitel beschiftigt sich mit der Formulierung des Begriffs der Stern-
Brocot-Briiche. Die (iiblicherweise namensgebende) Herangehensweise an diese
Struktur der Briiche sind Farey-Folgen. Da sie jedoch bereits einen andersgeart-

eten Zusammenhang zur Modulgruppe [Apo76, Sect. 5.4] besitzen und die Beschrankung
ihrer Nenner eher hinderlich ist, entschied sich der Autor fiir die Benennung

nach Stern [Ste58] und Brocot [Bro61], die sie unabhéngig von Farey —und voneinan-

der — entdeckten. Der nach ihnen benannte Baum [GKP89, Sect. 4.5] 143t sich als
Subgraph des Graphen G wiederfinden (siehe Abbildung M, S. 95).

Dieser Graph G wird im dritten Kapitel aus den Stern-Brocot-Briichen konstru-
iert und erlaubt wiederum die Konstruktion des Baumes G*. Die Benennung von
G und G* bezieht sich auf ihre Dualitdt in einem naiven, geometrischen Sinn.
Dies wird hier nicht weiter ausgefiihrt. Der Graph G* wird verwendet, um die



freie Erzeugtheit der Modulgruppe zu beweisen. Dies erlaubt dann eine Unter-
suchung der Wortldangenmetrik und schlielllich ein Resultat {iber ihre Beziehung
zu den Matrixkoeffizienten. Inspiration zu diesem Kapitel waren Kulkarni [Kul91],
Alperin [Alp05] und Vepstas [Vep04].

Das vierte Kapitel untersucht die Operation der Modulgruppe auf G* sowie auf
der Einbettung von G* in der oberen Halbebene. Hiermit wird der erste Teil dieser
Arbeit abgeschlossen und der zweite vorbereitet.

In Kapitel 5 wird die Existenz eines speziellen Fundamentalbereichs zu jeder Un-
tergruppe gezeigt, der immer ein unabhéngiges System von Erzeugern liefert. Er
ist das graphentheoretische Analogon zum special polygon bei Kulkarni, dessen
Arbeit der Prototyp fiir dieses Kapitel war: Die Lemmata 5.18, 5.19 und 5.20 zusam-
men mit Satz 5.25 sind eine graphentheoretische Formulierung des zentralen
Satzes [Kul91, Theorem 6.1]. Als Anwendung werden in Kapitel 5.5 freie Erzeuger
der Kommutatoruntergruppe I'/ errechnet.

Im vorletzten Kapitel werden die Gruppen I'"” betrachtet und einige Ergebnisse
von Newman [New62, New64] mit der nun entwickelten Theorie nachvollzogen.
Das Schlullkapitel widmet sich der Existenz des Farey-Symbols aus [Kul91].

Notation

¢ Die Null sei keine natiirliche Zahl.

* Mit ,c” sei ,ist Teilmenge von oder gleich” gemeint.

* Die Kardinalitédt einer Menge X werde mit #X bezeichnet.
e id4 bezeichne die Identitdtsabbildung auf einer Menge A.

* Die Einschriankung einer Abbildung f : A — B auf X c A werde mit f|x beze-
ichnet.

* Sind A und B Mengen, dann sei A\B das Komplement von B in A. Mit AUB
sei die disjunkte Vereinigung von A und B gekennzeichnet.

e Zup,qecZseiggT(p,q) ihr groter gemeinsamer Teiler.

* Bezeichne det A die Determinante einer Matrix A und SL,(Z) die Gruppe
der ganzzahligen n x n-Matrizen mit Determinante eins.



Zur Bezeichnung der Erzeuger der Modulgruppe

Die Modulgruppe I ist definiert als die Quotientengruppe von SL,(Z) nach dem

Normalteiler
10 -1 0
o1/)'\Vo -1])/|

Elemente von I' haben die Form

a b -a -b
o=
fir a,b,c,d,€ Z mit ad — bc = (-a)(-d) - (-b)(-c) = 1. Dies werde zur Verein-
fachung der Notation als
a b
|

1)

werde das Einselement in I' bezeichnet.

geschrieben. Mit

Die Erzeuger von I’ sind traditionell

[0 -1
T:= 0
| 1 0
und _
11
S:= ,
- 0 1 ]

entsprechend der Mobiustransformationen ¢: z — _71 und s: z~ z+1. Diese klass-
ischen Bezeichnungen finden sich bei Klein und Fricke [KF90], und auch in mod-
ernen Biichern, etwa bei Newman [New?72].

Es gilt T2 = I, und (TS)3 = I. Die Modulgruppe T ist isomorph zum freien Pro-
dukt der zyklischen Gruppen der Ordnungen 2 und 3, die von T und T'S erzeugt
werden (siehe etwa [KF90] oder [Alp93] fiir einen besonders kurzen Beweis).

In der Literatur gehen die Bezeichnungen fiir S, T und TS stark auseinander. Fiir
die vorliegende Arbeit ist es geeignet nicht (in klassischer Bezeichnung)

S P

sondern die dazu transponierte Matrix



zu verwenden. Der Erzeuger der Ordnung 2 soll mit

Vo [ 0 -1 ]
1 0
bezeichnet werden. Es gilt '’ =T nach Definition der Modulgruppe. Genauer ist

A (AN AerT,

sogar ein Gruppenautomorphismus, so daf§ deutlich wird, dal sowohl

[0 -1 ][0 -1]
1 0 |']1 1 |
als auch ) o i
0 -1 0 1
1 0 |'| -1 1|

als Erzeuger des freien Produkts verwendet werden kdnnen.



Teil 1

Die Struktur der Modulgruppe

1 Graphen

1.1 Definition

Ein Graph G besteht aus einer Menge V (G), einer Menge E(G), sowie Abbildung-
en

(0,1):E(G) > V(G)x V(G),y~ (o(y), 1(y)),
und
“1E(G) > E(G),y~ ¥,

die fiir jedes y € E(G) die folgenden drei Eigenschaften erfiillen:
(GRAD) j=y,
(GRA2) y# yund
(GRA3) o(y) = ().

Zur Unterscheidung verschiedener Graphen wird gelegentlich og, t; und  geschrieben
werden.

Elemente aus V(G) werden Ecken (engl. vertices), Elemente aus E(G) Kanten
(engl. edges) genannt. Ein Graph G heift endlich, wenn V(G) und E(G) endlich
sind. Aus (GRA1) und (GRA3) folgt o(7) = t(y) = t(y), das Anwenden von ~ entspricht
also der Umkehrung einer Kante. Daher wird y die zu y umgekehrte Kante genan-

nt. Die Abbildung ~ ist wegen (GRA1) eine Involution und damit bijektiv.

Die Ecke o(y) einer Kante wird Anfangspunkt (frz. origine), die Ecke ¢(y) End-
punkt (frz. sommet terminal) genannt. Existiert zu zwei Ecken a, b € V(G) eine
Kante y mit o(y) = aund t(y) = b, so heifen die Ecken benachbart beziehungsweise
durch y verbunden. Da es zu jeder Kante eine Umgekehrte gibt, ist die Relation
»benachbart“ auf der Menge der Ecken symmetrisch.

Ein Graph H hei8t Subgraph oder Teilgraph von G, wenn V(H) c V(G), E(H) c
E(G) gilt und die Abbildungen o, ¢, auf H Einschrankungen derer auf G sind.

Der leere Graph @ ist durch V(@) = @ und E(@) = @ gegeben. Er ist Subgraph
jedes Graphen.

Seien H; und H, Subgraphen von G und sei das Symbol O entweder u oder n,
bezeichne also Vereinigung oder Durchschnitt zweier Mengen. Sei H := H; O H,



durch V(H) :=V(H,)oV(H,;) und E(H) := E(H,) 0 E(H,) gegeben. Die Abbil-
dungen o, t und ~ auf H seien als Einschriankungen von og, t; und ¢ definiert.
Dann ist H ebenfalls ein Subgraph von G. Es sei darauf hingewiesen, dal§ Vere-
inigung und Durchschnitt zweier Graphen ausschlief3lich fiir Subgraphen dessel-
ben Graphen definiert sind.

Sind H; und H, Subgraphen von G, dann sei der Subgraph H = H;\H, durch
V(H)=V(H)\V(Hz) und E(H) = E(H))\{y € Hh|o(y) € V(H2)vi(y) € V(Hz)}
definiert.

Sind G und H Graphen, dann heift ein Paar ¢ = (¢v, @) mit oy : V(G) > V(H)
und ¢ : E(G) - E(H) ein (Graphen-)Homomorphismus, wenn die Abbildun-
gen ¢y und ¢g mit o, £, und ~ auf G und H vertrédglich sind, also die Diagramme

E(G)-"~E(H)  E(G)—~E(H)

lontG jOHv[H L'G j'H

V(G) -2 v (H) E(G) -2~ E(H)

kommutieren.

Ein Graphenhomomorphismus ¢ heilt injektiv oder surjektiv, wenn ¢y und ¢
beide injektiv beziehungsweise surjektiv sind. Ein bijektiver — also injektiver und
surjektiver — Graphenhomomorphismus heil3t (Graphen-)Isomorphismus.

Lemmal.1. Seien G, H Graphen und ¢ = (¢y,¢g) : G- H ein Homomorphismus.
Dann ist das Bild von ¢ ein Subgraph von H.

Beweis. Es muR lediglich gezeigt werden, daR das Bild von ¢ unter oy, t und 2
abgeschlossen ist.

Seidazu ¢g(y), y € E(G), eine beliebige Kante aus ¢z ( E(G)). Dann sind die Eck-

enoy(pe(y))=@v(oc(y))und tu(pr(y)) = pv(tc(y)) inv(V(G)) enthalten.
Ebenso liegt die zu ¢g(y) umgekehrte Kante ¢g(y) = @g(7) in pp(E(G)). O

1.2 Orientierungen

Eine Orientierung eines Graphen G ist eine Teilmenge Y c E(G), fiir die E(G) =
YUY, das heiRt die disjunkte Vereinigung von Y und Y, ist.

Da ~ auf ganz E(G) definiert ist und (GRA1) sowie (GRA2) erfiillt, zerfillt E(G)
in die disjunkte Vereinigung aller Paare {y,y}, wobei y eine Orientierung von
G durchléuft. Eine Orientierung entspricht also der Wahl genau einer Kante aus
jedem solchen Paar.

Ein orientierter Graph ist ein Paar bestehend aus einem Graphen G und einer
Orientierung Y. Ist zu G nur eine Orientierung Y von Interesse, etwa wenn der

6



Graph wie im folgenden Satz 1.2 aus Y konstruiert wurde, werde diese mit dem
Symbol E, (G) := Y bezeichnet. Dieses E, (G) ist die Orientierung auf G. Taucht
zu einem Graphen G ein E, (G) auf, dann sei dadurch impliziert, daf es sich um
einen orientierten Graphen mit der Orientierung E, (G) handelt. Fiir einen Sub-
graphen H von G gelte stets E. (H) c E+(G).

Definition. Die Abbildung *: E(G) — E.(G) sei fiir Kanten y in einem Graphen
G definiert durch y* := y, falls y € E, (G), und y* := y sonst.

Definition. Fiir jeden Homomorphismus ¢ = (¢v,¢g): G- Hsind 9p(E+(G)) c
E.(H) und ¢g (EJr ( G)) c E,(H) 4quivalent. Ist eine dieser Bedingungen erfiillt,
dann heille ¢ orientierungserhaltend.

Satz 1.2. Sind X und Y Mengen mit Abbildungen a,w : Y — X, dann existiert bis
auf Isomorphie genau ein Graph G mit den Eigenschaften:

e V(G)=X,
* E.(G)=Y und

* (0,0)]y =(a,w).

Beweis. Zunichst werde die Existenz eines solchen Graphen gezeigt.

Dazu sei Y_ eine disjunkte Kopie von Y und ¢ : Y — Y_ die Abbildung, die jedem
Element seine Kopie zuordnet. Mit £ werde auch die Abbildung Y_ — Y bezeich-
net, die jeder Kopie das Ursprungselement zuweist. Es sei V(G) := X, E(G) :=
YUY_ und ~:= €. Weiter sei

a(y), fallsyev,

oy)= { w(&(y)), fallsye Y.,

a(é(y)), fallsye Y.

Fir alle y € E(G) gilt dann ¢(é(y)) = ¥, (GRAL), und ¢(y) # ¥, (GRA2). Falls ye Y
ist, gilt

((y) = { w(y) fallsyey,

o(y)=a(y)=a((¢(y)))=t(&(y)).
Falls y € Y_ ist, gilt

t1(€(y)) =w(¢(y)) =o(y).

Also folgt o(y) = t(y) fiir alle y € E(G) und damit (GRA3). Der so entstandene
Graph erfiillt die geforderten Eigenschaften nach Konstruktion.

Sei nun H ein anderer Graph mit diesen Eigenschaften. Es soll gezeigt werden,
dal

¢=(ov,9r):G—~H



mit ¢y =idx und
yfallsyey,
=1
(é(y)) fallsye Y.,
ein Isomorphismus ist. Um die Kanteninvolutionen in G und H zu unterscheiden
sei stets ¢ zu G und ~ zu H gehorig. Wegen

—w_] (&(y))=y fallsyeY, | _
wﬁ(é(y))—{ ). fallsye v, }—(PE(J’)

sind beide Abbildungen mit ¢ vertrdglich, das hei8t das folgende Diagramm

kommutiert:
E(G) %~ E(H)
¢
E(G) 25~ E(H)
Weiter ist

a(yipv(oc;(y)),fallsy €Y,

ou(@e(y)) = {tH(W) =ty(&(y) =w(&(y)) = @v(og(y)) fallsye Y.,

also stets gleich ¢y (0g(y)) und

tn(@e(y)) = on(@e(y)) = on(@e(E(¥))) = ev(06(§(y))) = @v(ic(y))

fiir alle y € E(G). Damit ist ¢ ein Graphenhomomorphismus. Die Kantenmenge
E(H) ist die disjunkte Vereinigung von Y und Y, E(G) ist die von Y und Y_. Da
@gly : Y = Yund ¢g|y. : Y. - Y bijektiv sind, ist ¢ bijektiv. Die Eckenabbildung
@y ist als Identitdt auf X ebenfalls bijektiv. Also ist ¢ ein Isomorphismus. O

Bemerkung 1.3. Ein Subgraph H eines Graphen G ist durch Angabe von V(H)
und E, (H) bereits vollstindig definiert.

Satz 1.4. Seien G und H zwei Graphen und seien ¢g, : E.(G) - E(H) und v :
V(G) — V(H) Abbildungen, so dafs das folgende Diagramm kommutiert:

(PE+

E.(G) 22 E(H)
v(c) Yo V(H)

Dann gibt es genau eine Fortsetzung von ¢g, zu @g : E(G) — E(H), so daf$ ¢ =
(¢v,9E) ein Homomorphismus von G nach H ist.



Beweis. Fiir einen Homomorphismus ist die Vertriglichkeit von ¢ mit © und
“H gefordert. Dies 148t nur die Definition

(pE(y)::{q)a(y), y€E.(G),
¢, (7), ye€E(G),

zu, durch welche ¢ wie gefordert zu einem Homomorphismus wird. O

Bemerkung 1.5. Sind ¢y und ¢g, in Satz 1.4 injektiv, dann ist auch das resul-
tierende @ injektiv.

1.3 Pfade

Fiir jedes n > 0 sei der Pfadgraph P, (unter Verwendung von Satz 1.2) definiert
durch Ecken V(P,) = {0,1,...,n}, Kanten E.(P,) = {(0,1),(1,2),...,(n-1,n)}
und (o, 1)|g, (p,)((k,k+1)) = (k,k+1), k=0,...,n~1. Ein Pfad der Linge 7 in
einem Graphen G ist ein Homomorphismus ¢ : P,, > G. Die Ecke ¢y (0) heift
Anfangspunkt, die Ecke ¢y (n) Endpunkt von ¢. Ein Pfad heift injektiv, wenn
er als Graphenhomomorphismus injektiv ist.

Definition. Sei ¢ : P, - G ein Pfad der Linge n in einem Graphen G. Zu Indizes
0<a<b<nseiderPfad ¢|f, ) Pp-q ~ G (mit Satz 1.4) durch

(@liap))y, (k) =@(k+a),k=0,....b-a,

und
((p|[a:b])5+ ((k,k+1)):=¢@p((k+a,k+a+1)),k=0,....,b-a-1,
definiert. Ein solcher Pfad heil3e Teilpfad von ¢.

Bemerkung 1.6. Jeder Teilpfad eines injektiven Pfades ist selbst injektiv.
Lemma 1.7. Ist ¢ : P, — G ein Pfad mit injektivem ¢v, dann dann ist auch ¢
und damit ganz ¢ injektiv.

Beweis. Fir0<k<I<n-1miteg((k,k+1))=¢@p((l,1+1)) gilt

pv (k) =0(pe((k k+1)))=0(e((l,1+1))) = pv(l)

und damit k = [, da ¢y injektiv ist. Gibe es 0 < k< I < n—1mit pp((k,k+1)) =
¢e((l,1+1)), dann gilte

pv (k) =0(@e((k,k+1)))=0(@e((1,1+1))) = t(pe((L,1+1))) =pv(I+1)

und

ov(k+1)=1(@e((kk+1))) = t(@e((1,1+1))) = 0(@e((L,1+1))) = v (I).

Da ¢y injektiv ist, folgte k=1+1und [ = k+ 1, was sich selbst widersprédche. Also
ist auch @ injektiv. O



Satz 1.8. Seien ¢, : Py, — G und @2 : Py, — G zwei Pfade der Lingen ny und np
in einem Graphen G. Gelte (¢1)v(n1) = (¢2)v(0). Dann gibt es genau einen Pfad
@ : Ppysn, > G der Linge ny +ny mit ¢|[o 1= @1 und @|[,, n,+n,] = P2. Wir nennen
@ die Verkettung von ¢, und ¢,.

Gilt (p1)v(k) # (p2)v (1) fiiralle(k,1) # (n,0) und sind ¢, und ¢, injektiv, dann
ist auch ¢ injektiv.

Beweis. Sei
(p1)v(k), falls 0 < k < ny,
v(k):=
(p2)v(k—mny), fallsn<k<n;+np,

und sei

(p1)e((k k+1)), falls0< k< ny,
(92)g((k-ny,k—ny+1)), falls ny < k< ny+no.

¢E+((k,k+1))i={

Dann sind ¢y und ¢g, miteinander vertrdglich und es gibt nach Satz 1.4 genau
eine Fortsetzung von ¢, zu ¢, so dall ¢ = (¢y,¢g) ein Homomorphismus ist.
Fiir diesen Pfad gilt dann ¢|[ ,,,1 = 1 und @|[, ,+n,] = P2 Nach Definition. Jeder
Pfad ¢’ mit diesen Eigenschaften muf}, da er auf zwei {iberdeckenden Teilpfaden
mit ¢ {ibereinstimmt, gleich diesem sein.

Gelte nun (¢;)v (k) # (p2)v(1) fur alle (k,1) # (n;,0) und seien ¢, und ¢, injek-
tiv. Seien 0 < k < I < ny + np mit @y (k) = oy (1). Gilt k,1 < ny oder k,1 > n;, dann
ist k = 1, da ¢; beziehungsweise ¢, injektiv ist. Andernfalls gilt k € {0,...,n;},
I-n; €{0,...,n2} und (¢1)v(k) = (¢2)v(l - ny). Daraus folgt nach Vorausset-
zung k = n; und ! - n; = 0 und damit k = [. Also ist ¢y injektiv und damit nach
Lemma 1.7 auch ¢. O

Zwei Ecken a und b eines Graphen heiflen durch einen Pfad verbunden, wenn
es einen Pfad mit Anfangspunkt a und Endpunkt b gibt. Ein solcher Pfad heil3t
Verbindung dieser zwei Ecken. Ein Graph heilst zusammenh#ngend, wenn jedes
Paar Ecken durch einen Pfad verbunden ist. Durch Umkehrung und Verkettung
von Pfaden ist ersichtlich, da Verbundenheit von Ecken eine Aquivalenzrela-
tion ist. Eine Zusammenhangskomponente eines Graphen G ist ein maximaler
zusammenhingender Subgraph von G.

Das Bild eines Pfades ¢ : P, - G ist nach Lemma 1.1 ein Subgraph von G. Dabei
hei8t V(¢) := V(¢(P,)) die Menge der Ecken, E(¢) := E(¢(Py)) die Menge der
Kanten, die ¢ besucht. Analog sei E,(¢) := E.(¢(Py)) c E+(G).

Proposition 1.9. Zwei Ecken a und b in einem Graphen G sind genau dann durch
einen Pfad verbunden, wenn sie durch einen injektiven Pfad verbunden sind.
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Beweis. Es ist lediglich zu zeigen, dal die Verbindung injektiv gewdhlt werden
kann. Sei ¢ ein Pfad minimaler Linge n in G, der a mit b verbindet. Wire ¢y
nicht injektiv, gdbe es also 0 < i < j < n mit ¢y (i) = @y(j), dann wire die Ver-
kettung von (p|[0,l~] und <p|[ j,n] €in echt kiirzerer Pfad, der a mit b verbindet. Dies
widerspriache der Wahl von ¢. Also ist ¢y injektiv und damit nach Lemma 1.7
auch ¢. O

Lemma 1.10. Sei x der Anfangs- oder Endpunkt eines injektiven Pfades ¢ der
Lingen >0 in G, also x = ¢y (0) oder x = ¢y (n). Dann gibt es genau eine Kante y
aus E(G) mit t(y) = x, die von ¢ besucht wird.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf durch Umkehrung des Pfades
angenommen werden, dal x der Anfangspunkt von ¢ ist. Fiir y = ¢5((0,1)) gilt
t(y) = v (0).

Sei y’ € E(¢) ungleich ¢5((0,1)). Ist ¥ = ¢£((0,1)), dann hat es den Endpunkt
¢v (1), welcher von x verschieden ist, da ¢y injektivist. Ist y’ = ¢ p((k, k+1)) oder
¥y =@p((k,k+1)) fiirein k>0, dannist #(y’) € { k, k+1}, also ungleich x = ¢y (0),
ebenfalls da ¢y injektiv ist. O

Lemma 1.11. Sei ¢ ein injektiver Pfad der Linge n > 2 in einem Graphen G und
sei x € V() nicht der Anfangs- oder Endpunkt von ¢. Dann gibt es genau zwei
Kanten y in E(¢) mitt(y) = x.

Beweis. Sei 0 < k < n mit x = gy (k). Die Teilpfade ¢; = ¢|[g ¢ und @2 := @l ]
sind beide injektiv und haben die Liangen k,n - k > 0. Jede Kante y in E(¢) mit
Endpunkt x liegt, da ¢ injektiv ist, entweder in E(¢;) oder in E(¢2). Ist y €
E(¢1),dannist t(y) = (¢1)v (k) der Endpunkt des Pfades ¢;. Nach Lemma 1.10
ist y dadurch eindeutig bestimmt. Ist y € E(¢>), dann ist #(y) der Anfangspunkt
von ¢, und y dadurch ebenfalls eindeutig bestimmt. O

Folgerung. In einem injektiven Pfad gibt es zu jeder Ecke hdchstens zwei Kanten,
die diese Ecke als Endpunkt haben.

Bemerkung1.12. Lemma 1.10 sowie Lemma 1.11 und seine Folgerung gelten genau-
so, wenn Kanten mit vorgeschriebenem Anfangspunkt statt Endpunkt gesucht wer-
den.

1.4 Zykel

Fiir jedes n > 1 sei (mit Satz 1.2) der Zykelgraph Z, definiert durch V(Z,) =7/nZ,
Ei(Zn)={(k,k+1)|kez/nZ}und (o,1)|g,(z,)((k k+1))=(k k+1), ke V(Zy).
Ein Zykel Z der Liange n in einem Graphen G ist ein Subgraph von G, der zu Z,
isomorph ist.
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Proposition 1.13. In einem Zykel Z der Liinge n > 2 ist jede Ecke zu genau zwei ver-
schiedenen anderen Ecken (und damit insbesondere nicht zu sich selbst) benach-
bart. Zwei benachbarte Ecken sind durch genau eine Kante und ihre Umgekehrte
verbunden.

Beweis. Sei¢:7Z — Z, einIsomorphismus. Die Ecke a € V(Z) ist genau dann zu
b € V(Z) benachbart, wenn ¢y (a) zu ¢y (b) in Z, benachbart ist. Zu ¢y (a) =
k € Z/nZ gibt es genau zwei benachbarte Elemente, ndmlich k-1 und k+1 (mod
n), die wegen n > 2 voneinander verschieden sind.

Seien a, b € V(Z) benachbart. Eine Kante y € E(Z) verbindet a und b genau dann,
wenn @g(y) die Ecken ¢y (a) und ¢y (b) in Z, verbindet. Nach Definition gibt
es in Z, genau ein Paar aus einer Kante und ihrer Umgekehrten, die dies erfiillen.
Da y das Urbild einer dieser Kanten unter der bijektiven Abbildung ¢ ist, gibt
es auch in Z nur ein Paar aus einer Kante und ihrer Umgekehrten, die a und b
verbinden. O

Die umgekehrte Aussage davon gilt ebenfalls:

Proposition 1.14. Sei X c G ein endlicher, zusammenhdingender Subgraph, in
dem jede Ecke zu genau zwei verschiedenen anderen Ecken (und damit insbeson-
dere nicht zu sich selbst) benachbart ist. Weiter gebe es zu je zwei benachbarten
Ecken genau ein Paar {y, y} aus einer Kante und ihrer Umgekehrten, die diese Eck-
en verbinden. Dann ist X ein Zykel der Linge #V (X) in G.

Beweis. Sei ay eine beliebige Ecke aus X und a; eine dazu benachbarte. Eine
unendliche Folge von konsekutiv benachbarten Ecken ( ay ) x>0 werde konstruiert,
indem ay,, als die eindeutig bestimmte Ecke von X festgelegt wird, die zu ay
benachbart und ungleich a;._; ist.

Da X endlich ist, muRB es Indizes m; # my, geben, so daB a,,, = an, ist. Sei m; die
kleinste ganze Zahl, zu der es ein m; € {0,...,my — 1} gibt mit a,,, = a,,. Es gilt
my < my. Da ayp, a; und a, nach Voraussetzung paarweise verschieden sind, ist
my > 2.

Wegen a,, = any, ist a;y,,-1 Zu a,,, benachbart. Wéare m; = my -1, dann gélte a,,, =
am,-1. Dies wiirde der Voraussetzung, daf keine Ecke zu sich selbst benachbart
ist, widersprechen. Wére m; > 0, dann gélte a,,,—1 = @, -1 oder am,,—1 = Amy+1-
Ersteres wire ein Widerspruch zur Minimalitdt von my. Im zweiten Fall wiren
die zu a;;,-1 = am,+1 benachbarten Ecken a,,, und a,,, nicht verschieden, was
den Voraussetzungen widerspréche.

Also ist m; = 0 und damit a,,, = ag. Die Ecke a,,,-1 ist zu ap benachbart, aber
ungleich a;. Daher mul} @, die andere zu a,,, benachbarte Ecke sein: a,;,+1 = a;.
Sei n := my. Durch Induktion folgt ay., , = ay. fiir alle k > 0. Die Folge (ay ) sei durch
diese Relation auf ganz Z fortgesetzt.
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Jedes zu einem Element a; aus der Folge benachbarte Element liegt nach Kon-
struktion ebenfalls in der Folge. Angenommen es gibe eine Ecke x aus V(X), die
nicht in der Folge (a;) vorkommt, dann gébe es, da X zusammenhéingend ist,
einen Pfad ¢ in X, der ap mit x verbindet. Zu diesem gédbe es ein kleinstes [ > 0
mit ¢y (1) # ay fiir alle k € Z. Die Ecke ¢y (I -1) wire ein Element aus der Folge
(ax)kez und konnte damit widerspriichlicherweise nicht zu ¢y () benachbart
sein. Also ist jede Ecke von X in der Folge und die Anzahl der Ecken von X ist n.

Sei v : V(Z,) » V(X) durch ¢y (k) := a;, k € Z/nZ, gegeben, wobei k ez ein
beliebiger Vertreter der Restklasse k sei. Diese Definition ist wegen ay,,m, = ak,
m € Z, von der Wahl des Vertreters k unabhingig.

Sei ¢g, : E.(Z,) — E(X) die Abbildung, die (k, k+1) die eindeutig bestimmte
Kante y in X mit o(y) =@y (k) und t(y) = ¢y (k+1) zuordnet.

Nach Konstruktion ist ¢y bijektiv. Das mit Satz 1.4 aus ¢y und ¢, konstruierte
¢ = (¢v,pg) ist ein Homomorphismus Z,, — X. Da ¢y surjektiv ist und jede
Kante y von X zwei verschiedene, benachbarte Ecken in X verbindet, gibt es ein
k € Z/nZ, so daR entweder o(y) = v (k), t(y) = pv(k+1) oder o(y) = pv(k+
1), t(y) = v(k) gilt. Im ersten Fall ist y = ¢p((k,k+ 1)), im zweiten ist y =
@e((k,k+1)). Also ist ¢ surjektiv. Die Injektivitit von ¢ folgt aus n > 2 mit
einem dhnlichen Argument wie im Beweis von Lemma 1.7. Damit ist ¢ ein Iso-
morphismus zwischen Z,, und X. O

1.5 Baume

Definition. Ein zusammenhédngender Graph ohne Zykel wird Baum genannt.

Proposition 1.15. Sind a,b Ecken in einem Baum G, dann gibt es genau einen
injektiven Pfad ¢ in G mit Anfangspunkt a und Endpunkt b.

Beweis. [Ser80, Chap. I, Par. 2.2, Prop. 8]. O

Definition. Ist y eine Kante in einem Graphen G, dann ist durch V(G’) := V(G),
E(G'):=E(G)\{y, 7} ein Subgraph G’ von G definiert. Dieser werde mit G\{y, 7}
bezeichnet.

Lemma 1.16. Sei G ein Baum und y eine beliebige Kante in G. Dann besteht
der Subgraph G\{y,y} aus genau zwei Zusammenhangskomponenten. In jeder
solchen liegt genau eines, o(y) oder t(y).

Beweis. Es soll gezeigt werden, daB jede Ecke von G\{y, y} mit entweder o(y)
oder t(y) verbunden ist. Dazu sei a eine beliebige Ecke aus G\{y, 7} und ¢ der
eindeutig bestimmte injektive Pfad in G, der o(y) mit a verbindet (Proposition
1.15).
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Falll. y ¢ E(¢).Da E(¢) als Kantenmenge eines Subgraphen unter ~ abgeschlossen
ist, liegt auch y nichtin E(¢). Also kann ¢ als Pfad in G\{y, y} aufgefasst werden
und verbindet dort o(y) mit a.

FallIlL. y € E(¢). Da ¢ injektiv und ¢y (0) = o(y) ist, gilt ¢£((0,1)) = y und damit
@v(1) = £(y). Sei n die Lange von ¢. Der Teilpfad ¢|f; ,,], der die erste Ecke aus-
148t, verbindet dann die Ecken #(y) und a in G\{y, y}.

Also ist a in G\{y, y} mit o(x) oder t(x) verbunden.

Die Ecken o(y) und t(y) sind in G\{y, y} genau dann verbunden, wenn sie durch
einen injektiven Pfad verbunden sind (Proposition 1.9). Da der eindeutig bes-
timmte injektive Pfad, der sie in G verbindet, y enthélt, kann dies nicht sein.

Da Verbundenheit von Ecken durch Verkettung von Pfaden eine transitive Eigen-
schaft ist, besitzt G\{y, 7} genau die zwei Zusammenhangskomponenten von

o(y) und t(y). O

Proposition 1.17. Sei G ein Baum und seien x und y Kanten aus E,(G) mitx + y.
Dann gibt es genau einen injektiven Pfad ¢ mit erster Kante x und letzter Kante y,
also pp((0,1))" =x und pp((n—-1,n))* = y, wobei n die Linge des Pfades ist.

Beweis. Die Subgraphen G, und G, von G seien durch Gy := G\{x, X} und G, :=

G\{y, 7} definiert. Nach Lemma 1.16 besitzen diese je zwei Zusammenhangskom-
ponenten, die entweder o(x) oder ¢(x), beziehungsweise o(y) oder ¢(y) enthal-
ten. Wegen x,y € E.(G) gilt X # y, 7 # x und damit x € E(Gy) und y € E(Gy).

Sei dy € {o(x),t(x)} diejenige Ecke, die nicht in der Zusammenhangskompo-
nente von y in G ist. Analog sei d, € {o(y),t(y)} diejenige, die nicht in der
Zusammenhangskomponente von x in G, liegt.

Sei ¢ der eindeutig bestimmte injektive Pfad in G, der d mit d,, verbindet. Sei n
die Lange von ¢. Da ¢ Punkte aus beiden Zusammenhangskomponenten von G,
enthilt, ist x in E(¢) enthalten. Da ¢ injektiv ist, gibt es nach Lemma 1.10 genau
eine Kante in E(¢) mit ¢y (0) als Endpunkt, ndmlich ¢£((0,1)). Da ¢y (0) €
{o(x),t(x)} ist, mul ¢p((0,1))* = x gelten. Analog ist pr((n-1,n))" = y. Also
existiert stets ein solcher gesuchter Pfad.

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei ¢ ein injektiver Pfad der Lange n in G mit
9e((0,1))* =xund pp((n-1,n))* = y. Bsist v (0) € {o(x), 1(x) } und gy (n) €
{o(y),t(y)}. Wire ¢y (0) # d,, dann ldge es in derselben Zusammenhangskom-
ponente von G, wie y. Der Pfad ¢ verbdnde Punkte aus derselben Zusammen-
hangskomponente von Gy, also kénnte x nicht in E(¢) enthalten sein. Wire ana-
log v (n) # dy, dann ldge ¢ ganz in der Zusammenhangskomponente von x in
Gy und konnte die Kante y nicht besuchen. Also ist ¢ der eindeutig bestimmte
injektive Pfad, der d, mit d, verbindet. O
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2 Stern-Brocot-Briiche

2.1 Definition

Lemma 2.1. Seien p, q ganze Zahlen, die nicht beide Null sind. Genau dann sind
p und q teilerfremd, wenn es ganze Zahlen m,n mit mq— pn =1 gibt.

Beweis. []J]98, Sect. 1.2, Corollary 1.9]. O
Lemma 2.2. Sind a,b,c,d € Z mit|ad — bc|=1, dann gilt|a||d| - |b||c| =

Beweis. Es gilt 1 = |ad — bc| > ||ad|-|bc|| = ||al|d|-|b||c||. Wire |a||d| - |b]|c| =
dann gilte |ad| = |bc| und damit ad — bc € 2Z, was |ad - bc| = 1 widerspriache. Da
|al|d| - |b||c| eine ganze Zahl ist, gilt also |a||d| - |b||c| = 1. O

Sei

Qo= {(p, q)€Zx Z\{(O,O)}‘ ggT(p.q) = 1}-

Die zweielementige Gruppe {-1,1} operiert auf Qy durch e(p,q) = (ep,eq), e €
{-1,1}. Die Menge Q der Stern-Brocot-Briiche sei definiert als die Menge der
Bahnen Qy/{-1,1} unter dieser Operation. Das heilt, fiir (p, q), (p’,q") € Qo gelte
Aquivalenz (p,q) ~ (p’,q') genau dann, wenn es ein e € {-1,1} mit (p’,q’) =
(ep,eq) gibt.

Eine Aquivalenzklasse {(p,q),(-p,—q)} aus Q werde als 2 - geschrieben. Es gilt
g = %. Vorerst untersuchen wir auf Q weder Anordnung noch arithmetische Op-
erationen, lediglich fiir Kapitel 7 wird davon eine Ausnahme gemacht werden. Im
weiteren sollen Stern-Brocot-Briiche schlicht Briiche genannt werden.

Die Abbildung D: Q x Q — Z sei durch

D(a b) |ad - bc|

cd
fiir %,g € Q festgelegt. Fiire, f € {-1,1} gilt
D(Zj }02)—| afd- fbec|=|ef||lad - bc|=|ad - bc|= (LCZ Z),

also ist D unabhingig von der Wahl der Vertreter fiir ¢ und g.

Zwei Briiche % und g heilRen benachbart, Stern-Brocot-Nachbarn oder schlicht
Nachbarn, wenn D (ﬂ, 2) =1 ist. Es gilt

D(Z a) |bc—ad|=|ad - bc|= (Z Z),

die Relation ,benachbart” ist also symmetrisch. Da stets D (— %) =0 gilt, ist die

Relation antireﬂexiv Im allgemeinen ist Nachbarschaft nicht transitiv; so sind

-1

etwa 4, 7 9 und 2 1 1 ]ewells benachbart, aber es gilt D( T 1) 2.
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Bemerkung 2.3. Die Briiche  und § sind benachbart.

Lemma 2.4. Sind a, b, c,d ganze Zahlen mit|ad - bc| = 1, dann sind (a,c) und
(b, d) in Qo.

Beweis. Sicher gilt (a,c),(b,d) #(0,0). Nach Lemma 2.1 sind a, c und b, d teiler-
fremd, also folgt die Behauptung. O

2.2 Signatur

Sind a, b € Z, dann gilt stets
* |a+b|=|a|+|b| oder
* la-b|=|a|+|b|,

je nachdem, welche Vorzeichen a und b tragen. Ist a oder b gleich Null, dann
gelten sogar beide Eigenschaften.

Definition. Die Teilmengen (SIG+) und (SIG-) von

(2 8)ezmnz

seien charakterisiert durch

|ad - bc|= 1}

. ( ccz Z )e(SIG+) < |a+b|=|a|+|b|und |c+d|=|c|+]|d],
a b
. ( . 4 )e(SIG—) <> |a—b|=|a|+|b|und |c-d|=|c|+|d]|.
, a b .. a b . "
Wir sagen e d erfiillt (SIG+), wenn e d € (SIG+) gilt. Analog fiir (SIG-).

Die Eigenschaften (SIG+) und (SIG-) werden als Signatur der Matrix ( “a
c

bezeichnet. Es gilt (SIG+), wenn die Eintrédge in jeder Zeile der Matrix gleiches
Vorzeichen haben (im Sinne dessen, dal Null beide Vorzeichen tragt), und (SIG-),
wenn die Eintrédge in jeder Zeile verschiedenes Vorzeichen haben. Die folgende
Proposition 2.5 sagt aus, da die Eintrage der Matrix durch |ad-bc| = 1 so voneinan-
der abhdngen, dald nicht in einer Zeile gleiche und in der anderen verschiedene
Vorzeichen stehen konnen.

a
Proposition 2.5. Jedes ( J
c

(SIG-).

b ) € 72 x 7% mit |ad - bc| = 1 erfiillt (SIG+) oder
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Beweis. Sicher ist mindestens eines, |a + b| = |a| + |b| oder |a— b| = |a| + ||, giiltig.
Ebenso gilt |c+ d| = |c| +|d| oder |c—d| = |c| +|d]|.

Ist ein Matrixeintrag gleich Null, dann sind fiir seine Zeile sogar beide Bedingun-
gen giiltig.

Tragen alle Zahlen dasselbe Vorzeichen oder sind zwei positiv und zwei negativ,
dann ist die Aussage ebenfalls leicht zu sehen.

Hat ein Matrixeintrag ein anderes Vorzeichen, als die iibrigen, etwa b,c,d > 0,
a <0, dann mull wegen |ad — bc| = 1 einer der Eintrédge b, ¢, d gleich Null sein. [

Proposition 2.6. Gilt fiir ( @ b ) € 7% x 7% mit|ad — bc| = 1 sowohl (SIG+), als

d
auch (SIG-), dann ist{%, g} = {%, %}

Beweis. Da (SIG+) und (SIG-) erfiillt sind, gilt |a + b| =|a| +|b| = |a- b| und damit
a =0 oder b =0. Ebenso gilt |c+d| = |c|+|d|=|c-d|, also ¢ = 0 oder d = 0. Wegen
|ad - bc| =1 gilt in beiden Fillen ausschliefliches oder. Auch konnen nicht @ und

c oder b und d beide Null sein. Also ist je genau ein Element aus den Paaren a, ¢

. . Lo . b_f01
sowie b, d gleich Null. Das jeweils andere hat den Betrag eins. Es folgt 4, 7 € { 1,5 |-

Da benachbarte Briiche nicht gleich sein konnen, gilt sogar {%, g = {%, % . O

b b
Bemerkung 2.7. Jedes ( Zl ) € 7% x 72 trigt dieselbe Signatur wie ( y Z )

d

a

b
Bemerkung 2.8. Erfiillt ( d ) € Z2x7? (SIG+) (beziehungsweise (SIG-)), dann

c
gilt

. (SIG+) (beziehungsweise (SIG-) fir [ % 2 )

* (SIG-) (beziehungsweise (SIG+)) fiir :6: fl ) und

* (SIG-) (beziehungsweise (SIG+)) fiir Z :Z )

Wir wollen die Signatur auf Paare benachbarter Briiche tibertragen. Dabei stellen

2 1 -2 1
wir fest, dafd etwa( L1 )und( L1 )Verschiedene Signaturen tragen, unter

b
( ccl d ) > (%3) jedoch auf dasselbe Paar benachbarter Briiche abgebildet wer-

den. Wir kénnen also nur von der Signatur der Reprdsentanten zweier benach-
barter Briiche sprechen. Unter der Kurzschreibweise ,% und % tragen die Sig-
natur (SIG+)” fiir benachbarte %, g € Q sollim Folgenden verstanden werden, dafl
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a b
durch die Matrix ( . d ) € 7% x 7? Reprisentanten der Briiche festgelegt sind

und diese (SIG+) erfiillt. Analog fiir (SIG-).

Nach Bemerkung 2.7 ist dies von der Reihenfolge der Briiche unabhégig. Die
Rechenregeln aus Bemerkung 2.8 lassen sich unter dieser Konvention in der fol-
genden Weise schreiben:

Bemerkung 2.9. Tragen Nachbarn %,g € Q die Signatur (S1G+), dann gilt:
_—‘C’,g und ¢, :—Z tragen (SIG-),
=, :—Z tragen (SIG+).
Tragen benachbarte ¢, g € Q die Signatur (SIG-), dann gilt:
:—Z,g und%,:—g tragen (SIG+),
. =4, :—Z tragen (SIG-).

Bemerkung 2.10. Stets kénnen zu zwei benachbarten Briichen Vertreter gewdihlt
werden, die (SIG+) erfiillen.

2.3 Medianten und Eltern

Lemma2.11. Seien (a,c) und (b,d) aus Qy, so dafs ¢ und Nachbarn sind. Dann

liegen (a+b,c+d), (a—-b,c—d) in Qy und es gilt ZIZ + LD

Beweis. Esist

b
la(c+d)-c(a+Db)|=|ac+ad-ac-bc|=|ad- bc|= (% E):l
und
a(c-d)-c(a- =lac—ad—-ac+bc|=|-ad+bc|=D|—,—]=1.
(a(c-d)-c(a-b)|=|ac- ad-ac+bel-|-ad-+bel - D[, )

Mit Lemma 2.4 folgt daraus unmittelbar (a+b,c+d),(a—b,c-d) € Q, also sind
die Briiche 22 und %% wohldefiniert.
Wire nun Z:g f 7, dann gilte entweder a+ b =a-b, c+d = ¢-d und damit
(b,d)=(0,0) oderesgilte a+b=—-(a-b), c+d =—-(c—d) und damit (a,c) = (0,0).
Nach Voraussetzung sind ( a,c)und (b, d) aber aus Qg und damit beide ungleich
(0,0). Also ist L2 » &=b O
Definition. Zu zwei benachbarten Briichen ¢ und % sei die Menge ihrer Medi-
b
anten als {?Id,
der verschiedene Briiche sind, folgt aus Lemma 2.11. Da ¢ und =% das gleiche Ele-
ment aus Q vertreten, vertauschen sich je nach Wahl der Vertreter die Rollen bei-
der Medianten, die zweielementige Menge der Medianten zu £, % ist aber stets

wohldefiniert.

- d} definiert. Dafl ‘”fi’ und ?T_fi’ zwei wohldefinierte, voneinan-
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Bemerkung 2.12. Die Menge der Medianten zu 7 9 und} 5 lst{ I 1

Lemma 2.13. Stern-Brocot-Nachbarn %, g sind beide zu beiden ihrer Medianten

a+b a— b
i und benachbart.

Beweis. Es ist

D(z ZHb) la(c+d)-c(a+b)|=|ad-bc+ac-ac|=|ad-bc|=1,
D(j:i; Z) (a+b)d—b(c+d)|=|ad-bc+bd - bd|=|ad b =1,
a a-b
D(E’c d) la(c—d)-c(a-b)|=|-ad+bc+ac-ac|=|-ad+ bc|=
und
a-b b
D(C_d,a):|(a—b)d—b(c—d)|:|ad—bc—bd+bd|:|ad—bc|:

O

Proposition 2.14. Seien ¢ und% Stern-Brocot-Nachbarn. Die Menge M der Briiche,
die zu beiden benachbart sind, enthdlt genau zwei Elemente, ndmlich deren Medi-
anten.

Beweis. In Lemma 2.13 wurde bereits gezeigt, dal beide Medianten in M liegen.
Sei Z aus M, dann gilt

a p b
D( ) a c ( )= d-bg|=
g lag - pc| = 7 d |pd - bq|

Daher gibtesein ec {-1,1} mit ag— pc = e(pd - bq) und es gilt

aq-pc=e(pd-bq),
aq+ebqg=epd+ pc,
q(a+eb)=p(c+ed).

Da p, g und nach Lemma 2.11 auch a + eb, ¢ + ed teilerfremd sind, ist % ?j:gg

und damit g einer der Medianten von ‘—; und %. O

Definition. Die Abbildung N; : Q -~ NuU {0} sei durch N; (%) |p|+|q| erklart.

. p . p
Bemerkung 2.15. Fiir alle 7€ Q ist Ny (5) > 0. Ist Ny ( ) 1, dann lst {1, 3

Lemma 2.16. Fiir Stern-Brocot-Nachbarn %, g gilt N, (%) =N, (g) genau dann,
wenn {%,5}={9, 1} ist.
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Beweis. st {%, } {1,0} dann sind £ und & benachbart und es gilt N (£) =

Mi(4)-1

Gelte nun Ny (4) = Ny (£), also |a| + |c| = |b| + |d| fiir benachbarte £, £ € Q. Sei
= |b| - |a| = |c| - |d|. Ware k = 0, dann gilte < = £2 und damit D (4, %) €27, was

der Nachbarschaft widerspréche.

Fall L. k > 1. Dann ist |b| > |a] > 0 und |c| > |d| > 0, also |b| > |a| + 1 und |c| > |d| + 1.

Wire a # 0 oder d # 0, dann wiére |b||c| > (|a|+1)(|d|+1) = |a||d|+|a| +|d| + 1 >

|a||d|+1. Aber aus |a||d|-|b||c| = £1 (Lemma 2.2) folgt |b||c| = | a||d|¥1. Widerspruch.

Also gilt a = d = 0 und damit |b| = |c| =

Fall IL. k < —1. Dann ist |a| > |b| > 0 und |d| > |c| > 0. Wegen |a||d| = |b||c| = 1 folgt

analog zum ersten Fall |a| = |d| =lund b=c=0.

Inbeiden Féllen gilt £, 7 € % 1 0 } Da 4 und benachbart sind, miissen sie voneinan-
der verschieden sein. Also gilt sogar { C, { 105 O

Lemma 2.17. Sind %,% € Q benachbart mit Ny (%) < Ny (%), dann ist|a| < |b| und
lc| <|d]|.

Beweis. Nach Bemerkung 2.15 ist Ny (4 ) >1.Da N () echtgroRerals Ny (£) ist,

gilt Nl( ) >2. Also ist 2 Weder 1 noch und damit b, d # 0.

Es gilt |a| + |c| < |b| + |d| nach Voraussetzung. Sei angenommen, daB |a| > |b| wére,
dann gilte |d| > |c|+ (|a| - |b]), also |d| > |c|+ 1. Multiplizieren beider Ungleichun-
gen lieferte |a|d| > |b|(|c|+ 1), woraus |a||d|-|b||c| > |b| > 1 folgte. Ware angenom-
men |c| > |d|, dann gélte |b| > |a| + (|c|-|d]|), also |b| > |a| + 1. Multiplizieren dieser
Ungleichungen lieferte (|a|+1)|d| < |b||c|, was |a||d| - |b||c| < —|d| < —1 bedeuten
wiirde. Beides widerspricht |al||d| - |b|c| = +1 (Lemma 2.2). O

Lemma 2.18. Seien & und % benachbarte Briiche mit Ny (%) < N, (%) und (SIG+),
also nach obiger Konvention Vertreter so gewdihlt, dafS|a+ b| = |a|+|b| und |c+d|=
|c|+|d| gilt.

Dann gilt|a—- b| < |b| und|c-d| <|d|.

Beweis. Wegen Lemma 2.17 gilt |a| <|b| und |c| < |d|. Die folgende Fallunterschei-
dung soll getroffen werden:

* Ista+b >0, dann sind wegen (SIG+) a,b >0 und es gilt |a—b| = b—a = |b|-|al.
* Ista+b<0,dannsind a,b<0und es gilt |a— b|=a-b=—(|a|—-|b|) =|b|-|al.
* Istc+d>0,dannsind ¢,d >0 und es gilt |c-d|=d - c =|d|-|c|.

* Istc+d<0,dannsind ¢,d <0undesgilt |c-d|=c—d =—(|c|-|d|) =|d|-|c|.

In jedem Fall gilt |a— b| = |b| - |a| <|b| und |c - d| =|d| - |c| < |d)|. O
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Lemma2.19. Sei(p, q) € Qo mit p, q > 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
a,b,c,deZ mit:

* ab,cd>0,
* ad—-bc=1 sowie
e p=a+bundqg=c+d.
Fiir diese gilt dann (a,c),(b,d) € Qo und a+c,b+d < p+q.

Beweis. Zuerst werde die Existenz dieser Zahlen gezeigt. Da p und q teilerfremd
sind, gibt es nach Lemma 2.1 ganze Zahlen m, n mit mqg - pn = 1. Auch g und
n sind damit teilerfremd. Jedes Zahlentupel (m + zp,n+zq), z € Z, ist wegen
(m+zp)g-(n+zq)p=mq+zpq-np-zpq=mq-np =1 eine Losung dieser
Gleichung.

Da g, n teilerfremd sind, gibt es ein zp € Z mit 0 < n+zpq < g. Sei a:= m+ zyp
und ¢ := n+ zpq. Dann gilt ag - pc =1 und 0 < ¢ < q. Es sind p,c > 0, also ist
aq =1+ pc>1unddamit a >0. Weiter ist pg > pc=aq—-1, also gilt0< a< p.

Seien b:=p-aund d := g - c¢. Dann gilt:
* a+tb=a+p-a=p,
e c+d=c+q-c=q,
* a,b,c,d>0,wegen0<a<p,0<c< g, sowie
e ad-bc=a(q-c)-(p-a)c=aq-ac—-pc+ac=aq-pc=1.

Aus ad — bc =1 folgt mit Lemma 2.4 (a,c),(b,d) € Qo.Esgilta+b+c+d=p+q.
Alle diese Zahlen sind groRer oder gleich Null. Wegen (a,c), (b,d) # (0,0) sind
a+c,b+d>0,alsogilta+c,b+d<p+gq.

Nun soll die Eindeutigkeit von a, b, ¢, d gezeigt werden. Seien dazu a’, b’,c’,d' € Z
mita’,b’,c’,d'>0,a’d'-b'c’=1und p=a’+b’, q=c’+d’ beliebig. Nach Lemma
2.4liegen (a’,c’) und (b’,d") ebenfalls in Qy.

Seik:=c'-cund !:=a’'-a.Dannistc’=c+kund a’ = a+1.Wegen a+b=p=a’+b’
istb’=a+b-a =b-1l,wegenc+d=q=c'+d'istd' =c+d-c'=d- k. Esgilt

l=d'd -b'c'=(a+1)(d-k)-(b-1)(c+k)
=ad+1ld-ak-1lk—-bc+lc-bk+lk
=(ad-bc)+1(c+d)-k(a+Db)
=1+I(c+d)-k(a+Db),

also ist [g— kp = 0 und damit kp = lq. Da p, q teilerfremd sowie beide ungleich
Null sind, ist k = xg und [ = xp fiir ein geeignetes x € Z.
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Falll. x =0. Dann st (a’,c’) = (a,c), (b',d") =(b,d).

Fallll. x> 1. Esist b’ =b—-1l=b-xpund d'=d-k=d—-xq.Aus b< p, d < q folgt
b',d'<0.Mit b’,d’ >0 folgt (b',d") = (0,0) ¢ Qp. Widerspruch.

Falllll. x<-1.Esista’=a+l=a+xpund ¢’ =c+k=c+xq.Aus a< p, c < q folgt
a',c'<0.Mita’,c’' >0 folgt (a’,c") = (0,0) ¢ Qo. Widerspruch. O
Dieses wichtige Lemma kann auch geometrisch bewiesen werden:

Beweis. Es werde das Gitter Z? c R? der ganzen Zahlen in der Ebene betrachtet.
Zuerst werde folgende Beobachtung gemacht:

Proposition 2.20. Ein Tupel (x,y) € Z?, (x,y) #(0,0), ist genau dann teilerfremd,
wenn die Strecke (0,0)(x, y) keinen weiteren Punkt aus 7> enthdilt. Vergleiche Ab-
bildung A.

Beweis. [Cas88, S. 155]. O

Sei R = {(x,y) €z7?

0<y<q,0<x< p}. Anschaulich betrachtet ist R die Menge

an Gitterpunkten, die in dem von (0,0), (p,0), (p,q) und (0, q) einbeschriebe-
nen Rechteck liegen. Die Punkte (a,c), (b, d) miissen - so sie existieren — in R
liegen, um p = a+ b und q = ¢ + d zu erfiillen. Wegen p, g > 0 enthilt R mit (1,0)
mindestens einen Punkt ungleich (0,0) und (p, g).

Sei s die Strecke (0,0)(p, g) und sei s’ die Gerade, die s enthilt. Sei weiter (a,c) €
R\{(0,0),(p,q)} ein Punkt mit minimalem euklidischen Abstand & zu s’. AufSer
z(p,q), z € Z, liegt nach Proposition 2.20 kein Gitterpunkt in s’. Dieses ist nur
fiir z€ {0,1} in R enthalten. Da (a, c) also nicht auf s’ liegt, ist & > 0. Vergleiche
Abbildung B.

Das Dreieck A = (0,0)(a,c)(p, q) ist demnach nicht entartet. Kein Gitterpunkt
kann im Inneren dieses Dreiecks liegen, da er geringeren euklidischen Abstand
zu s’ als (a, ¢) hitte, was dessen Wahl widerspriche. Aus demselben Grund kann
kein Gitterpunkt auler den Ecken (a,c), (0,0) und (p,q) auf einer der Seiten
liegen.

Da kein Punkt aus 72 auf der Strecke (0,0)(a, c¢) liegt, folgt mit Proposition 2.20,
dall a und c teilerfremd sind. Da auch kein Punkt aus dem Gitter auf der Strecke
(a,c)(p,q) liegt, sind b:= p—aund d := q - c teilerfremd. Der Punkt (b, d) liegt
inR,da0<a<pund0<c<gqggilt.Alsoista,b,c,d >0, p=a+Db, g=c+dund die
Tupel (a, ), (b, d) sind teilerfremd.

Das Parallelogramm P = (0,0)(a, c)(p, q) (b, d) ist punktsymmetrisch um seinen
Mittelpunkt (%p, %q) Die Punktspiegelung von A um diesen Mittelpunkt ergibt
das kongruente Dreieck (0,0) (b, d)(p, q). Das Innere dieses Dreiecks enthilt eben-
falls keinen Gitterpunkt, da ein solcher unter derselben Punktspiegelung auf einen
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(0,0)

Abbildung A: Teilerfremdheit geometrisch interpretiert. Teilerfremde Paare sind mit e,
nicht-teilerfremde mit o gekennzeichnet.

y
[} o) [ ]
-~
~
-~
_ ~
(L,1) P
®
n (2,1)
N
0,0) (1,0) x

Abbildung B: Ein Beispiel fiir (p,q) = (2,1). Von den zwei Punkten mit Abstand & von s
wurde (1,1) als (a, c) gewihlt.

Gitterpunkt im Inneren von A abgebildet wiirde. Da die Strecke (0,0)(p, g) auBer
(0,0) und (p, q) keine Gitterpunkte enthélt, liegen im Inneren von P also keine
Gitterpunkte. Gitterpunkte auf dem Rand von P sind lediglich die vier Eckpunkte.

Die Flache von P ist |ad - bc|. Sie ist ungleich Null, da A nicht entartet ist. Wre
gezeigt, dall diese Fldche gleich eins ist, dann wére diese Schlussrichtung be-
wiesen, denn durch Vertauschen von (a,c) und (b, d) kénnte ad — bc = 1 erre-
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Abbildung C: Das Parallelogramm P = (0,0)(a, ¢)(p, q)(b,d) fiir das obige Beispiel.

icht werden, ohne die anderen Bedingungen zu verletzen womit a, b, c,d alle
geforderten Eigenschaften besitzen wiirden.

Hierzu wird der Minkowskische Gitterpunktsatz in der folgenden Formulierung
verwendet:

Satz 2.21. Sei A c R", n € N, ein Gitter. Eine beschrinkte, konvexe und um Null
punktsymmetrische Teilmenge des R", deren Volumen grifSer dem 2" -fachen des
Volumens einer Grundmasche im Gitter A ist, enthdlt in ihrem Inneren neben dem
Ursprung noch mindestens zwei weitere Punkte des Gitters A.

Beweis. [Minl0, Kap. 3]. O

Auf den Fall des Gitters 72 c R? angewendet bedeutet dies, daR jede beschrinkte,
konvexe und um Null punktsymmetrische Teilmenge des R? mit Flicheninhalt
grofer 4 in ihrem Inneren neben (0,0) mindestens zwei weitere Gitterpunkte en-
thalt.

Sei (u, v) € Z? ein Vektor mit ganzzahligen Koeffizienten und P + (u, v) das um
diesen Vektor verschobene Parallelogramm. Dieses hat im Inneren keinen Gitter-
punkt und auf dem Rand lediglich die verschobenen Eckpunkte von P als Gitter-
punkte.

SeiQ:=PuP-(a,c)uP-(b,d)uP-(p,q), also die Vereinigung von P mit drei
verschobenen Kopien davon, dann ist Q das Parallelogramm

(p.a)(a-b,c-d)(-p,-q)(b-a,d-c).

Es hat den vierfachen Flicheninhalt von P. Alle Gitterpunkte, die im Inneren oder
auf dem Rand von Q liegen kénnen, sind die verschobenen Eckpunkte von P,
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(1L.1) (2,1)

(0,0) (1,0) .

Abbildung D: Das Parallelogramm Q fiir das obige Beispiel.

neben den Eckpunkten von Q also (a,c), (b,d), (-a,—c), (-b,—d) und (0,0). Bis
auf den Ursprung sind dieses die seitenhalbierenden Punkte der Seiten von Q
und damit im Rand von Q enthalten. Also liegt auer dem Ursprung kein Gitter-
punkt im Inneren von Q. Als Parallelogramm ist Q konvex und nach Konstruk-
tion um den Ursprung punktsymmetrisch. Nach dem Gitterpunktsatz hat Q also
einen Flicheninhalt kleiner oder gleich 4. Es folgt, daR die Fliche |ad — bc| von P
kleiner oder gleich 1 und als ganze Zahl damit gleich 1 ist.

Nun werde die umgekehrte Schlussrichtung gezeigt: Sind a’,b’,c¢’,d’ mit a’d’ -
b'c"=1und p=a’+b/, g=c’"+d’ gegeben, dann hat das von ihnen aufgespannte
Parallelogramm P’ := (0,0)(a’,c’)(p,q)(b',d") den Flicheninhalt a’d’ - b'c’, al-
so eins. Da die Diagonale (0,0)(p, g) von P’ gleich der solchen in P ist, muB die
Hohe von (a’, ¢’) tiber dieser Diagonale gleich dem oben berechneten £ sein. Ein
Punktin R mit Abstand & von s’ liegt auf einer der Parallelen zu s’, die durch (a, ¢)
und (b, d) verlaufen, ist also von der Form (a,c) + t(p,q) oder (b,d) + t(p,q)
mit geeignetem ¢ € R. Genauer muf$ wegen Proposition 2.20 sogar ¢ € Z sein, da
in s(]0,1[) keine Gitterpunkte liegen konnen. Fiir ¢ # 0 liegen diese Punkte je-
doch nicht mehr in R, also ist (a’, ¢’) = (a, ¢) wie behauptet oder (a’,¢’) = (b,d),
woraus jedoch a’d’ - b'c’ = bc - ad = -1 folgen wiirde.

Somit sind die bereits konstruierten Punkte (a, c) und (b, d) die einzigen mit den
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gesuchten Eigenschaften. O

Proposition 2.22. Sei g € Q\{%, %} Dann existiert ein eindeutig bestimmtes un-
geordnetes Paar benachbarter Briiche ¢, g mit Ny (%), Ny (g) <N (5), so dafs g

einer der Medianten von < und % ist. Diese Briiche %, g heifsen die Stern-Brocot-

Eltern oder schlicht Eltern von £.

q

Beweis. Zuerst werde die Existenz gezeigt. Da % weder % noch % ist, sind p, g # 0.
Sei p’:=|p|, ' :=|q| und seien e :=sgn(p), f :=sgn(q) die Vorzeichen von p und
g, also —1 oder 1.

Nach Lemma 2.19 existieren eindeutig bestimmte (a’, ¢’), (b’,d") € Qp mit
e a\b,c,d>0,ad-bc=1,
e p'=a+b,q'=c"+d,
e a+c\b+d'<p'+¢q'.

Seien a:=ea’,b:=eb’, c:= fc',d:=fd'.

Dannssind £ und £ wegen ad - bc = ef = +1 benachbart. Es ist L= ;i - da+b)

a+b . B . . a Q . .
o also ist g einer der Medianten von o - Weiter gilt

a
N (%) =lal+lel=d'+¢'<p'+q'=|pl +]a]= i ()

und analog N; (2) <N; (g).

Seien nun umgekehrt % und % Nachbarn mit N; (%) , N7 (%) <N (%) von denen

P ein Mediant ist. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kénnen Vertreter so

q

gewihlt werden, daR 5 _ atbh

g a b p 7 b P
Nach Lemma 2.13 sind ¢ und E-_zu 5 benachba_rt. Aus N; (%),Nl (E’) <_N1 <5)
folgt nach Lemma 2.17, da8 |al, |b| < [p| und |¢|, |d| < |q| gilt. Es folgt |a| +|b| = [p| =
|a+b|und |¢|+|d| = |q| = |¢+d|, also gilt fiir £ und % (SIG+). Nach einem analogen

Argument tragen auch ¢, g (SIGH).

Da £ und %- benachbart sind, gilt mit Lemma 2.2 |a||d| - |b||¢| = +1. Durch Um-
benennen kann ohne Einschréankung der Allgemeinheit |al|d| - |b||¢| = 1 erreicht
werden. Dies ldsst nach Bemerkung 2.7 die Signatur von % und % unverdndert.
Insgesamt gilt |al,|b|,|¢|,|d| > 0, |a||d| - |b||¢| = 1 sowie |p| = |a+ b| = |a| +|b| und
\g| = |¢+d| = |¢| + |d|. Nach Lemma 2.19 sind die Tupel (|a|,|¢|) und (|b|,|d|) mit
diesen Eigenschaften zu (|p|,|g|) eindeutig bestimmt. Also gilt (|a|,|¢|) = (a’,c’)
und (|b],|d]) = (V',d").
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Wegen 42 = 5: ath gibtes ein ve {-1,1},s0dal a+b = v(a+b) und c+d =

v(é+d) gilt.

Da %,g (SIG+) erfiillen, tragen a und b dasselbe Vorzeichen; ebenso va und vb.
Es gilt a+ b = va+ vb sowie |a| = |dl, |b| = |b|, also muR a = va und b = vb sein.
Analog gilt ¢ = v¢ und d = vd. Damit folgt 4 = % und 5 = 2. O

Q|

Lemma 2.23. Sei g €eQ nicht% oder %. Ist < ein zu g benachbarter Bruch mit

N (9) <Ny (g), dann ist ¢ eines der Eltern von g.

Beweis. Nach Lemma 2.16 gilt wegen LY: {1, 0} sogar N1 (2)<MN ( ) Aus Lem-
ma 2.17 folgt dann |a| < |p|, |c| < |q|. Sei e1n Vertreter von 4 so gewdhlt, da |a+p| =

la|+|pl, |c+q|=]|c|+|q|, also (SIG+) fiir 4, q, gilt (BemerkungZ 10).

Sei & d der Mediant von 4, £, der durch b := p—a, d := q- c gegeben ist. Als Mediant

c’ q’
ist 2 zu 2 benachbart (Lemma 2.13). Nach Lemma 2.18 gilt |a- p| < |p| und |g—c| <
|q|, also ist |b| +|d| < |p| + |q|. Mit Lemma 2.16 folgt sogar |b| +|d| < |p| +|q|- Es ist

ath - e = £ und|al +|c| <|p|+|g| nach Voraussetzung. Also sind ¢ und L die

nach Proposition 2.22 eindeutig bestimmten Stern-Brocot-Eltern von %. O

Sei My := { T 0} Sei induktiv zu einem My, ke Nu {0}, die Menge My, als

aboy D(EE)_l}
a P\ eal”

a+b a->b
c+d c—d|c

M= Mku{

definiert und sei M := Ugen M.

Proposition 2.24. Es ist M = Q, das heifst zu jedem Bruch g gibtesein k >0, so
daf & in My ist.

Beweis. Se1 € Q beliebig. Ist £ = % oder g = &, dann ist g nach Definition in Mj.

Ist E keiner dleser Briiche, dann gibt es nach Proposition 2.22 ein benachbartes
Paar g b mit Ny (%), N1 ( ) <N ( ) in deren Medlantenmenge liegt. Also ist
5 bereits in M, wenn alle Briiche mit kleinerem N;-Wert in M smd. Da ¢ 1 und

%, die einzigen Briiche mit N;-Wert 1, in M liegen, ist nach Induktion iiber die
N;-Werte auch g in M. O

Lemma 2.25. Seien ¢ und % benachbart mit (SIG+) und Ny (%) < Ny (%). Dann
gilt:

?:3 ist eines der Eltern von g und

b

e 4, % sind die Eltern von %5

c+d "
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Beweis. Aus Lemma 2.18 folgt |a— b| < |b| und |c—d| <|d|, also Ny (£2) < Ny (

Nach Lemma 2.23 ist dann CTZ eines der Eltern von Z.

)

Qs

Wegen (SIG+) gilt weiter |a|, |b| < |a| + |b| =|a+ b| und |c|,|d| < |c|+|d| = |c + d], also
N (%), M (%) <Ny (?j:g) Nach Lemma 2.23 sind “,Z Eltern von g‘f:g Da %,g
benachbart sind, gilt % + d’ also sind sie die eindeutig bestimmten Eltern aus

Proposition 2.22. O

Proposition 2.26. Sei k > 0. Die Eltern jedes % aus My.1\ My, liegen in M.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber k. Ist k = 0, dann
ist % entweder _Tl oder % Die Stern-Brocot-Eltern dieser Briiche sind % und %
welche beide in M liegen.

Sei k > 0 und die Aussage fiir alle kleineren k bereits bewiesen. Zu % aus My 1\ My
gibt es nach Konstruktion von My, ; Nachbarn £, % aus Mj. deren Mediant B ist.

Da k > 0 ist, darf { } {1, 0} ausgeschlossen werden. Nach Lemma 2.16 ist
dann Ny (%) # N ( ) Durch Umbenennen gelte ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit N (%) < Ny (g). Durch geeignete Wahl der Vertreter gelte (SIG+) fiir
%,% (Bemerkung 2.10).

Da g sowohl zu %, als auch zu % benachbart ist, folgt aus Proposition 2.14, dal§

g einer der Medianten dieser Briiche ist. Nach Lemma 2.25 ist ?%fi’ eines der

Stern-Brocot-Eltern von % und als solches nach Induktionsvoraussetzung schon

in Mj._; enthalten. Also ist B = %fi’ Ebenfalls nach Lemma 2.25 sind die Briiche

a+b

4 und die Stern-Brocot- Eltern von 7,

welche damit in My liegen. O

Proposition 2.27. Liegt 7 in My fiir ein k >0, dann sind auch ., % und <! in My
enthalten.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion iiber k. In M, liegen

=7 und ¥ = 2. Die Aussage gilt also fiir k = 0.

Gelte die Aussage bereits fiir ein k > 0. Ist 5 in Mj1\Mjy, dann sind die Eltern &
und Z wegen Proposition 2.26 in Mj enthalten. Nach Induktionsvoraussetzung

liegen ¢, ‘Z, 2 7 b und =, ‘b ebenfalls in M. Dann sind £ T %und ~1 geeignete
Medianten dieser Briiche. Die Aussage gilt folglich fiir k + 1. O

Definition. Die Abbildung Ny : Q - Nu {0} sei definiert durch

NL(B) :min{kzo P
q q

—EMk}.

Nach Proposition 2.24 ist dieser Ny -Wert fiir jeden Bruch g erklart.

Bemerkung 2.28. Fiir alle g €Qgilt

(2)- () (2)- ),
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition 2.27. O

Einschub: Ein Algorithmus um Ny (%) Zu g P ¢ Q zu berechnen ist, mit dem Inter-

vall ¢ 1,0 zu beginnen und dieses durch Medlantennahme sukzessive zu verklein-

ern, bis Z q eine der Intervallgrenzen ist [GKP89, Sect. 4.5, Erster Algorithmus]. Die

Anzahl der Schritte dieses Verfahrens liefert Ny (%). Hierfiir wird die Anordnung

von Q) {%} als Q benétigt, insbesondere dall ein Mediant zwischen seinen Eltern
liegt. Ein eleganteres und effizienteres Verfahren wird in Kapitel 3.6 vorgestellt
werden.

Proposition 2.29. Sez €Q mcht oder % o- Seien ¢, g ie Eltern von P Dann gilt:

n, g di

() max{u(6) (3}
Ni| — max: Ny | — — +1.

q a
Beweis. Seil:= N; (g) und sei k := max{NL (2),N; (g)} das kleinste k, so daR
2 und % in M} sind. Nach Definition ist % einer der Medianten von ¢ und g. Also
ist % in My, enthalten und es gilt [ < k+1. Da [ die kleinste ganze Zahl ist, fiir die
% in M liegt, gilt g € M;\M;_;. Nach Proposition 2.26 liegen die Eltern von g in
M;_j,alsoist k<l-1.EsfolgtI<k+1und!>k+1,also ! =k+1und damit die
Aussage.

Lemma 2.30. Sind £, % Nachbarn mit N, (%) < Ni.(4), dann ist Ny (%) < Ny (3)
Beweis. Es kann nicht Nl( ) = Nl( ) gelten, denn sonst wire { } { % %}

nach Lemma 2.16 und damit Ny (£) = NL( )=0.

Sei angenommen Ni(%)> N ( b ) dann wére nach Lemma 2.23 b eines der El-
tern von 4. Aus Proposition 2.29 folgte dann Nz (4) > N ( ) Wlderspruch O

Lemma 2.31. Fiir Nachbarn %, gzltNL( )= NL( )genau dann, wenn{ }:

{1’0}’“

Beweis. Gilt {%,2 ={9,1}, dannist N (£) = NL( )=0.

Seien nun ¢, g Nachbarn mit Ny (%) = N (3). Galte N1 (4) <\ (g), dann wire
nach Lemma 2.23 £ eines der Eltern von Z und es gilte Ny (%) < N (3) wegen
Proposition 2.29. Gélte N, (Z) < N (%), dann folgte analog N ( ) < N.(%). Bei-
des widersprache Ny (2) = Ni (4).

Also giltNl(%)=N1(§)und damit{%,g 1,O}nachLemmaZ 16. O
Proposition 2.32. Sei £ € Q nicht 9 oder 3. Ist ¢ zu £ benachbart und gilt Ny, () <
NL< ) dann ist 4 eines der Eltern von %

Beweis. Nach Lemma 2.31 ist N7 (%) # NL(%), also gilt Nz (%) < NL(%)- Aus

Lemma 2.30 folgt Ny (%) < N (s) und damit nach Lemma 2.23, daf ¢ eines der

Eltern von £ q P jst. O

29



2.4 Die Modulgruppe

b
Lemma 2.33. Sei A= [ “a J ] ein Element der Modulgruppe (zu Definition und
c

ap+bq
cp+dq

Notation siehe Seite 3) und g € Q. Dann ist A% = ein wohldefinierter Stern-

Brocot-Bruch.

ea eb
ed

von g sind von der Form (fp, fq) mit f € {-1,1}. Fir diese gilt

Beweis. Vertreter von A sind von der Form ( ) mit e € {-1,1}. Vertreter

eafp+ebfq ef(ap+bq) ap+bq

ecfp+edfq ef(cp+dq) cp+dq’
das Produkt ist also unabhéngig von der Wahl der Vertreter. Es bleibt zu zeigen,
daB ap+bq und cp+dq teilerfremd und nicht beide Null sind. Wegen (p, q) € Qo
gibt es nach Lemma 2.1 ganze Zahlen m, n mit pm - gn =1. Es gilt:

(ap+bqg)(cn+dm)—(cp+dq)(an+bm)
=apcn+bgcn+bgdm+apdm-cpan-dqgan—-cpbm—-dqgbm
=bgcn+apdm-dqgan—-cpbm
=qgn(bc-ad)+pm(ad - bc)

=pm-qn
=1.
Nach Lemma 2.4 liegt (ap + bq,cp +dq) dann in Q. O

Proposition 2.34. Die Modulgruppe operiert aufQ durch die in Lemma 2.33 definierte
Linksmultiplikation.

Beweis. Die Gruppe SL,(Z) operiert durch Matrixmultiplikation auf Qp, indem
Elemente aus Q als Spaltenvektoren aufgefasst werden. Unter den kanonischen
Abbildungen auf I' und Q iibertragen, wird diese Operation gerade zu der in Lem-
ma 2.33 beschriebenen. In der Form eines kommutativen Diagramms:

SLa(Z) x Q —— Q
lcan xcan cant
TXQ = S peration s lemmazss ~~ <
O
Wird der Bruch Z;:IZZ formal um q gekiirzt, dann ergibt sich mit
p ag +b
q c% +d

die klassische Schreibweise der zugrundeliegenden Mdébiustransformation.
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3 Die Modulgruppe und die Wortldngenmetrik

3.1 Der Graph G

Zur Konstruktion des Graphen G werde erneut Satz 1.2 verwendet. Sei V(G) := Q
und E;(G) :=T.Zu A€ E,(G) seien die Abbildungen o und ¢ definiert, indem ein

b
Vertreter ( j 4 ) €SL,(Z) von A gewihlt und

a b
o(A):= = t(A):= y

festgelegt wird. Aus

a b
d—bc=det 1
a c e( d)

Cc

folgt mit Lemma 2.4, dall (a,c) und (b,d) in Qo liegen. Weiter sind die zwei

Vertreter von A
a b und -a -b
c d -c -d |’
—-a b

Da % ==, und 5 = :—Z gilt, sind o und ¢ also von der Wahl des Vertreters unab-

hingig.

Proposition 3.1. Sei
b b
N:= {(E, —) eQx Q‘ E, — sind Stern-Brocot-Nachbarn}
c d c d

und sei ¥ : T — N durch ¥ (A) = (0(A),t(A)) gegeben. Dafs die Stern-Brocot-
Briiche des Bildes dabei benachbart sind, liegt daran, dafs jeder Matrixvertreter
von A Determinante eins besitzt.

Dann ist'V bijektiv.
Beweis. Sei die Abbildung ®: N — I" durch
(D((E é)) ::[ a (ad-bc)b ]
c'd ¢ (ad-bc)d
erkldrt. Dieses ist unabhingig von der Wahl der Vertreter (a,c),(b,d) zu ¢ und

det( ¢ faamvon ):md_bc)z:l

liegt das Bild von ® sicherinT.

g. Wegen

31



b
Es ist klar, dall ¥ o ®@ = idy gilt. Um ® o ¥ = idr zu zeigen, sei A = [ a d ] el
c

beliebig. Dann gilt ad — bc = 1 und damit

¢ (ad-bc)d

(Do‘P(A)z[ a (ad-bc)b ]

O

Lemma 3.2. Zwei Ecken ¢, g aus G sind genau dann im Graphensinne benach-
bart, wenn sie Stern-Brocot-Nachbarn sind. In diesem Fall gibt es genau vier ver-
schiedene Kanten, die ¢ und 2 verbinden.

b
d
heilt die eindeutig bestimmte Kante in E;(G) n{y, 7} (siehe Kapitel 1.2). Wegen
A€ {y,y} verbinden Aund y dieselben Ecken % = 0(A) und % =t(A). Diese sind
wegen ad — bc =1 Stern-Brocot-Nachbarn.

Beweis. Sei y € E(G) eine beliebige Kante. Sei A = = y* € E.(G), das

Seien umgekehrt £, g aus V(G) Stern-Brocot-Nachbarn. Sei ® wie im Beweis von

. h))_[ a (ad-bc)b

PropositionS.l.Dannist@((;,g (ad-bc)d
¢ (ad-bc

3.1 besitzt es den Anfangspunkt ¢, den Endpunkt g und ist die einzige Kante in
E. (G) mit dieser Eigenschaft.

] in I'. Nach Proposition

Die vier Kanten, die % und 3 verbinden, sind dann

a (ad-bc)b b -(ad-bc)a
[ ¢ (ad-bc)d ]’[ —(ad-bc)c ]

und ihre Umgekehrten. Aus |ad - be| = 1 folgt £ + £. Daher, und wegen A # A fiir
alle A€ E, (G) (GRA2), sind diese Kanten paarweise verschieden. O

1 0 0 -1 0 1
Seien stets I := , V= und U := .
01 1 O -1 1

Proposition 3.3. Esgilt V> =U3=1.

Beweis. Es ist

und

A (Y Yy
S EHEE
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Bemerkung 3.4. Esgilt V1=V und U1 = U?.

b
Sei A := [ i g ] eine Kante aus E,(G) mit Anfangspunkt ¢ und Endpunkt %,

c d d -c
beziehungsweise Anfangspunkt Der Subgraph [A], von G sei (mit Bemerkung
1.3) durch V([A]z) :={4,2} und E, ([A],) := {A, AV} definiert.

dann hat die Kante AV = l a b ]V = [ b -a ] die Ecken % und g als End-

Proposition 3.5. Fiir alle A € T ist [A], ein 2-Zykel. Seine Kantenmenge besteht
aus genau den vier Kanten, die seine zwei Ecken in G verbinden. Jeder 2-Zykel in
G ist von der Form [ A], fiir ein geeignetes A€T.

b
Beweis. Sei A = [ a 4 ] Ein Isomorphismus ¢ : Z, - [ A]; ist (mit Satz 1.4)
c

durch ¢y (0) = %, oy (1) = g, ¢g, ((0,1)) = Aund ¢g, ((1,0)) = AV gegeben. Zur
Erinnerung: Z; ist der Zykelgraph der Linge 2. Die Kanten von [ A], sind gerade
A, AV, A, AV, also die vier Kanten in E(G), die £ und g verbinden (Lemma 3.2).

Ist § ein 2-Zykel in G, dann ist V() = {%, g} fiir zwei benachbarte %,g e V(G).
Die vier Kanten von E(§) sind genau diejenigen, die ¢ und % verbinden. Sei
A€E.(6)cE.(G), dannist V() = {%,2} = V([A],) und E(5) = E([A],). Also
gﬂt 0= [A]g. O

AV
b
o—_ = =0y

A

sl

b
Abbildung E: Der 2-Zykel [ A], mit A= [ “ 4 ]
c

Wegen Proposition 3.3 gilt [ A], = [ AV ], fiir alle A € T. Die Menge der 2-Zykel in G
werde mit K, bezeichnet. Abbildung E zeigt ein Diagramm (siehe [Ser80, Chap. I,
Par. 2.1]) des 2-Zykels [I], in G.

Proposition 3.6. Die Kantenmengen aller 2-Zykel in G zusammengenommen bilden
E(G) als eine disjunkte Vereinigung.

Beweis. Zujedem 6 € K; ist E, () eine Linksnebenklasse der Untergruppe {1, V'}
in I'. Diese sind entweder gleich oder disjunkt. Sei L irgendein Vertretersystem
der Linksnebenklassen von {I,V} in T. Es gilt E([A],) = E+([A]2)UE. ([ A]2) fiir
jedes A€ L, also ist

E(G) = E.(G)UE, (G) = (UE+ ) (UE+ ) UJE(A

AeL Ael AelL
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b
Proposition 3.7. Sei A = [ j d ] e I' beliebig. Die Anfangs- und Endpunkte der

Kanten A, AU und AU? liegen in {—, 2 %3
Beweis. Fiir Aist dies wegen o(A) =4, t(A) = % klar. Weiter ist
AU = a b 0 1| | -b a+b
|lecdl]l-11] [-d c+d ]|
also 0( AU) = % und t(AU) = 25 SchlieRlich gilt
a b -1 1 -a-b a
AU? = =
lc d”—l 0:|[—C—d cl
und damit o( AU?) = &L sowie ¢( AU?) = O
b
Zu A= [ j g ] € E.(G) sei der Subgraph [ A]3 von G (mit Bemerkung 1.3) durch

V([A]s):={% 5,245} und E, ([A]s) == {A, AU, AU?} definiert.

Proposition 3.8. Fiir jedes A€ ist[Als ein 3-Zykel.

Beweis. Ein Graphenisomorphismus ¢ : Z3 — 7 ist (mit Satz 1.4) durch

a+b
- 1 2
¢v(0)= MPV() MPV() o d
und
[ a b
0,1)) = ,
or. (@)= ¢ 7
[ b -a-Db
GRS
[ —a-b a
2,0)) =
o (o= 270 ]
gegeben. O

Ein 3-Zykel der auf diese Weise konstruiert ist, heille stabiler 3-Zykel. Wegen
Proposition 3.3 gilt [ A]3 = [ AU |3 = [ AU?]; fiir alle A € T'. Die Menge der stabilen 3-
Zykel werde mit K3 bezeichnet. Ein Diagramm zu [ [ ]3 istin Abbildung F dargestellt.

Das ,stabil” in der Definition bezieht sich auf die Invarianz des Zykels unter der
Rechtsmultiplikation seiner Kanten mit U. Beispiel fiir einen nicht-stabilen 3-
Zykel ist Z mit V(Z) = {%, 5 %} und E, (Z) ={V,UV,U?V}, welches unter Multi-
plikation von rechts mit U nicht einmal in einen Zykel abgebildet wird.
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s
b S
ol

AU AU?

a+b
c+d

Abbildung F: Der stabile 3-Zykel [ A]3 mit A= [ “ Z ]
c

Proposition 3.9. Seien 11 und 1, zwei verschiedene stabile 3-Zykel, dann ist der
Durchschnitt ihrer Kantenmengen E(t1) n E(t2) leer. Die (somit disjunkte) Vere-
inigung der Kantenmengen aller stabilen 3-Zykel ist gleich E(G).

Beweis. E.(71) und E,(72) sind Linksnebenklassen der Untergruppe {I,U, U?}
und damit disjunkt oder gleich. Jede Kante aus E, (G) liegt in einer dieser Neben-
klassen und damit in einem stabilen 3-Zykel. Sei L irgendein Vertretersystem der
Linksnebenklassen von {I,U,U?} in T. Bs gilt E([A]3) = E;([A]3)U E, ([ A]3) fiir
alle Ae L, also ist

E(G) = E,(G)UE,(G) = (Hm ) (Hﬂ ) AULE(

O

Proposition 3.10. Unter Vorgabe von zwei benachbarten Ecken ¢ und % ausV(G)
gibt es genau zwei stabile 3-Zykel, die diese Ecken enthalten.

Beweis. Die Ecken < und 4 sind durch genau vier Kanten A, A, AV und AV mit
geeignetem A € I' verbunden (Lemma 3.2). Diese teilen sich nach Proposition 3.9
zwischen den disjunkten stabilen 3-Zykeln [ A]3 und [ AV ]5 auf. O

a b
Proposition 3.11. Sei A= [ c d ] eine Kante aus E,(G), dann liegt sie in genau

einem 2-Zykel 5 und genau einem stabilen 3-Zykel T, nédmlich in § = [ A], und in
T= [A]g

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Propositionen 3.6 und 3.9. O

In Abbildung G ist ein Ausschnitt von G zu sehen. Die stabilen 3-Zykel bestehen
aus jeweils denjenigen Kanten, die in der Abbildung ein konkaves Dreieck bilden.
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-1
2
Q)

VU’VU VUVU?

O O
1 2
2 1

Abbildung G: Einige Kanten im Graphen G.
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b b
Definition. Zu einem A €I seien ( “ J ) mit A= [ “ d :| gewdhlt. Es trage A
c c

die Signatur

b
. (SIG+),wenn( Z y )(SIG+) erfiillt und

b
. (SIG-),wenn( j y )(SIG-) erfillt.

b
Mit Proposition 2.5 folgt aus ad — bc = 1, daR die Signatur fiir alle [ ccz ] el

existiert. Nach Bemerkung 2.8 gilt:

b
o ( Z 4 ) erfiillt (SIG+) genau dann, wenn ( d ) (SIG+) erfiillt und

_C —

b
. ( Z d )erfﬁllt (SIG-) genau dann, wenn( e g

) (SIG-) erfiillt,

die Signatur ist also unabhéngig vom gewdhlten Vertreter und damit wohldefiniert.

b
Bemerkung 3.12. Trc'igtA:[ Z J ]die Signaturen (SIG+) und (SIG-), dann gilt
{o(A),t(A)} = {25} = {4 1} nach Proposition 2.6 und damit A € {I,V}. Dies

sind also die einzigen Elemente aus T, die (SIG+) und (SIG-) tragen.

Bemerkung 3.13. Sind a, b, c,d € Z gewdihlt, dann tragen A = [ “

b
I' und
e d ]aus un

%, g identische Signatur.
Proposition 3.14. Die Kante A €T tréiigt genau dann Signatur (SIG+) beziehungsweise

(SIG-), wenn AV (SIG-) beziehungsweise (SIG+) tréigt.

b b
Beweis. Nach Bemerkung2.7 tragen( Z J )und( d j )identische Signatur.

-d ¢
welche die von AV ist. O

-b a
Diese ist nach Bemerkung 2.8 genau umgekehrt zur Signatur von ( d ),

Proposition 3.15. Sei § ein 2-Zykel in G. Dann gibt es in E.(8) eine Kante mit
(SIG+) und eine mit (SIG-).

Beweis. Sei A€ E.(0). Nach Proposition 3.14 erfiillt AV € E, () die umgekehrte
Signatur. O

37



3.2 Der Graph G*

Der Graph G* sei definiert durch V(G*) := K,UK3, E,(G*) :=T und (o,1)(A) :=
([A]2,[A]s) fur alle A € E.(G*). Erneut wird Satz 1.2 verwendet, nach welchem
G* durch diese Angaben bereits eindeutig definiert ist.

Proposition 3.16. Ecken 6 € K, und 1 € K3 sind in G* genau dann benachbart,
wenn der Durchschnitt E.(6) N E. (1) c E+(G) nicht leer ist.

Beweis. Nach Definition sind 6 und 7 genau dann verbunden, wenn es ein AeT’
mit § = [A], und 7 = [ A]3 gibt. Dieses liegt als Kante von G in E,([A],) und in
E.([A]3). Liegt umgekehrt ein A in E;(§)n E+(7), dann folgt § = [A], und 7 =
[ A]3 aus Proposition 3.11. O

Bemerkung 3.17. Seien 6 € K, und t € K3 in G* durch eine Kante A € I verbunden,
also § = [A], und t = [ Als. Alle Kanten aus E. (G*), die 5 mit T verbinden, liegen
im Durchschnitt von E,([A]2) und E,([A]3), also in{ A, AV} n{ A, AU, AU?}. We-
gen I+ U,U? und V + 1,U,U? ist A die einzige Kante aus E,(G*), die [ A], und
[A]s verbindet.

Lemma 3.18. Jede Ecke [ A]3 aus K3 ist in G* mit genau drei verschiedenen Ecken
verbunden, nimlich [ Aly, [ AU ]2 und [ AU?],, welche alle in K liegen.

Beweis. Die Kanten von E, ([A]3) c E+(G) sind A, AU und AU?. Nach Proposi-
tion 3.16 ist [ A]3 also ausschlieflich mit den 2-Zykeln [ A],, [AU]» und [AU?],
verbunden. Wire [ A], = [ AU ], dann gélte A= AU oder AV = AU, also I = U oder
V =U. Analog st [A], # [AU?], und [ AU |, # [ AU?],. O

Lemma 3.19. Jede Ecke [ A], aus K ist in G* mit genau zwei verschiedenen Ecken
verbunden, ndmlich [ A]s und [ AV |3, welche beide in K liegen.

Beweis. In E, ([ A],) liegen die Kanten A und AV. Nach Proposition 3.16 ist [ A],
also mit genau den stabilen 3-Zykeln [ A]5 und [ AV |3 verbunden. Diese sind voneinan-
der verschieden, da V ¢ {I,U, U?} ist. O

Definition. Die Abbildung N : T — Nu {0} sei definiert, indem sie einem A € I’
den Wert Ny (0og(A)) + N (tg(A)) zuordne.

Bemerkung 3.20. Es gibt genau zwei Kanten aus E.(G*), deren N-Wert Null ist,
ndmlich I und V. Alle anderen Kanten haben grofsere N -Werte.

Proposition 3.21. Die zwei Kanten A und AV in einem 2-Zykel [ A], haben densel-
ben N-Wert.

Beweis. Ist A = [ ccz Z ], dann gilt AV = [ Z _ccz ] und damit tG(AV) = 0g(A)

und oG(AV) = tG(A). Es folgt N(AV) = N1 (tG(A)) + N (0G(A)) = N(A). O
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b
Lemma 3.22. Sei A= [ ? ] € T ungleich I,V . Fiir A gelte (SIG+), also |a+ b| =

d
la|+|b|, |c+d|=|c|+|d|. Dann gilt:

« N(AU),N(AU?) > N(A).

o Es gibt ein B € { AVU, AVU?} mit der Eigenschaft, daf$ N(B) < N(A) erfiillt

ist, sowie dafs fiir das C € { AVU, AVU?}, welches nicht B ist, N(C) > N(B)
gilt.

Vergleiche Abbildung H.
Beweis. Es ist
AU = -b a+b
| -d c+d |
[ —a-b a
AUZZ »
| —¢c-d ¢ ]

b -all o 1 a —-a+b
AVU = =
[d—c]_—l 1] lc—c+d]

b -all -1 1 a-b b
AVU? = = )
u [d—c_[—l Ollc—d dl

Also haben A, AU, AU?, AVU und AV U? die folgenden Anfangs- und Endpunkte:

und

Kante A AU AU? AVU AVU?
Anfangspunkt ¢ L atb e ah
Endpunkt b ab g a-b L

Da A weder I noch V ist, sind %,5 nicht die Briiche % und %. Aus Lemma 2.31
folgt daher Ny (%) # NL(g).

Fall I. N (%) < N (g). Dann ist mit Proposition 2.32 £ eines der Stern-Brocot-
Eltern von g. Nach Lemma 2.30 ist Ny (4) < N (2). Mit Lemma 2.25 folgt, da8

Z%g ebenfalls eines der Eltern von g ist, sowie daR %, % die Eltern von ?%5 sind.

Proposition 2.29 besagt

2] (2] )

() n2)

Ebenfalls nach Proposition 2.29 ist

{ezt) - () .
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also

Es folgt
« N(AU)=Ni(%)+ N (Z2)>N(A),
o N(AU?) =N (Z5)+ N, (2)>N(4),
o N(AVU)=N.(2)+N.(£2)<N(A),
o N(AVU?)=N(£5)+ N (5)> N (AvD).
Mit B := AVU und C := AV U? folgt die zweite Aussage.

Fall IL. N; (%) > Ny (%). Analog zu Fall I folgt Ni(4), N (£5) < N.(£) und
N (45> N (4 ),NL(g).Alsmst

c+d
e N(AU)=N(5)+ N, (22)> N (4),
o N(AU?) =N (ZL)+ N, (2)> N(A),
e N(AVU?) =N (£2)+ N (5)<N(4),
o N(AVU) =N, (2)+N.(£5)> N(AavU?).

In diesem Fall folgt mit B := AVU? und C := AVU die zweite Aussage. O

I
AUV |

S

Abbildung H: Die Umgebung einer Kante A in G*.
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Satz 3.23. G* ist ein Baum.

Beweis. Zuerst werde der Zusammenhangvon G* gezeigt. In G* besitzt jede Ecke
mindestens eine ausgehende Kante. Es gentigt also zu zeigen, dal3 alle Kanten aus
E,(G*)in der Zusammenhangskomponente von I liegen. Sicher liegt V darin, da
es mit I den Anfangspunkt [ V], = [I]» gemein hat.

Sei A’ € E, (G*) mit minimalem N(A’) innerhalb seiner Zusammenhangskompo-
nente und sei angenommen, da A’ nicht I oder V ist. Die Kanten A’V und A’
haben beide [ A’], als Anfangspunkt und liegen daher in derselben Zusammen-
hangskomponente. Nach Proposition 3.21 haben A’ und A’V gleichen N-Wert.
Auch A’V ist ungleich I oder V. Nach Proposition 3.15 gibt es ein Ae { A/, A’V },
das (SIG+) erfiillt.

Nach Lemma 3.22 hat AVU oder AV U? dann einen geringeren N-Wert als A, ist
allerdings iiber [ A’V ]3 mit [A’], verbunden, was der Minimalitdt von N(A’) =
N(A) widerspricht. Also kann die Annahme, dal A’ ¢ {I,V} ist, nicht stimmen.
Jede Kante liegt in derselben Zusammenhangskomponente wie I, also ist G* zusam-
menhdngend.

Nun werde die Zykelfreiheit von G* gezeigt. Dazu sei angenommen, dal3 ein Zykel
Z der Lange n >0 in G* existiert. Nach Definition ist in G* keine Ecke durch eine
Kante mit sich selbst verbunden. Also ist n > 1. Laut Bemerkung 3.17 sind zwei
Ecken von G* durch hochstens eine Kante (und ihre Umgekehrte) verbunden.
Dabher gilt sogar n > 2.

Sei A eine Kante aus E, (Z) c E;(G*) mit maximalem N-Wert. Wegen n > 2 liegen
in £, (Z) mindestens drei Kanten. Da nur  und V den N-Wert Null besitzen, gilt
N(A)>0unddamit A+1,V.

Nach Proposition 1.13 ist die Ecke [ A], in Z mit genau zwei anderen Ecken ver-
bunden. Da es bereits in G* nur zwei Ecken, ndmlich [ A]3 und [ AV]3, gibt, mit
denen [ A], verbunden ist (Lemma 3.19), liegen diese beide in Z. Da Z zusam-
menhingend ist, sind die Kanten A und AV, die diese Ecken verbinden, in E; (Z)
enthalten.

Da die Kanten A und AV denselben N-Wert haben und eine von beiden nach
Proposition 3.15 (SIG+) erfiillt, darf ohne Einschrankung der Allgemeinheit angenom-
men werden, dall A (SIG+) erfiillt.

Ebenfalls nach Proposition 1.13 liegen zwei der drei (Lemma 3.18) mit [A]3 ver-
bundenen Ecken in Z. Diese sind [ A],, [AU ], und [ AU?],. Entsprechend ist AU
oder AU? in E, (Z). Nach Lemma 3.22 gilt jedoch N(AU), N(AU?) > N(A), was
der Maximalitdt von N(A) und damit der Existenz des Zykels Z in G* wider-
spricht. O
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Lemma 3.24. Sei A € E.(G*)\{I,V} mit (SIG+). Sei ¢ der eindeutig bestimmte
injektive Pfad in G*, der 1], mit [ A], verbindet (Proposition 1.15). Dann wird A
von ¢ nicht besucht.

Beweis. Sei n die Lange des Pfades ¢. Wegen [ A], # [I] gilt n > 0 sowie N(A) >
N(I).Da ¢y injektivund [A], = ¢y (n) der Endpunkt von ¢ ist, gibt es nur eine
Kante aus E.(¢) = E(¢) n E+(G*) mit Anfangspunkt [A], (Lemma 1.10 mit Be-
merkung 1.12). Das heil3t, entweder A oder AV liegt in E, (¢).

Sei B’ in E,(¢) mit maximalem N(B’) und sei B € {B’,B'V} eine Kante, die
(SIG+) erfiillt (Proposition 3.15). Wegen N(B) = N(B’) >0ist B ¢ {I,V}. Die drei
Kanten in G* mit Endpunkt [B]; sind B, BU und BU?. Nach Lemma 3.22 ist
N(BU),N(BU?) > N(B).Da N(B) = N(B') maximal in E(¢) ist, konnen BU und
BU? nicht in E(¢) liegen. Wire B selbst in E(¢) enthalten, dann gibe es auer B
und B keine Kante in E(¢), die [ B]3 als Anfangs- oder Endpunkt hat. Demnach
wiére (mit Lemma 1.11) [ B]s der Anfangs- oder Endpunkt von ¢, was nicht sein
kann, da diese in K; liegen. Also folgt B ¢ E(¢) und damit B=B'V.

Die Ecke [B'], = [ B]» istwegen B’ € E(¢) in V(¢) enthalten. Da die andere Kante
mit diesem Anfangspunkt, B, nicht in E(¢) ist, muB [ B], der Anfangs- oder End-
punkt von ¢ sein. Wegen B ¢ {1, V} gilt [B], = ¢v(n) =[ A], und somit A = B oder
A=BV.

Nach Bemerkung 3.12 tragen A, B, AV und BV, da sie ungleich I oder V sind,
nicht beide Signaturen. Also erfiillen A und B ausschliellich (SIG+), AV und BV
dagegen ausschlieRlich (SIG-). Damit folgt A= B ¢ E(¢). O

Anders formuliert ist die Aussage von Lemma 3.24, dall von den zwei Kanten A
und AV in G*, A¢ {I,V}, diejenige, die (SIG+) erfiillt, weiter von I entfernt ist, als
die andere. Dies wird in Satz 3.38 konkretisiert werden. Die Signatur darf also als
eine Art Richtung verstanden werden: Eine Kante mit positiver Signatur zeigt von
[I], weg, wihrend Kanten ungleich 7, V mit (SIG-) auf [I], zuweisen.

3.3 Ein Beweis fiir die Gruppenstruktur der Modulgruppe

Lemma 3.25. Seien A, B zwei verschiedene Kanten aus E, (G*). Gilt o( A) = o(B),
dann ist A-1B=V. Gilt t(A) = t(B), dann ist A"'B € {U,U?}.

Beweis. Ist o(A) = o(B), dann ist [A], = [B], und damit B € { A, AV }. Wegen A +
B muB B = AV und damit A~1B = V gelten.

Ist t(A) = t(B), dann ist [A]3 = [B]3, also B € {A, AU, AU?}. Da A # B ist, gilt
B = AU oder B = AU?. Daraus folgt A"'B=U oder A"'B =U?. O
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In P, dem Pfadgraphen der Linge n, seien die Kanten wie gehabt mit (k,k+1)

und (k,k+1) fiir k =0,...,n -1 bezeichnet. Die eindeutig bestimmte Kante in
E.(G*)n{y, 7} zueinem y € E(G*) sei wie in Kapitel 1.2 mit y* bezeichnet.

Sei C, die zyklische Gruppe mit zwei Elementen und Erzeuger v und sei C; die
zyklische Gruppe mit drei Elementen und u als (einem der zwei) Erzeuger. Das

freie Produkt von C, und Cs (siehe [Ser80, Chap. I, Par. 1.2]) werde mit C, * Cs
bezeichnet.

Satz 3.26. Die ModulgruppeT ist isomorph zu C, * Cs.

Beweis. Seien @, : C, - I'und @3 : C3 — I die durch v~ V und u — U definierten
Homomorphismen. Aufgrund der universellen Eigenschaft des freien Produkts
[Ser80, Chap. I, Par. 1.1] existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus
®:Cy+C3—>T,so0dalk

LCZ LC3
Cg e Cz * C3 e C3

D, j‘p D3
r

kommutiert, wobei (¢, und (¢, die kanonischen Injektionen sind.

Eine Abbildung ¥ : I' - C, = C3 werde folgendermalien konstruiert: Sei A € I’
beliebig. Ist A = I, dann sei W(A) das Einselement in C, * C3. Ansonsten sei ¢
der eindeutig bestimmte injektive Pfad in G*, der I als erste und A als letzte
Kante besitzt (Proposition 1.17). Sei n die Linge von ¢. Da ¢ mindestens zwei
verschiedene Kanten aus E, (G*) besucht, gilt n > 2. Sei By := ¢g((k,k+1))* fur
alle k=0,...,n-1und sei Dy := B,;lBkH fiir k=0,...,n—2. Dann ist nach Lemma
3.25 Dy € {V,U,U?} und es gilt
n-2

[[Dx=1"B:B;'...B, 2B}, A= A
k=0

Seiy:{V,U,U?} >{v,u,u?*} cCy*Csdurchy(V)=v,¢(U) =uund y(U?) = u?
erkldrt. Die Abbildung W sei fiir A dann als

w(4)=Tv (Do)
k=0
definiert. Es ist
n-2 n-2 n-2
@(W(A»:@(I[{ w(m)):g@(wwk»:gnk:A

fiir A+ I und ®(¥(I)) = I nach Definition. Also besitzt ® ein Rechtsinverses und
ist damit surjektiv.
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Seien nun A € I beliebig und B € {V,U}. Es soll ¥(AB) = ¥(A)¥(B) gezeigt
werden. Zuerst sei bemerkt, dall |y 2y = ¥ ist. Ist A= 1, dann gilt ¥(AB) =
¥(B) = ¥Y(A)¥Y(B). Gilt AB = I, dann ist A= B! und wegen A,B € {V,U,U?}
folgt ¥(A)¥(B) =yw(A)w(B) =¥ (I) nach Definition von y.

Gelte nun A # [ und AB # I. Seien ¢, n, die By, k=0,...,n—1, und die Dy, k =
0,...,n—2, zu A wie oben. Es soll der eindeutig bestimmte injektive Pfad ¢’ der
Lidnge n’ > 2 mit I als erster und AB als letzter Kante bestimmt werden. Aus B; :=
¢'((k,k+1))*, k=0,...,n'~1,und D, := B, "B/ |, k=0,...,n' - 2, wird dann
¥ (AB) errechnet.

Ist D, = V, dann sind A = B,,_; und AV = B,,_, in E(¢). Da es nur eine Kante
geben kann, deren Anfangspunkt der Endpunkt des Pfades ist (Lemma 1.10 mit
Bemerkung 1.12), ist ¢y (n) = [A]s. Ist D, € {U,U?}, dann ist analog ¢v(n) =
[A].. Die folgenden Félle werden unterschieden:

Fall L.a. D,, » =B~!, B=V.Dannist AB= I"[Z;g Dy. Sei ¢’ := <P‘[0,n—1] (zur Defini-
tion des Teilpfades siehe Kapitel 1.3). Dann gilt n’ = n—1und B}_= By, D) = D fiir
alle geeigneten k.

Fall Lb. D,, » = B!, B=U. Dann ist AB = []{_; Dy. Sei ¢’ := ¢l[o,n-1]- Wie in Fall
Lagilt n’=n-1und By = By, D} = Dy fiir alle geeigneten k.

Fallll. D,,_, = U, B=U. Dannist AB = ([T} Dy ) U. Da ¢ injektiv ist, gibt es laut
Lemma 1.11 genau zwei Kanten in E(¢) mit dem Endpunkt ¢y (n—-1) =[A]s. Da
AU? = pp((n-2,n-1))*und A= @g((n-1,n))" diese zwei Kanten sind, kann
AB = AU nicht auch in E(¢) liegen. Weiter folgt [ AU |, ¢ V(¢), da das Bild von ¢
zusammenhéngend ist.

Sei ¢’ aus ¢ konstruiert, indem die letzte Ecke ¢{,(n) zu [AU], und damit die
letzte Kante ¢’%((n-1,n))* zu AB und abgedndert wird. Das hei3t ¢’ ist die in
Satz 1.8 definierte Verkettung von ¢|f, ,_;] mit dem injektiven Pfad, der [ A]3 und
[AU], verbindet. Es gilt n’ = n. Fiir alle k = 0,...,n' -2, ist B; = By. Weiter ist
B;,_l = B,-1U. Also gilt D;C =Dy, k=0,...,n'-3,und D:ﬂ—z =D,_,U.

Falllll. D, » =V, B = U. Dann ist AB = ([]}2{ Dx) U. Die Kante AB = AU kann
nicht in E(¢) liegen, da [ A]; der Endpunkt des Pfades ¢ ist und daher nur eine

Kante aus E, (G*) mit diesem Endpunkt, ndmlich A, in E(¢) liegen kann (Lem-
ma 1.10). Weiter folgt, daR [ AU |, nicht in V(¢) liegt.

Sei ¢’ aus ¢ durch Anfiigen von [AB]; als zusitzlicher Ecke und damit AB als
zusitzlicher Kante gewonnen. Das heil3t ¢’ ist die Verkettung von ¢ mit dem in-
jektiven Pfad, der [ A]3 mit [ AB], verbindet.

Dann gilt n’ = n+ 1 sowie B,’C =By, k=0,...,n' -2, und B;l,_l = B,-1U. Es folgt
D, =Dy, k=0,...,n' -3, undD;,_Z: U.

Fall IV. D,,_, € {U,U?}, B=V. Dann ist AB = ([T}_g D¢) V. Die Kante AB = AV
kann nicht in E(¢) liegen, da [ A], der Endpunkt des Pfades ¢ ist und nur eine
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Kante aus E.(G*) mit diesem Anfangspunkt, ndmlich A, in E(¢) liegen kann
(Lemma 1.10 mit Bemerkung 1.12). Insbesondere ist auch [ AV |3 nicht in V(¢)
enthalten.

Sei ¢’ aus ¢ durch Anfiigen von [ AB]3 als zusitzlicher Ecke und damit AB als
zusitzlicher Kante gewonnen. Das heil3t ¢’ ist die Verkettung von ¢ mit dem in-
jektiven Pfad, der [ A], mit [ AB]3 verbindet.

Dann gilt n’ = n+1 sowie B, = By, k=0,...,n' -2, und B”l,_1 = B,,_1V. Es folgt
Di.=Dy, k=0,...,n'-3,und D}, ,=V.
In jedem der Fille ist ¢’ der eindeutig bestimmte injektive Pfad, der I als erste
und AB als letzte Kante besitzt. Also ist

17 3w(Dy) = [T w(Dy)vv =¥ (A)¥(B), Fall La,
T2 w(De) =TS w(De)u?u="W(A)¥(B),  Falllb,
¥ (AB) =1 (II kOw(Dk))uZ—(HkOw(Dk))u:‘P(A)‘P(B), Fall 11,
(M5 w(Dy)) u="¥(A)¥(B), Fall III,
(M5 w(Di)) v="¢(A)¥(B), Fall IV,

Es gilt also W(AB) =¥ (A)¥(B) fiir Be {V,U} und auch

Y(AU?) =¥ (AUU) =Y (AU)Y(U) =Y (A)Y(U)Y(U) =Y (A)Y(U?).

Sei a € C, * C3 beliebig, dann gibt es ein m € N und eine Folge (xx)x-o
{v,u,u?} mita = Hk:() X Bs gilt

.....

¥(d(a))= ‘y( (ka)) (rlij)zq)(xk))=’;f§‘1’(®(xk)):’;f§xk=a.

Da V¥ auch ein Linksinverses zu @ ist, sind also beide Abbildungen bijektiv und
damit ® insbesondere ein Isomorphismus. O

Folgerung. Die Modulgruppe T ist von V und U erzeugt. Wegen V-1 = V und
U-! = U? (Bemerkung 3.4) kann jedes Element aus T’ sogar als Produkt in V und
U dargestellt werden.

Bemerkung 3.27. Die AbbildungV aus dem Beweis ist ein Isomorphismus.

Beweis. Jedes Element aus I' kann als Produkt in V und U geschrieben werden.
Da V¥ beziiglich dieser Elemente multiplikativ ist, ist es ein Homomorphismus.
O
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3.4 Die Wortlaingenmetrik auf der Modulgruppe

Seien e; und e3 die Einselemente in C, beziehungsweise Cs. Seien v und u wie
oben Erzeuger dieser Gruppen, also C, = (v) und Cs = (u). Sei e das Einselement
in Cg * Cg.

Definition. Ein reduziertes Wort in C, * Cj ist ein Tripel (n,i,w) aus

e einer Zahl neNu {0},

e einer Folge (iy)g=1..n in {2,3} mit iy # i1, k=1,...,n—1,und

.....

Die Folgenglieder von w sind also v, u oder u? wobei auf v eine Potenz von u
folgt und auf u oder u? wiederum v folgt. Vergleiche [Ser80, Chap. I, Par. 1.2]. Das
Produkt [}, i werde mit []w abgekiirzt.

Satz 3.28. Jedes Element aus C, * C3 hat eine eindeutige Darstellung als reduziertes
Wort, das heifSt zu jedem a € C, * Cs gibt es genau ein reduziertes Wort (n, i,w) mit

[Tw=a.

Beweis. [Ser80, Chap. I, Par. 1.2, Thm. 1] O

Bemerkung 3.29. Diereduzierten Worter zu e und v sind (0, (), ()) beziehungsweise
(L,(2), (v)).

Lemma3.30. ZuneN, py,...,pp€{1,2} und x,y € {0,1} seien

* n=2n+x-y,

2n-2Glieder 1-y

X
° lT= (5,3,2,3,2,...,3;2)3) S )’

X 1=y
hd (1_):('1_}'; upl, v, upZ, U,”"upn—l,v, upn’ 'l_jl )’

Q

wobei" " iiber einem Folgenglied bedeute, dafs es ausgelassen wird, falls a =0 ist.

Dann ist (i, 1,®) ein reduziertes Wort mit

[[o=v(uv)(uP?v)...(uPrv)v?.

Beweis. DaR (71,1,) ein reduziertes Wort ist, folgt unmittelbar aus seiner Kon-
struktion: In i wechseln sich stets 2 und 3 ab, die Glieder von @ sind ausschlieBlich
v, uund u?. Es ist
[[o=v*(uPrv)(uP?v)...(uPrv)uPr v
=v*(uP'v)(uP?v)...(uP1v)uPrvvY

=v*(uPv)(uP?v)...(uPr1v)(uPrv)v’.
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Satz 3.31. Zu jedem Element A vonT, das weder I noch 'V ist, gibt es ein eindeutig

.....

deutig bestimmte x,y € {0,1}, so dafs
A=V¥UPV)(UPV)...(UPV)VY
Ist.

Beweis. Sei P die Menge der (n, p1,...,pn, X, y) mit neN, pr e {1,2}, k=1,...,n,
und x,y € {0,1}. Sei R die Menge der reduzierten Worter, die nicht e oder v
entsprechen. Die Abbildung f : P — R ordne einem (n, p1,...,pn, X, y) das re-
duzierte Wort zum Produkt

v*(uP'v)(uP?v)...(uPrv) vy

Zu.

Nach Lemma 3.30 enthélt dieses Wort wegen n > 1 mindestens eine Potenz von
u, ist also weder e noch v.

Seien a = (n,p1,...,pn, X%, y), &' = (0, p},...,py, X', y") aus P mit f(a) = f(a’).
Nach Lemma 3.30 sind die reduzierten Worter zu a und a’ durch

* n=2n+x-y,

beziehungsweise

e ' =2n"+x"-y,
x' 1-y
7 — —
e i/=(2,3,2,...,3,2,3, 2 ),
/ /
I / 1
e &' =(v,ulr,v,...,uPr-1,v,uPr', V)

gegeben. Diese sind wegen f(«) = f(a’) und der Eindeutigkeit reduzierter Worter
gleich. Aus i; = i} folgt x = x'. Es ist
n=n,
2n+x-y=2n"+x' -y,
2n-y=2n'-y/,
also folgt y = y' und n = n'. Aus &y = @}, k=1,...,7, folgt p1 = p{, p2 = pj, ...,
pn=p,, und damit a = a’. Also ist f injektiv.
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Zu einem reduzierten Wort (n/, i’, w") fiir ein Element aus C, * C3, das nicht e oder
v ist, werde nun ein (n, py, ..., pn, X, y) angegeben.

Gilt n’ <1, dann ist [Jw’ entweder e, v, u oder u2. Die ersten beiden dieser Fille
diirfen ausgeschlossen werden. Esist f((1,1,0,1)) =uund f((1,2,0,1)) = u?. Sei
nun n’ >2. Dannist n’-x+y>1.

Ist a)'l = vy, dann sei x =1, sonst sei x = 0. Ist w;, =v,dannsei y=0, sonstsei y = 1.

Sei

e n':=n"-x+y,

zl’c’:: i,’c+xf1'irk:1,...,n’—x,

"._ .1 s _ /I _
W} .—wk+xfurk—1,...,n X.

Falls y =1 ist, seien i) =2 sowie w”),

xiy =,

—x+y '

. off e o/ Y/ .o _ ,_ . . 1 _ / .
Bsistiy =i, #ip, 1=k fir k=1,...,n' — x. Weiter ist W =W, nicht das
. . . . _ . 0, _ 0,’ _
Einselement in C, beziehungsweise Cs. Ist y = 1, dann ist i, =3, also Ly yay-1 =

g e .y . . P B . Nk
i,,=3 und damit Ly * A Sicher ist Wiy =V ungleich e, so es existiert.

Also istist (n”,i"”,0'") ein reduziertes Wort der Lange n’’ > 1 in C, * Cs.

Nach Konstruktion beginnt (n',i”,®’") mit u oder u? und endet auf v. In einem
reduzierten Wort wechseln sich v und u, u? ab, also gilt n” = 0mod2. Sei n := n' /2.

Furk=1,...,nsei py =1, falls w!/ "

2(k-1)+1 - W und py. =2, falls Wy _1ye1 = u? ist.

Nach Konstruktion gilt dann

f((n,p1,.... pn,x,y)) = v*(uPv)(uP?v)...(uPrv) vy = Uwa”vy= Hw’,

die Abbildung f ist also auch surjektiv.

Sei @ : C, * C3 — I' der Isomorphismus aus Satz 3.26. Es gilt ®(x) € {I, V} genau
dann, wenn x € {e, v} ist. Die Abbildung g: P — T'\{I, V}, die durch

g((mp1,..pn %, y)) =@ (T]f (n,p1,.... P %, y))

definiert sei, ist als Verknilipfung der bijektiven Abbildungen f, w — [Jw und
(D|(C2*C3)\{e,l/} bijektiv. Es gilt

g((n,p1,-., P, X, y)) =VH(UPV)(UP?V)...(UP V) VY.
Also gibt es fiir jedes A # I, V genau eine Darstellung als
A=VX(Urv)(Urv)...(urrv)vy

mit geeigneten n, py, X, y. O
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Auf C, * Cs ist eine natiirliche Metrik d; definiert, die Wortléingenmetrik. Diese
ordnet einem Paar (x, y) von Elementen aus C, * C3 die Linge (also n) des ein-
deutig bestimmten reduzierten Wortes (7, i,w) zu x~!y zu. Vergleiche [dH00, Chap.
IV.A, Definition 1].

Bemerkung 3.32. C, *» Cs operiert auf sich selbst von links durch Isometrien.
Beweis. Seien a,x,y € C, + C3, dannist x 'a~'ay=x"1y und damit

di(ax,ay)=di(x,y).

O

Die Metrik dj tibertrédgt sich unter dem Isomorphismus @ : C, * C3 — I' zu einer
Metrik Dy : T xI' ->Nu{0}:

Di(AB):=d; (271 (A),®'(B)).
Bemerkung 3.33. Esgilt D (I,1)=0 und D;(1,V)=1.

Bemerkung 3.34. Die Modulgruppe operiert auf sich selbst von links durch Isome-
trien. Insbesondere ist D;.(A,B) = Dy(I, A"'B) fiir alle A,B€T.

Satz 3.35. Zu A ¢ {I,V} seien n, p,...,pn, X und y wie in Satz 3.31, dann gilt
Di(I,A)=2n+x-y.

Beweis. Esist Dy(I,A)=dr(e,®1(A)), welches als die Linge des eindeutig bes-
timmten reduzierten Wortes zu ®~1(A) = v*(uP'v)(uP?v)...(uPrv)vY definiert
ist, also 2n + x — y nach Lemma 3.30. O

Definition. Die Abbildung Ny : T - Nu {0} sei durch

wf| @ ])-m (Lol
N\l e al]” " \c+]q]
festgelegt. Diese Definition ist durch die Betragnahme unabhéngig von der Wahl

des Vertreters.

Lemma 3.36. Fiir jedes A<T gilt N.(A) = N;(VA) = N.(AV) = N (VAV).

Beweis. SeiA:[ a b ]
c d

VA< 0 -1 a b | -c -d
11 0 cd| | a b
und damit N7 (VA) = N, ( cl+|d] )

|al+[b]

Es gilt
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w2200 T ]

ﬁﬂgtAQ(Av):JVLG?;ﬁD.

al+|b
cl+|d|

Nach Bemerkung 2.28 ist Ny, ( ||
ben Np-Wert.

SchlieBlich folgt N (VAV) = N;(VA) = N (A) mit dem bereits Bewiesenen. [

) =N; ( !Zhihi; ), also besitzen A, VA, AV densel-

Seien L und R durch
1 0
L:=UV =
und
) 11
R:=U"V-=
01
definiert.

Lemma 3.37. SeienneN und py,...,pn€{1,2} und sei
A=(UPW)(UP2V)...(UP"V),

also ein Produkt in L und R. Dann gilt:

* Es gibt einen Vertreter von A, dessen Matrixeintrdge alle grofser oder gleich
Null sind.

e Ni(A)=n+1.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion. Der Induktionsanfang
folgt mit Nz (L) = Np (1 ) =2und N(R) = NL(lill) = 2. In den angegebenen

T+1
Vertretern von L und R sind alle Eintrdge grof3er oder gleich Null.

Sei zum Induktionsschritt A = [ a Z ] mit a, b, ¢, d >0 gegeben.
c

Die Elemente L und R bewirken bei Rechtsmultiplikation an A

a b L_'a+b b |
c d| | c+td d|

und

a b R_—a a+b |
c d B cc+d_’

eine Spalte wird, als Bruch aufgefasst, also durch einen Medianten beider Spalten
ersetzt.
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Wegen a, b, c,d >0 gilt a+ b, c+d > 0. Somit sind alle Matrixeintrdge von AL und
AR grofler oder gleich Null. Weiter bedeutet dies, dal AL und AR (SIG+) erfiillen.

Da a+ cund b+ d nicht Null sein kénnen, gilt a+ c,b+d <a+ b+ c+d. Also sind

%, b die in Proposition 2.22 charakterisierten Stern-Brocot-Eltern von atb 1 aut

c+d
Proposition 2.29 gilt dann Ny (%), N, (g) <Np (f%g).

Ebenso gilt a+b+c+d,b+d < a+b+b+c+d+d. Also sind at+b % die Stern-Brocot-

c+d’
Eltern von 22+ Epenfalls mit Proposition 2.29 folgt dann

N.(AL) :NL(a+b+b)

c+d+d

:maX{NL(Z%Z)’NL(g)}“

Der Beweis fiir N.(AR) = NL(A) + 1 geht analog. Bei jeder Rechtsmultiplikation
mit L oder R wéchst der Ny -Wert also um genau eins. O

Satz 3.38. Sei mit ! die Transposition eines Elementes aus T bezeichnet. Sei A =

a b
l c d ] nicht I oder V und seien n, x, y und py, k=1,...,n, dazu wie in Satz

3.31. Dann giltn= N (A)-1= NL( f\'ﬂfi ) -L

|1, falls A (SIG-) erfullt,
Y 0, falls A (SIG+) erfiillt,
und
1, falls A? (SIG-) erfiillt,
X =
0, falls At (SIG+) erfiillt.

Beweis. Nach Lemma 3.36 gilt Ny (A) = N (VA) = N.(AV) = N (VAV), also

Ni(A) = N (VX(UPV)(UP2V)...(UP»V)VY)
- NL((UPV)(UP2V)...(UPV)),

welches nach Lemma 3.37 gleich n + 1 ist.

Sei A’ := (UP1V)(UP2V)...(UPrV). Es gilt A= V*A'VY. Da es von A’ ebenfalls
A /
nach Lemma 3.37 einen Vertreter mit a’,b’,c’,d" > 0 gibt, erfiillt es

¢ d
(SIG+), also |a’ + b'| = |a’|+|b'| und |’ + d'| = || + |d’|.
Da A’ =V*AVYistund A # I,V gilt, folgt, dall A’ ebenfalls ungleich I und V ist.
Aus Bemerkung 3.12 folgt dann, daB A’ nicht sowohl (SIG+) als auch (SIG-) erfiillt.

51



Es ist
a b -’ -d
V[ c' d/]:l a’ b’ ]
Da|-c’'-d'|=|-c'|+|-d'|und |a’+ b'| = |a’|+ |V’| gilt, erfiillt VA’ ebenfalls (SIG+).
Proposition 3.14 besagt, dall Rechtsmultiplikation mit V die Signatur wechselt.
Also ist y =0 genau dann, wenn A (SIG+) erfiillt.

Die transponierten Elemente A’ und (A'V)! = VI A" = VA" erfiillen ebenfalls
(SIG+), da a’,b’,c’,d’ > 0 sind. Es gilt (V¥A'VY)t = VYA''V*, also folgt, daB x=0
ist, genau dann, wenn A’ (SIG+) erfiillt. O

Folgerung. Mit den Bezeichungen aus Satz 3.38 gilt

D1, Ay =2 (g (L4 ) o
L(1,A)=2( N a+1d +x-y.

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.35. O

Wir haben nun mit Satz 3.38 ein Resultat tiber den Zusammenhang zwischen Ma-
trixkoeffizienten und Wortldnge. Die Werte x und y kénnen aus den Vorzeichen
der Koeffizienten direkt abgelesen werden, eine effiziente Methode zur Berech-

nung von Np ( ||Z|‘:||Z|| ) wird Satz 3.42 liefern.

3.5 Die Wortlaingenmetrik und Pfade in G*

Die Umkehrabbildung ¥ zum Isomorphismus @ : C, * C3 — I' aus dem Beweis
von Satz 3.26 soll noch einmal herangezogen werden. Fiir A € I' ungleich I war
¥ (A) folgendermalen definiert:

Sei ¢ der eindeutig bestimmte injektive Pfad in G*, der I als erste und A als letzte
Kante besitzt (Proposition 1.17). Sei n die Ldnge von ¢.

Seien Dy = (@p((k, k+1))*) " @p((k+1,k+2))* fir k=0,...,n—2. Jedes Dy ist
entweder V, U oder U? (Lemma 3.25). Es gilt

k-1
oe((k,k+1)) =[] Dy, k=1,...,n-1,
1=0

und mit k = n- 1 insbesondere A= []/" D;.

Seiw:{V,U,U?} - {v,u,u?} durchy (V) = v,y (U) = uund w(U?) = u® gegeben,
dann war ¥ durch W(A) := [T{25 w(Dy) definiert worden.

Aus ¢ soll nun das eindeutig bestimmte reduzierte Wort zu ¥ ( A) konstruiert wer-
den.
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Sei angenommen, dal es ein 0 < k < n—3 mit Dy = Dy, = V gidbe. Dann wire

k-1 k-1 k+1
oe(( ke 1) =TT o= (T 21 v =TT 01 s((k - 2.k49)°
=0 =0 =0

und damit ¢ nicht injektiv.

Sei angenommen, dal es ein 0 < k < n—3 mit Dy, Dy, € {U,U?} gibe. Wire
Dy =U, Dy = U?, dann wiire

k-1 k-1 k+1
op((k,k+1))* =[] D:= (H Dl) UU? = [IDi=¢e((k+2,k+3))*
1=0 1=0 1=0

und ¢ ebenfalls nicht injektiv. Ebenso kann nicht Dy = U?, Dy, = U gelten.

Wiire Dy, = Dy, = U, dann wiren alle drei Kanten B := gz ((k,k+1))* =[]~/ D;,
@e((k+1,k+2))* = BU und ¢g((k+2,k+3))* = BU? mit Endpunkt [ B]3 in E. (¢).
Dies widersprdche der Folgerung aus Lemma 1.11, nach welcher in einem injek-
tiven Pfad héchstens zwei Kanten mit demselben Endpunkt liegen. Analog folgte
aus Dy = Dy, = U?, dal die Kanten B, BU? und BU* = BU in E(¢) ldgen, was
ebenfalls der Injektivitidt von ¢ widerspriche.

Also gilt, daR auf ein Dy = V ein Dy, € {U,U?} folgt und umgekehrt. Dies be-
deutet gerade, daB in der Folge w}c :=w(Dy_1), k=1,...,n—1, sich v und u, u? ab-
wechseln. Wird n’ = n—1 und fiir alle k = 1,..., n’ das Folgenglied i; durch i} =2,
falls w;C = v ist, und i,’c = 3 sonst festgesetzt, dann ist (n’,i’,w’) ein reduziertes
Wort und es gilt

n' n n-2 n-2
[[o'=]]o"=Tv(Dr) =] w(Dk) Z‘I’(HDk) =¥ (A).
k=1 k=1 k=0 k=0

Eine unmittelbare Anwendung davon ist der folgende Satz:

Satz 3.39. Mit den Bezeichnungen aus diesem Kapitel gilt

Di(I,A)=n-1.

Beweis. Der Abstand Dy (1, A) ist definiert als dr(®~1(I),®"1(A)), welches als
die Linge n' des eindeutig bestimmten reduzierten Wortes (7n/,i’, ") mit [T’ =
O~ 1(A) =¥ (A) festgelegt ist (siehe Seite 49). Wie gerade gesehen, gilt n’ = n—1.

O

Folgerung. Sind A, B €T, dann ist D1 ( A, B) gleich der Léiinge des injektiven Pfades
in G* mit A als erster und B als letzter Kante minus eins.

Beweis. Dies folgt unmittelbar daraus, dal I' auf G* von links durch Graphen-
automorphismen operiert. O
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Eine weitere Anwendung soll gezeigt werden. Eine Verkiirzung (n”,i", ') des
reduzierten Wortes (n/,i,w’), also 0 < n” <n', i/ = i}, 0} = w}, k=1,...,n", ist
erneut ein reduziertes Wort. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

Proposition 3.40. Sei (n”,i",w') eine Verkiirzung von (n',i',0'), 0 < n" < n'.
Dann ist (n",i",0") das reduzierte Wort zu ¥ (¢pg((n",n" +1))"). Insbesondere
ist jede Verkiirzung von (n',i',w") das reduzierte Wort zu einer Kante, die von ¢
besucht wird.

Beweis. Dies folgt aus ¢p((k,k+1))* = ]'[éfolDl, k=1,...,n-1. O

1 k
Beispiel 3.41. Sei k > 0 ganz. Sei ¥ wie gehabt. Fiir die Kante R* = [ 0 1 ]

von G* gilt ¥(R¥) = (u?v)* und dieses hat nach Lemma 3.30 die Form eines re-
duzierten Wortes. Ist 0 < k’ < k, dann ist das Wort zu (u? v)k’ eine Verkiirzung des
Wortes zu (u?v)*. Im injektiven Pfad, der [I], mit [R¥], verbindet sind also die
Kanten R¥ und damit die Ecken [R¥' ], und [RF ] fiir alle 0 < k’ < k enthalten.

3.6 Der euklidische Algorithmus und die Modulgruppe

Seien p und g positive, ganze Zahlen. Ist p > ¢, so werde g von p abgezogen.
Ist g > p, so werde p von g abgezogen. Dieser Prozess werde wiederholt, bis die
Zahlen gleich sind. Nach Euklid [Euk80, Buch VII, Par. 2] ist dieser Wert dann
der gro3te gemeinsame Teiler von p und q. Dieses Verfahren ist der klassische
additive euklidische Algorithmus.

Seien p, g €N teilerfremd. Wird L oder R auf g angewendet, so ergibt dies

LB: 10 p__p
qg [1 1]qg p+q
und , -
11
RV . p_r+qa
qg [0 14 q

Die Linksmultiplikation mit L~! und R~! dagegen entspricht

L—IB: I 0|p p
q -1 1

q -p+q

und
ngzll-ﬂlgzp—q
q 0 1 ]gqg q

Der additive euklidische Algorithmus kann fiir % also durch konditionale Links-
multiplikation mit L~! oder R~! durchgefiihrt werden. (Dies geht natiirlich auch,
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wenn p und ¢ nicht teilerfremd sind). Dabei ergibt sich eine Folge ( Ey)-1,.. , der
Lange nin {L~!,R7'} mit

1

=1

n
[1Ek
k=1

Dabei ist n die Anzahl der Schritte, die der additive euklidische Algorithmus fiir

g zum Terminieren benétigt.

QT

Sei B = []}_ Ex. Da B7! ein Produkt in L und R ist, gilt nach Lemma 3.37 n+1 =

a b
Nr(B7!) und es gibt einen Vertreter ( 7 ) von B! mit a, b, ¢,d > 0.

c
Es gilt
1
L)
1 q
B—ll — P
1 q
also % = ?%5. Damit folgt n+1= N (B™1) =Ny ( ‘ZN:"ZD =N; <§). Also gilt:

Satz 3.42. Nj ( g ) -1 ist gleich der Anzahl der Schritte, die der additive euklidische
Algorithmus fu'rg zum Terminieren benétigt.

Vergleiche [GKP89, Sect. 4.5, Zweiter Algorithmus] und [Alp99].

Der Aufbau der Stern-Brocot-Briiche durch Mediantenbildung und die Reduk-
tion von Briichen durch den euklidischen Algorithmus sind also analoge Prozesse.
Im ersten wird mit / begonnen und von rechts mit L und R multipliziert, im zweit-
en operieren dagegen L~! und R~! von links.

Neben dem Aufbau der rationalen Zahlen als Medianten sowie durch den euk-
lidischen Algorithmus hat die Operation von R und L auch einen engen Zusam-
menhang mit der Darstellung einer rationalen Zahl als Kettenbruch. Dazu sei auf
[GKP89, Sect. 6.7], [Vep04] oder [Ste58] verwiesen.

4 Die Operation der Modulgruppe auf G*

4.1 Die Operation und ihre Fixpunkte

Zu einem A €T seien
e Ay:V(G)=Q - V(G) durch % > Ag, g €Q, und
e Ap, :E.(G)=T - E,.(G) durch B~ AB, BeT,

definiert.
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Lemma4.1. Fiirjedes A€ sind die Abbildungen Ay, Ag, und og, tg miteinander
vertrdglich.

Beweis. Sei - eine Ecke von G und B € E,(G) eine Kante mit og(B) = Z, das

/

/

b b
heildt B = [ Z d ] mit geeigneten b’,d’ € Z. Fiir jedes A = [ j d ] e[ ist dann

ap+bq ab'+bd' (ap+bq) . . L
0G(AB) ZOG([ cprdq cbl +dd = (ngq) =A§.D1eVertragl1chke1t mit t¢

folgt analog. O

Mit Satz 1.4 folgt, daB Ag, auf eindeutig bestimmte Weise zu Ag : E(G) - E(G)
fortgesetzt werden kann, so daB A= (Ay, Ag) : G — G ein Homomorphismus ist.

Da durch A~! eine Umkehrabbildung gegeben ist, ist A: G — G bijektiv und damit
ein Graphenautomorphismus. Dieser ist wegen Ag(E,(G)) = AI' =T = E, (G) ori-
entierungserhaltend. Es folgt:

Satz 4.2. Die Modulgruppe operiert auf G durch orientierungserhaltende Graphe-
nautomorphismen.

Bemerkung 4.3. Der Stabilisator einer beliebigen Kante besteht nur aus dem Ein-
selement 1. Insbesondere ist der Stabilisator des ganzen Graphen trivial.

Lemma 4.4. Seien A, B €T'. Das Bild von [ B], unter A ist ein 2-Zykel. Das Bild von
[B]s unter A ist ein stabiler 3-Zykel. Es gilt B[ A], = [BA], und B[ A]s = [BA]s.

Beweis. Da A ein Automorphismusist, sind A[ B], und A[ B]; ebenfalls 2- beziehungsweise
3-Zykel. Die Kanten aus A[B]3 sind AB, ABU und ABU? sowie ihre Umgekehrten.

Dies sind genau die sechs Kanten im stabilen 3-Zykel [ AB]3. Da zwei verschiedene

stabile 3-Zykel wegen Proposition 3.9 disjunkte Kantenmengen besitzen, gilt A[B]3 =

[ AB]3. Die Kanten des 2-Zykels A[B], sind AB, ABV und ihre Umgekehrten, al-

so die Kanten von [ AB],. Da zwei verschiedene 2-Zykel nach Proposition 3.6 dis-

junkte Kantenmengen besitzen, folgt A[ B]» = [ AB].. O

Zu einem A €I seien
L4 A*V : V(G*) = KgUKg i V(G*) durch [B]z d [AB]z, [B]g — [AB]g, Be F, und
. A; :E+(G*) =T —>E+(G*) durch B~ AB, BeT,

gegeben.

Lemma 4.5. Fiir jedes A< sind die Abbildungen Ay, Ay, und oG+, g+ miteinan-
der vertrdglich.
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Beweis. Sei BeT'. Es gilt
oG+ (BA) = [BA]2 = B[A]z = BOG* (A)

und
te+(BA)=[BA]s=B[A]3=Btg(A).
O
Mit Satz 1.4 1aBtsich Ay, auf eindeutige Weise zu Aj; fortsetzen, so da8 (Ay, Ap) :
G* - G* ein Homomorphismus ist, welcher ebenfalls mit A bezeichnet werde.
Dieser ist, da A~ eine Umkehrabbildung ist, bijektiv und damit ein Graphenau-

tomorphismus. Wegen AE, (G*) = AT =T = E,(G*) ist A orientierungserhaltend.
Es folgt:

Satz4.6. Die Modulgruppel operiert auf G* durch orientierungserhaltende Graphe-
nautomorphismen.

Bemerkung 4.7. Auch in G* ist der Stabilisator jeder Kante inT trivial.

Proposition 4.8. Ist A€ T ein zu V, U oder U? konjugiertes Element, dann hat A
einen Fixpunkt in V(G*).

Beweis. Ist A= BVB™! fiir ein B €T, dann ist
A[BJ, = BVB~[B], = [BVB~'Bl, = [BV], = [B],.
Damit hat A den Fixpunkt [B],. Ist A= BU¥B™1, k= 1,2 fiir ein B €T, dann ist
A[B]3=BU*B™![B]3=[BU*B'B]3=[BU*]5=[B]3
und somit [ B]3 ein Fixpunkt von A. O

Proposition 4.9. Seien A,BeT, A+ I, mit A[B], =[B],. Dann gilt A= BVB~!. Die
zwei Kanten in G* mit Anfangspunkt | B], werden unter A vertauscht.

Beweis. Es gilt [AB], = [B],, also {AB,ABV} ={B,BV}.Da A # I ist, mul§ AB =
BV gelten und es folgt A= BV B~1. Weiter gilt ABV = BVB~1BV = B, das heil3t die
Kanten mit Anfangspunkt [ B],, ndmlich B und BV, werden unter A vertauscht.

O

Proposition 4.10. Seien A,B €T, A+ I, mit A[B]s = [B]s. Dann gilt A= BUB™!
oder A= BU?B~!. Die drei Kanten von G*, deren Endpunkt [ B]s ist, werden unter
A in nicht-trivialer, zyklischer Weise permutiert.
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Beweis. Wegen [AB]3; =[B]s gilt { AB, ABU, ABU?} = {B,BU,BU?}. Da A # I ist,
gilt also AB = BU oder AB = BU? und damit A= BUB~! oder A= BU?B~!.

Fall I. A = BUB™!. Die drei Kanten B, BU und BU? mit Endpunkt [ B]3 werden
unter A in BUB™'B = BU, BUB~!BU = BU? respektive BUB'BU? = B abge-
bildet.

Fall II. A= BU2?B!. Die Kanten B, BU und BU? werden unter A in BU?B~!B =
BU?, BU?B~1BU = B respektive BU?B~1 BU? = BU abgebildet. O

Proposition 4.11. Besitzt A €T einen Fixpunkt in V(G*), dann gilt A= I oder A
ist konjugiert zu einem Element aus {V,U,U?}. Die Ordnung des Elements A ist
also 1, 2 oder 3.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Propositionen 4.9 und 4.10. O

Proposition 4.12. Ist AeT', A+ I, ein Element endlicher Ordnung, dann ist A zu
V, U oder U? konjugiert.

Beweis. Der Beweis erfolge in C, * C3 mit den iiblichen Bezeichnungen.

Sei a € C, » C3 ein Element der Ordnung m € N. Von allen Konjugierten zu a sei 8
so, dald das reduzierte Wort (n,i,w) zu f minimale Linge n hat. Ist n = 1, dann
ist B € {v, u, u?} und damit « zu einem dieser Elemente konjugiert. Sei also n > 1
angenommen.

Fall I i; = i,. Das reduzierte Wort zu w]' fw,; hat Linge n -2, falls w, = ;" gilt,
und Lidnge n -1 sonst. Es ist zu f und damit zu a konjugiert. Dies widerspricht
der Minimalitit der Lange von (n,i,w).

Fall II. i1 # i,,. Dann hat das reduzierte Wort zu 2 die Linge 2n. Nach Induktion
hat das reduzierte Wort zu ,Bk , k€N, damit die Lange kn. Es gilt ™ = a™ = e, also
mn =0, was n, m > 1 widerspricht. O

Diese Ergebnisse sollen zu einem Satz zusammengefasst werden:
Satz4.13. Sei Ael', A+ I. Aquivalent sind:

(1) A hat endliche Ordnung.

(2) A hat einen Fixpunktin G*.

(3) AistzuV, U oder U? konjugiert.
Beweis. (1) = (3) folgt aus Proposition 4.12.

(3) = (2) folgt aus Proposition 4.8.
(2) = (3),(1) folgt aus Proposition 4.11. O

Zu (1) < (3) in Satz 4.13 vergleiche [Ser80, Chap. I, Par. 1.3, Cor. 1] und [New72,
Theorem VIII.4].
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4.2 Die obere Halbebene und der Serre’sche Graph

Die Modulgruppe I' operiert auf der komplexen oberen Halbebene
H:={zeC|Imz>0}

durch

[a b] az+b
z=———,Z€H.
c d

Dabei besitzen die Punkte i und p := e5 die Stabilisatoren (V) =A{I,V} respektive
(U)={I,U,U?}. Ein Fundamentalbereich zur Operation von I auf H ist durch

-1 1
F::{zeH‘;SRezSO,MZ1}u{zeH‘0<Rez< E’|Z|>1}

gegeben. Die Vereinigung

H=|J AF
Ael

ist disjunkt bis auf die Punkte Ai, die doppelt und die Punkte Ap, die dreifach
vorkommen: Ist Ai = A’i, dann ist A~! A’ aus dem Stabilisator von i, also { I, V' }. Ist
Ap = A’'p, dann ist A~1 A’ aus dem Stabilisator von p, also {1,U, UZ}. Zusatzlich
ist Ai +# A’p fiir alle A, A’ e T'. Fiir den Beweis dieser Behauptungen sei auf [Shi71,
Par. 1.4] verwiesen.

Definition. Ein topologischer Graph ist ein Graph, dessen Ecken Punkte in einem
topologischen Raum und dessen Kanten Jordankurven (also Einbettungen des
Einheitsintervalls) darin sind, die solche Ecken verbinden. Diese Definition folgt
[Wag70], wird hier allerdings leicht abgedndert, um mit Serres Graphentheorie
kompatibel zu sein: Ist ¢ eine Kante eines topologischen Graphen, dann gelte
@(t)=@(1-1), t€[0,1].Ist y eine von ¢ und ¢ verschiedene Kante, dann gelte
o(t)=y(s) firalle t,5s€]0,1].

Der topologische Graph G; in der oberen komplexen Halbebene sei erklart durch
V(Gs)={Ai|AeT}U{Ap|AeT}
und
E.(Gy) = {Ap|AeT),

wobei ¢ ein Kreisbogensegment mit Mittelpunkt 0 ist, das i mit p verbindet, also
etwa
inm _imt
p(t)=ez"5,re[0,1].

Da Ap(t) + Algp(s) fiir alle A,A’ €T, A+ A, und s, t €]0, 1] gilt, schneiden sich
zwei verschiedene Kanten aus E. (G;) hochstens in ihren Anfangs- und Endpunk-
ten.
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Abbildung I: Der Serre’sche Graph

Dieser Graph (Abbildung I) ist bei Serre [Ser, Chap. I, Par. 4.2, (c)] zu finden und
dient dort dem Beweis, daf die Modulgruppe das freie Produkt von (V') und (U)
ist. Es soll gezeigt werden, dal} dieser Graph isomorph zu G* ist und dal$ die Op-
eration von I" auf diesem Graphen als Teilmenge der oberen Halbebene mit der
Operation auf G* ibereinstimmt.

Die Abbildung Op, : E.(G*) — E.(Gs) sei gegeben durch O, (B)(t) = Bp(t), Be
E.(G*). Die Eckenabbildung Oy : V(G*) - V(G;s) auf K»UKj sei definiert durch

©v([Bl) = Bi, ©y([Bls) = Bp, BeT.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir einen 2-Zykel [ B], sind die Kanten
aus E, ([B]2) gerade B und BV und es gilt i = Vi. Fiir einen 3-Zykel [ B]; € K3 sind
die Kanten aus E, ([B]3) gerade B, BU und BU? und es gilt p = Up = U?p.

Ist B aus E.(G*), dann ist

06,(Ok, (B)) = Bi=0y(0g+(B))

und
tc,(®r,(B)) = Bp =0y (tG+(B)).

Nach Satz 1.4 1468t sich O, auf eindeutige Weise so zu O : E(G) - E(Gs) fortset-
zen, dal © := (Oy,0f) ein Homomorphismus ist.

Nach Konstruktion sind ©y und O surjektiv. Weil fiir alle A, A’eT', A+ A’,
o Ai=Alie A 1A {I,V},
e Ap=A'p<= A1A"e{I,U,U?} und
e AixAlp

gilt, ist @y injektiv. Wie bereits bemerkt folgt aus Ap(t) = A’@(t') fiir A, A’ €T,
t,t'€]0,1[, daB A= A’ gilt, also ist ®, und damit auch O injektiv. Es folgt: O ist
ein Graphenisomorphismus.

Proposition 4.14. Der Isomorphismus © ist mit den Operationen von I' auf G*
und auf H vertréglich.
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Beweis. Sei A<T beliebigund B € E,(G*), dann ist
Oy (A[B]2) = ABi= A®vy([B].)

und
Ov(A[B]s) = ABp = ABv([B]3).

Ebenso ist

Ok, (AB)(1) = (AB)@(1) = A(Bg(1)) = A®k, (B)(1).
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Teil 11

Untergruppen der Modulgruppe

5 Spezielle Fundamentalbereiche

5.1 Fundamentalbereiche

Jede Untergruppe A der Modulgruppe operiert auf G* durch Einschriankung der
Operation von I'. Ein Fundamentalbereich der Operation von A auf G* ist erklért
als ein Subgraph F c G*, der die folgenden Bedingungen erfiillt:

(FUN1) F ist zusammenhingend.

(FUN2) Die Vereinigung der A-Bilder von F ist ganz G*:

AF=|J AF=G".
AeA

(FUN3) Fiir A€ A, A+ I, ist der Durchschnitt AE(F)n E(F) leer.

Fundamentalbereiche in G* sind das Gegenstiick zu den gleichnamigen Gebi-
eten in der komplexen oberen Halbebene (vergleiche [Shi71, Par. 1.4]). Beides
sind zusammenhédngende Teilmengen des zugrundeliegenden Raumes, die unter
der Operation der Untergruppe diesen parkettieren.

Zu koendlichen Untergruppen lassen sich Fundamentalbereiche mit einem ein-
fachen Algorithmus berechnen. Das Transformationsverhalten des Fundamen-
talbereiches unter der Untergruppe erlaubt die Berechnung eines Erzeugersys-
tems, welches im allgemeinen jedoch nicht unabhéngig ist. Vergleiche [KF90].

Sei im folgenden stets A eine beliebige Untergruppe von I'.

Bemerkung5.1. Fiir A=T ist F mit V(F)={[I]s,[I]3} und E.(F)={I} ein Fun-
damentalbereich.

Bemerkung 5.2. Ein Fundamentalbereich F zu A ist endlich genau dann, wenn
A endlichen Index p inT hat. Dann gilt p=#E, (F).

Beweis. Sei zuerst F endlich. Wegen (FUN2) gilt AE, (F) = E.(G*) =T. Also muf}
der Index von A in T kleiner oder gleich #E, (F) sein.

Sei umgekehrt der Index p von A in I" endlich. Sind A und B zwei verschiedene
Kanten aus E. (F) c T, dann liegen sie wegen Bedingung (FUN3) nicht in dersel-
ben Rechtsnebenklasse von I' unter A. Also ist die Anzahl der Kanten in E. (F)
kleiner oder gleich p. O
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Proposition 5.3. Sei F ein Fundamentalbereich fiir die Operation der Untergruppe
A cT. Der Durchschnitt AF N F besteht fiir Ae A, A+ I, aus hochstens einer Ecke.

Beweis. Sei angenommen, dal zwei verschiedene Ecken a und b existieren, die
beide sowohl in F als auch in AF liegen. Die Graphen F und AF sind als zusam-
menhédngende Subgraphen eines Baumes selbst Baume. Nach Proposition 1.15
gibt es also injektive Pfade ¢y und ¢ 4r in F beziehungsweise AF, die diese Eck-
en verbinden.

Eingebettet in G* werden ¢ und ¢ 4r zu injektiven Pfaden, die a und b verbinden.
Im Baum G* gibt es nach Proposition 1.15 genau einen solchen Pfad, also sind ¢
und ¢ 4r identisch. Wegen a # b gibt es in beiden Pfaden mindestens eine Kante,
also haben F und AF eine Kante gemein, was (FUN3) widerspricht. O

Definition. Der Subgraph von G*, der nur aus einer Ecke a € V(G*) besteht,
werde zur Vereinfachung der Notation mit { a} bezeichnet.

Definition. Die Valenz v(a) einer Ecke a in einem Graphen G ist die Anzahl der
Kanten y € E(G), deren Anfangspunkt o(y) = a ist. Eine Ecke der Valenz 1 heif3t
terminal; eine Ecke der Valenz 0 heil3t isoliert.

Bemerkung 5.4. Die Valenz jeder Ecke eines zusammenhdngenden Graphen ist
mindestens eins.

Bemerkung 5.5. Ecken aus K, haben Valenz 2, Ecken aus K3 Valenz 3 in G*.

Definition. Es sei § die Menge aller Subgraphen F c G* mit den folgenden Eigen-
schaften:

(SPF1) F ist zusammenhédngend.
(SPF2) E(F) enthilt die Kante I.

(SPF3) Ecken aus K3n V(F) haben Valenz ungleich 2 in F.

Die Bedingung (SPF3) bedeutet, daly Ecken aus K3 entweder volle Valenz (also
drei) haben oder terminal sind.

Satz 5.6. Zu jeder Untergruppe \ vonT gibt es einen Fundamentalbereich F, der
in§ liegt und die folgende Eigenschaft erfiillt:

(%) IsteineEcket € KsnV(F) terminal in F und ist A€ A mit At € V(F), dann
gilt At =1.

Ein solcher Fundamentalbereich soll spezieller Fundamentalbereich heifsen.
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Beweis. Sei §' c § die Menge aller F € §, die die Eigenschaften (FUN3) und ()
erfiillen. Auf §’ ist eine partielle Ordnung durch F; < F, < F, c F», F1,F, € §,
gegeben.

Der Graph, der nur die Kante I sowie die Ecken [I], und [I]3 enthlt, liegt sicher
in § und erfiillt (FUN3). Er erfiillt die Eigenschaft (x), da [I]3 die einzige Ecke aus
K3 in diesem Graphen ist. Also ist §’ nicht leer.

Behauptung: In §’ existieren maximale Elemente.

Beweis der Behauptung. Sei { Fy}xcx mit Indexmenge X eine vollstindig geord-
nete Teilmenge von §’ und F := Jyx Fx. Es soll gezeigt werden, da8 F in §’ en-
thalten ist.

e Zu zwei Ecken a und b von F gibt es x, € X und xj; € X mit a € V(Fy,) und
beV(Fy,).Esgilt Fy, > Fy, oder Fy, < Fy,. Im groferen sind a und b enthal-
ten und durch einen Pfad verbunden, der sie auch in F verbindet. Also ist F
zusammenhingend, (SPF1).

¢ Jedes F, enthilt I, also ist dies auch in F enthalten, (SPF2).

e Hitte 7 € K3n V(F) Valenz 2 in F, dann gibe es ein x € X, so daB 7 in Fy
Valenz 2 hétte. Widerspruch. Also erfiillt F auch (SPF3).

e Gibees1],72€ K3nV(F), 71 # T2, und ein A€ A mit At = 7,, dann gébe es
ein x € X, so daB 71 und 7, in V(Fy) enthalten sind. Da F, die Eigenschaft
(*) erfiillt, folgte 7, = 7. Widerspruch. Also erfiillt F die Eigenschaft (*).

* Existierten schlieflich A€ A, A+ I, und y € E(G*) mit y € E(F)n AE(F),
dann gibe es ein x € X mit y € E(Fy) und A~'y € E(Fy). Daraus folgte y €
E(Fy)n AE(Fy). Dem widerspricht, daf F, (FUN3) erfiillt. Damit folgt auch
fiir F (FUN3).

Also ist F € §' eine obere Schranke zur Kette { Fy } xcx. Mit dem Lemma von Zorn
folgt die Existenz maximaler Elemente in §’.

Sei jetzt F in §’ ein maximales Element. Dieses erfiillt an Bedingungen fiir Fun-
damentalbereiche bereits (FUN1) und (FUN3). Es bleibt zu zeigen, dal F auch
(FUN2) erfiillt, also da AF ganz G* ist. Dazu sei angenommen, dal} AF nicht
ganz G* ist.

Gibt es Ecken von G*, die nicht in AV(F) liegen, dann kann keine Kante aus
E.(G*), die eine solche Ecke als Anfangs- oder Endpunkt hat, in AE, (F) enthal-
ten sein. Umgekehrt folgt aus AE,(F) = E,(G*) unmittelbar AV(F) = V(G*).
Die Annahme, dal AF nicht ganz G* ist, ist also dquivalent dazu, da AE,(F) #
E.(G") ist.

Sei A; eine Kante aus E, (G*), die nicht in AF enthalten ist. Sei ¢ der injektive
Pfad in G* mit I als erster und A; als letzter Kante (Proposition 1.17). Dann gibt
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es ein kleinstes i > 0, so daB A’ := ¢p((i,i+1))" nicht in AF enthalten ist. Da
@p((i-1,i))"in AF liegtund t((i—1,i)) = o((i,i+1)) gilt, ist A’ eine Kante, die
nicht in AF liegt, aber Anfangs- oder Endpunkt darin hat. Sei also B € A so, dafl
[A’], oder [ A']3 in BF enthalten ist.

Die Kante A:= B~1 A’ kann nicht in AF enthalten sein, aber mindestens eine der
Ecken §:= B[ A’], =[A], und 7:= B"}[ A’]3 = [ A]3 liegen in F. Wir halten fest:

Feststellung (A): Es gibt eine Kante A ¢ AF mit Anfangs- und Endpunkten 6 =
o(A) und 7 = £(A), von denen mindestens einer in V(F) liegt.

Im weiteren werden A;, A’ und B nicht mehr benétigt, die Bezeichnungen seien
also wieder freigegeben.

Die folgenden Fille werden unterschieden:

Fall I. 6 und 7 sind beide in V(F) enthalten. Als zusammenh#ngender Subgraph
eines Baumes ist F selbst ein Baum. Der injektive Pfad, der 6 und 7 in F verbindet,
enthilt die Kanten A und A. Also ist A in F c AF. Widerspruch zu (A).

Fall IL. Nur der Endpunkt 7 von Aliegtin V(F). In G* gibt es genau drei Kanten y
mit 7(y) =7 =[A]s, ndmlich A, AU und AU?. Da 7 in F Valenz 1 oder 3 hat (SPF3)
und A nicht in F ist, liegt von den Kanten AU und AU? genau eine, entweder AU
(Fall I1.1) oder AU? (Fall11.2), in F.

Der Graph F’ sei definiert durch Hinzufiigen der Kanten A, AU, AU? (sowie ihrer
Anfangspunkte und ihrer Umgekehrten) zu F. Er ist sicher echt groRer als F. Es
soll gezeigt werden, dalk F’ in §§' liegt.

e F' ist zusammenhidngend, da F zusammenhéngend ist und jede der neu
hinzugefiigten Kanten eine Ecke in F hat. Also gilt (SPF1).

Die Kante I liegt in F c F/, (SPF2).

Die Ecke 7 hat Valenz 3 in F’. Jede andere Ecke aus K3 hat in F’ dieselbe
Valenz wie in F, also 1 oder 3, (SPF3).

F' erfiillt (FUN3): Dazu sei B aus A, B # I. Sei zuerst angenommen, daf3
B{A, AU, AU?} n{ A, AU, AU?} nicht leer ist.

Fall II.1. AU ist die Kante, die bereits in F liegt. Gilt BAU = A, dann ist A€
BF. Gilt BAU = AU?, dann ist BBAU = BAU? = BAUU = AU3 = A und es gilt
Ae B2F.

Fall I1.2. AU? ist die Kante, die bereits in F liegt. Gilt BAU? = A, dann ist
A € BF. Gilt BAU? = AU, dann ist BBAU? = BAU = BAUUS3 = BAU?U? =
AUU? = Aund es gilt A€ B?F.

In beiden Féllen ldge A in AF, was (A) widerspréche.
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Sei nun angenommen, dal B{A, AU, AU?} n E,(F) nicht leer ist. Da F die
Eigenschaft (+) erfiillt, muB B die Ecke 7 auf sich selbst abbilden. Daraus
folgt B{ A, AU, AU?} = { A, AU, AU?}, was bereits widerlegt wurde.

Sei schlieflich angenommen, daB BE. (F)n{ A, AU, AU?} nichtleer ist, dann
wire B~1{ A, AU, AU?} n E.(F) nicht leer, was gerade widerlegt wurde.

Da F (FUNB3) erfiillt, gilt BE, (F)n E,(F) = @. Also ist

BE,(F'YnE.(F')=B(E,(F)u{A, AU, AU?})n(E.(F)u{A, AU, AU?})
=(BE,(F)nE,(F))
u(B{A, AU, AU*} nE,(F))
U(BE,(F)n{A, AU, AU?})
u(B{A, AU, AU?*} n{A, AU, AU?})
=gugdugug
=.

Da T orientierungserhaltend auf G* operiert (Satz 4.6), gilt BE(F')nE(F') =
(BE.(F')NE,(F")U(BE.(F)nE,(F"))=0gu@g=02.

* Esist V(F')nKs = V(F)nKs. Sei T € K3 eine Ecke mit Valenz 1 in F/, dann hat
7 bereits in F Valenz 1. Gibt es nun ein B € A mit BT € V(F’), dann ist BT =7,
da F die Eigenschaft () erfiillt. Also erfiillt F’ ebenfalls die Eigenschaft ().

Somit erfiillt F’ jede Bedingung fiir Elemente aus §’ und ist echt groBer als F, was
dessen Maximalitdt widerspricht.

Fall I1I.1. Nur der Anfangspunkt § von A liegt in V(F) und A{t} n V(F) ist leer.
Dann sei F’ der Subgraph von G*, der durch Hinzufiigen der Ecke 7 und der Kan-
ten A, A zu F entsteht. Es gilt:

F’ ist zusammenhéngend, da F zusammenhdngend ist und 7 tiber A mit
0 € V(F) verbunden ist, (SPF1).

Esist I € Fc F’/, (SPF2).

Die Ecke 7 hat Valenz 1 in F’. Jede andere Ecke aus Kz hat in F’ dieselbe
Valenz wie in F, also 1 oder 3, (SPF3).

F’ erfiillt (FUN3): Sei B € A, B # I. Da A nach Annahme nicht in AF liegt,
kann A auch nicht in BF liegen. Ebenso kann BA nicht in F liegen, da sonst
Ain B1F lage.
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Es folgt

EL(F)nBE,(F) =(E.(F) u{A}) n B(E.(F)u{A})
_(E.(F)nBE, (F))
U(E.(F)nB{A})
U({A}nBE.(F))
u({A}nB{A})

=ZUguUgud=g.

DaT orientierungserhaltend operiert (Proposition 4.6), ist also keine Kante
im Durchschnitt von F/ und BF’ enthalten.

 Nach Voraussetzung ist A{t} n V(F) leer, also ist A{t} nV(F') = {t}. Eben-
falls wegen dieser Voraussetzung wird keine terminale Ecke aus K3 n V(F)
unter A in 7 abgebildet. Da F bereits die Eigenschaft (x) erfiillt und V(F’)n
Ks=(V(F)nKs)u{r} gilt, erfiillt auch F’ die Eigenschaft ().

F’ erfiillt also jede Bedingung fiir Elemente aus §’ und ist echt groer als F. Dies
widerspricht der Maximalitdt von F.

Fall I11.2. Nur der Anfangspunkt & von A liegt in V(F) und A{7} nV(F) ist nicht
leer. Sei B € A, so dal 7/ := Bt in F liegt. Dann ist 7/ = t(BA) in F, aber BA nicht
in AE, (F), also gilt fiir die Kante BA Fall I oder Fall II.

In allen Féllen fiihrt die Annahme, da AF nicht ganz G* ist zum Widerspruch.
Also erfiillt F auch die Bedingung (FUN2) und ist damit ein Fundamentalbereich
fiir die Operation von A auf G*, der in § enthalten ist und die Eigenschaft (x)
erfiillt — ein spezieller Fundamentalbereich. O

5.2 Seitenpaarungen

Im folgenden sei stets F ein spezieller Fundamentalbereich zur Operation der
Untergruppe A auf G*.

Lemma 5.7. Jede Ecke, die fiir ein Ac A, A+ I, in AFNF liegt, hat Valenz 1 in F.

Beweis. Die Valenz von Ecken aus K, in G* ist 1 oder 2, die von Ecken aus K3 ist
1 oder 3 wegen (SPF3).

Sei x € V(AFnF). Nach Proposition 5.3 liegt in AF n F hochstens eine Ecke. Also
ist AFNF ={x}.

Fall I x € K>, also x = [ B], fiir ein geeignetes B € I'. Hitte [ B], Valenz 2 in F, dann
wiéren B und BV in F enthalten. Dann hitte [ B], € V(AF) wegen (FUN3) Valenz
0 in AF. Aber AF ist zusammenhingend und enthilt Kanten, also kann [B], in
AF nicht isoliert sein. Somit hat x = [B], Valenz 1 in F.
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Fall II. x € K3, also x = [B]s fiir ein geeignetes B € I'. Hitte [B]3 Valenz 3 in F,
dann wiren B, BU und BU? in F. Wegen (FUN3) hitte [ B]3 Valenz 0 in AF, was
wie gerade gesehen nicht sein kann. Also hat x = [B]3 Valenz 1 in F. O

Definition. Die Menge
S:= {AeA‘Ai I,AFmFi@}

heil3t Seitenpaarung zum Fundamentalbereich F.

Bemerkung 5.8. Hat A endlichen Index in T, dann ist die Seitenpaarung S eine
endliche Menge.

Beweis. Sei Y die Menge der Kanten aus E, (G*) mit Anfangs- oder Endpunkt in
V(F). Wegen Bemerkung 5.2 ist F endlich. Jede Ecke von G* hat endliche Valenz,
also ist Y endlich. Ist AF n F nicht leer fiir ein A € A, dann gibt es ein B € E, (F)
mit AB €Y, also A€ YB~!. Somit folgt Sc YE,(F)~!. Da Y und E, (F) endlich
sind, ist S als Teilmenge eines Produkts endlicher Mengen ebenfalls endlich. O

Proposition 5.9. Hat A € A einen Fixpunkt, der nichtin F liegt, also Ax = x fiir ein
x € V(G*)\V(F), dann ist A nicht in der Seitenpaarung S enthalten.

Beweis. Ist A= 1, dann ist A nach Definition nicht in S.

Fall I. x = 6 fiir ein 6 € K». Da 6 nicht in F liegt, ist auch keine der Kanten von G*
mit Anfangs- oder Endpunkt § in F. Seien 7, und 7, die zwei Ecken aus K3, die in
G* zu § benachbart sind (Lemma 3.19). Sei G’ := G*\{d}, das hei3t der Subgraph
von G*, aus dem 6 und alle Kanten mit 6 als Anfangs- oder Endpunkt entfernt
wurden (siehe Kapitel 1.1). Sei a € V(G*) ungleich 6 und sei ¢ der eindeutig bes-
timmte injektive Pfad in G*, der 6 mit a verbindet (Proposition 1.15). Dann ist
¢@v (1) entweder 7, oder 7,. Da ¢ injektiv ist, gilt ¢y (i) + & fiir i > 0. Der Teilpfad
(p|[1y n] (wobei n die Ldnge von ¢ ist) verbindet 7, oder 7, mit g und liegt ganz in
G'. Also ist jede Ecke von G’ mit 7, oder 7, verbunden.

Wiren 7, und 7, in G’ verbunden, dann gidbe es nach Proposition 1.9 einen in-
jektiven Pfad in G’, der sie verbidnde. Dieser wiirde in G* ebenfalls 7, und 7,
verbinden. Der eindeutig bestimmte injektive Pfad in G*, der 7, und 7, verbindet,
enthélt jedoch die Ecke 6. Also kdnnen 7; und 7 in G’ nicht verbunden sein. Der
Graph G’ besitzt damit genau zwei Zusammenhangskomponenten, von denen
eine 71, die andere 7, enthilt.

Es gilt Ad =6 und A # I. Nach Proposition 4.9 werden dann unter A die zwei Kan-
ten von E, (G*) mit Anfangspunkt § vertauscht. Somit gilt At = 7, und Aty = 7;.
Da F zusammenhédngend ist und 6 nicht enthilt, liegt es ganz in einer von beiden
Zusammenhangskomponenten. Entsprechend liegt AF in der anderen Zusam-
menhangskomponente und der Durchschnitt von F und AF mul} leer sein.
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Fall II. x = 7 fiir ein 7 € K3. Analog zu Fall I gibt es genau drei Ecken 6, 6, und 03,
die zu 7 benachbart sind (Lemma 3.18). Diese werden unter A in nicht-trivialer
Weise zyklisch permutiert (Proposition 4.10). Der Subgraph G’ := G*\{7} hat genau
drei Zusammenhangskomponenten, die je eine der Ecken 61, 6> und 63 enthal-
ten. Da F und AF in verschiedenen dieser Zusammenhangskomponenten liegen,
ist ihr Durchschnitt leer. O

Definition. Sei
* S, die Menge der Elemente aus S, die ein § € V(F) n K, fix lassen,
* S3 die Menge der Elemente aus S, die ein 7 € V(F) n Kj fix lassen, und
* Sfc S die Menge der Elemente ohne Fixpunkt in V(F).

Dann ist die Seitenpaarung S die disjunkte Vereinigung dieser drei Mengen:
§=8,U83USy.

Proposition 5.10. Seid € V(F)n K, terminal in F. Dann gibt es genau ein A € A,
A#1, fiir das AS € F ist. Existiert umgekehrtzu Ac A\, A+ 1, eind € V(F)n K, mit
Ab € V(F), dann ist § terminal. Falls Ab =6 gilt, ist A aus S. Sonst ist A aus Sy.

Beweis. Seid terminal in F. Von den zwei Kanten von E. (G*) mit Anfangspunkt
0 sei B diejenige, die in F liegt. Die andere, BV, liegt in AF fiir genau (FUN3)
ein A € A (FUN2). Wegen BV ¢ F gilt A # I. Es ist A”'BV in E,(F) und damit
Alo(BV)=A"16¢F.

Es soll gezeigt werden, daRk dieses A~! eindeutig bestimmt ist: Sei A’ € A, A’ # I,
mit A’d € F. Eine der beiden Kanten aus E, (G*) mit Anfangspunkt § muf§ wegen
A’6 € V(F) unter A’ in F abgebildet werden: A’B oder A’BV liegtin F. Da B¢ F
ist und mit (FUN3) A’E,(F)nE,(F) = @ fur A’ # I gilt, liegt nur A’BV in F. Also
ist BV € A’"1F. Nun gilt BV € AF und BV € A’"1F, also AE.(F)n A""'E,(F) + @.
Mit (FUN3) folgt daraus A’ = A1,

Seien nun umgekehrt Ae A, A+ I, und 6 € V(F)n K>, so dal Ad in F liegt. Dann
ist 6 nach Lemma 5.7 terminal in F. Ist Ad = §, dann ist A € S, nach Definition.
Andernfalls ist, da AFnF = {5} gilt (Proposition 5.3), wegen Ad # § keine Ecke
von F ein Fixpunkt von A, also A€ Sy. O

Proposition 5.11. Sei A€ Sy, dann gibt es genau eine terminale Ecke 6 € V(F)nK;
mit A € V(F).

Beweis. Da Ain der Seitenpaarung S liegt, ist AFnF nicht leer. Nach Proposition
5.3 liegt genau eine Ecke x in diesem Durchschnitt. Nach Lemma 5.7 ist sie ter-
minal. Wire x € K3, dann gilte wegen Eigenschaft (*) Ax = x und A hitte einen
Fixpunkt. Also ist x € K. O
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Proposition 5.12. Sei 1 € V(F)n K3 terminal in F. Dann gibt es ein Ac A, A+ 1,
mit At € V(F). Fiir jedes solche A gilt At =t und damit A € Ss.

Beweis. Da 7 terminal in F ist, gibt es genau eine Kante B aus E. (F), deren End-
punkt [B]s = 7 ist. Wegen (FUN2) gibt es ein A’ € A, A’ # I, so daf BU in A’F
liegt. Da A’"'BU in F liegt, gilt [A’ ' BU]3 € V(F) und damit A" 't = A’ '[B]3 =
A"[BU]3 € V(F).Mit A:= A’ folgt A+ I und At € V(F).

Fiir jedes A € A mit At € V(F) folgt At = 7 aus der Eigenschaft (*). O

Proposition 5.13. Die Menge S ¢ enthdilt zu jedem Element A € Sy auch das Inverse
undes gilt A+ A1

Beweis. Zu Ac Sy seid € V(F) eine Ecke, flir die A € F gilt. Dann ist A~1(A§) in
V(F) und damit A~! € S. Hitte A~! einen Fixpunkt a € V(F), also A~'a = a, dann
wiére a = AA™'a = Aa auch ein Fixpunkt von A in F. Dies widerspriche A € S,
also hat A~! keinen Fixpunkt in F und liegt damit in S.

Aus Proposition 5.9 folgt, dal A keinen Fixpunkt in G* hat. Nach Satz 4.13 ist die

Ordnung von A dann unendlich. Insbesondere ist A% # [ und damit A+ A"l. O

Proposition 5.14. Die Menge Ss enthdilt zu jedem Element A € S3 auch das Inverse
undesgilt A+ A7

Beweis. Zu A€ S3 sei 1 € V(F) eine Ecke, fiir die At =7 ist. Dannist 7= A"l At =
A~l1. Also ist T auch ein Fixpunkt von A~!. Nach Lemma 4.10 ist A zu U oder U?
konjugiert, also gilt A+ A~L. O

Proposition 5.15. Fiir jedes A€ S gilt A~ = A. Insbesondere gilt S, = S,.

Beweis. Nach Lemma 4.9 ist A zu V konjugiert. Also ist A% = I und damit A~! =
AeS. O

Proposition 5.16. Zu jedem A€ S ist das Inverse in S enthalten.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Propositionen 5.13, 5.14 und 5.15. O

Definition. Die Menge S} sei eine maximale Teilmenge von Sy, die zu keinem
Element das Inverse enthilt. Die Menge S} sei eine maximale Teilmenge von Ss,
die zu keinem Element das Inverse enthdlt.

/

Die Mengen S ¥ und S} stellen eine Auswahl aus jedem Paar {A, A1} fiir Ae Sf
beziehungsweise A € S3 dar. Dall A # A~! gilt, ist durch die Propositionen 5.13
und 5.14 gesichert. Insbesondere gilt #S} = 1#S; und #S} = 1#S;.
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Satz 5.17. Ist T aus K3 terminal in F, dann gibt es genau ein A€ S, so dafs At =1
ist. Ist & aus K, terminal in F, dann gibt es entweder genau ein A € S, mit Ad =6
oder es gibt genau ein terminales §' € Ky in F, 6" + §, sowie genau ein A € Sy mit
A6 =0'.

Umgekehrt existiert zu jedem A € S§ genau ein terminales T € K3 in F mit At = 1,
zu jedem A € S, genau ein terminales 6 € K, in F mit A6 = und zu jedem A e S}

genau ein Paar (6,0") verschiedener terminaler Ecken aus K, so dafs A6 = &' gilt.
Fiir die Anzahl k der terminalen Ecken von F gilt insgesamt

k=#8S+#85 + Z#S’f.

Beweis. Sei 1 € K3 terminal in F, dann gibt es nach Proposition 5.12 ein A’ € Ss,
so daB A’t =7 ist. Sei B die eindeutig bestimmte Kante in F mit ¢(B) = 7. Wegen
A’ # 1 gilt nach Proposition 4.10 entweder A’ = BUB~! oder A’ = BU?B~!. Diese
beiden Elemente sind zueinander invers, also liegt nach Definition genau eines
von beiden in S}.

Sei 6 € K, terminal in F, dann gibt es nach Proposition 5.10 genau ein A € S, so
dall Ab € Fist. Ist A6 =6, dann ist A€ 5. Ist dagegen Ad # 6, dann ist A€ Sy und
es gibt genau ein ', ndmlich A§, so da Ad =o' ist.

Ist Ae S}, dann hat A nach Definition einen Fixpunkt 7 € V(F). Dieses 7 ist nach
Lemma 5.7 terminal in F. Mit Proposition 5.3 folgt, daB im Durchschnitt V(F)n
AV (F) genau eine Ecke liegt, also ist 7 eindeutig bestimmt.

Analog folgen Existenz und Eindeutigkeit passender terminaler Ecken fiir Ele-
mente aus S, und S}. O

b
Lemma 5.18. Hat A€ Sy den Fixpunkt 6 = H ccl d H in F, dann ist
2

| bd+ac -a*-b*
| 2+d?> -bd-ac |

Beweis. Nach Voraussetzung ist A # I. Aus Proposition 4.9 folgt dann

a b a b B bd+ac -a*-b?
A: V = .
c d c d c2+d?> -bd-ac
O

b

a
Lemma 5.19. Hat A € S3 den Fixpunktt = H e d

H in F, dann ist A oder A?
3

gleich
-bd-ac-bc b’ +a’+ab
-d?-c2-cd bd+ac+ad |
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Beweis. Esist A+ 1. Nach Proposition 4.10 folgt

Ao a b U a b _1_ —-bd-ac-bc b*+a*+ab
|l ¢ d c d | —d?-c?-cd bd+ac+ad

oder

und damit

O

Lemma 5.20. Seien 6 und ' Ecken aus F mit6 # 6" und sei A€ Sy mit A6 =6'. Ist
b b
6 =[I]2, dann sei[ Z d ] := V. Ansonsten sei[ Z d ] die nach Bemerkung 3.12

und Proposition 3.15 eindeutig bestimmte Kante aus E. (8) c E,(G), die (SIG+) er-
!/ / / b/

fiillt. Ist §' = [I],, dann sei l ¢ ¢ d

¢ d
bestimmte Kante aus E.(5"), die (SIG+) erfiillt.

] := V. Ansonsten sei [ ] die eindeutig

Dann gilt

Ao b'd+a'c -bb' —aad
| dd’+cc’ -bd' -ac’
Beweis. Sei zuerst § # [I],. Dann gibt es in E, () genau eine Kante, die (SIG+),
und genau eine, die (SIG-) erfiillt (Bemerkung 3.12 und Proposition 3.15). Da §
Valenz 1 in F hat (Lemma 5.7), kann von diesen zwei Kanten nur eine in F sein.

Da F zusammenhidngend ist, (FUN1), und I enthilt, (SPF2), liegt der eindeutig
bestimmte injektive Pfad ¢, der in G* die Ecke [I], mit § verbindet, in F. Nach
Lemma 3.24 liegt die Kante aus E. (), die (SIG-) erfiillt, in E(¢) und damit in F.

a

Also ist [ Z ], die Kante aus E, (6) mit (SIG+), nicht in F enthalten. Ist§ = [T ],

Cc

b
dann ist [ a d ] =V, was nichtin F liegen kann, da wegen (SPF2) I in F ist und
c

b
ichtin F.
c d]mc in

a
0 terminal in F ist. In beiden Fillen ist [

!/ /

Mit einem analogen Beweis folgt, dal [ ] nicht in F enthalten ist.

¢ d

_ a b a b a b a b
WegenA5=6’glltA[C d]zlc’ d,]VoderA[c dlzlc’ d’:|'
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Sei B € E,(§) diejenige Kante von E. (§), diein F liegt, und sei B’ € E, (6") diejenige
Kante von E. (6'), die in F liegt. Damit AF n F keine Kante enthilt, mul AB # B/,
also AB =B’V sein.

a

Diein F enthaltenen Kanten von E, (§) und E. (6') sind B = [ ] V beziehungsweise

c

, a b .
B’ = o g V, also gilt:

-1
o1 | @ b | sl a b | bd+d'c -bb' -ad
A=BVE _l ¢ d ]V c d| | dd'+cc’ -bd'-ac |

5.3 Unabhiingige Erzeuger

Sei F ein spezieller Fundamentalbereich zur Untergruppe A und sei S die Seiten-
paarung dazu.

Zur Erinnerung: Zu jedem y € E(G*) ist y* die eindeutig bestimmte Kante aus
{y,7} nE.(G*). Fiir Lemma 5.21 und seine Folgerungen, fiir Satz 5.22 sowie fiir
Lemma 5.24 gelte stets:

e Sei ¢ ein injektiver Pfad der Lange n >2 in G*.

e Zujedem k =0,...,n—-1 sei By das wegen (FUN2) existierende und wegen
(FUNB3) eindeutig bestimmte Element aus A mit ¢((k,k+1))* € BiF.

* Sei Dj:= B ' By, fiiralle k=0,...,n-2.

Lemma 5.21. Gilt B:= B, =By, fiir0<a<b< n-1, dann ist By = B fiir alle k =
a,...,b.

Beweis. Da¢((a,a+1))" und ¢((b,b+1))" in BF liegen, sind die Ecken ¢y (a)
und @y (b+1) in V(BF) enthalten. Der Teilpfad ¢’ := ¢, .1] ist der eindeutig
bestimmte injektive Pfad, der die Ecken ¢y (a) und ¢y (b+1) im Baum BF verbindet.
Firalle a<k<bgilt pp((k,k+1))* =@, ((k-a,k—a+1))", also ist jede dieser
Kanten in BF enthalten. Es folgt By = B fiiralle a< k< b. O

Folgerung. Seien a minimal und b maximal mit B, = By, = B fiir ein vorgegebenes
B.Istke{0,...,n—1} mit B =B, dannista<k<b.

Folgerung. Ist By + By_, fiireinke{1,...,n—1}, dann ist
k:min{le{0,...,n—1}’Bl:Bk}.
Satz5.22. Seike{1,...,n—1}. Aquivalent sind:
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(1) Esgilt Dy, # I, also By_; # By.

@) k:min{le{O,...,n—l}

B = Bk}.

(3) B.'¢v(k) ist terminal in F.

(4) B! @v(k) ist terminal in F.

(5) Der Durchschnitt By_, F n B, F enthdilt genau die Ecke v (k).

Treffen (1)-(5) zu, so gilt Dy._; € S.

Beweis. (1) = (2): Dies ist die zweite Folgerung aus Lemma 5.21.

(1) = (3): Es gilt By_; # By. Die Kante ¢@g((k—-1,k))* liegt nicht in BiF. Da es
also eine Kante B;'¢g((k-1,k))" in G* gibt, die nicht in B;! BiF = F liegt, hat
die Ecke B,;lcpv(k) nicht volle Valenz in F. Nach (SPF3) beziehungsweise nach
Definition ist Bi.' ¢y (k) dann terminal in F.

(1) = (4): Dies erfolgt nach einem analogen Argument zu (1) = (3).

(1) = (5): Die Ecke ¢y (k) liegt als Endpunkt von ¢g((k-1,k)) in Bx_1 F. Genau-
so liegt sie als Anfangspunkt von @g((k,k+1)) in BiF.

Wegen By_; # By gilt By, F # BiF. Der Durchschnitt B! By_1Fn B! ByF=Fn
Dj._, F enthilt die Ecke B,;}l(pv(k), ist aber nicht ganz F. Nach Lemma 5.3 beste-
ht FnD;._; F aus hochstens einer Ecke. Also ist auch im Durchschnitt By._1 FN B F
genau eine Ecke enthalten, ndmlich ¢y (k). Hieraus folgt, daf Dy_; in S liegt.

(2) = (1): Unmittelbar folgt By_; # Bk.

(3) = (1): Da die Kante B;'¢g((k,k+1))* in F liegt und B; 'y (k) terminal in
Fist, liegt B; '¢g((k—1,k))* nicht in F. Daraus folgt Bi_; # By.

(4) = (1): Dadie Kante B! ¢ ((k—1,k))* in F liegt und B; ', ¢y (k) dort termi-
nal ist, liegt die Kante B; ', @£ ((k, k+1))* nichtin F. Damit ist By_; # By.

(5) = (1): Da die Kante I in F liegt, aber By_; F n B F nur aus einer Ecke besteht,
ist Bx_1I ¢ E; (B F) und damit insbesondere By_; # By. O

Lemma 5.23. Liegt A = @gp((n—1,n))", die letzte Kante von ¢, in A, dann gilt
A = Bn_]_.

Beweis. Nach Definition ist B;,_; das eindeutig bestimmte Element aus A mit
A€ Bj,_1F. Wegen (SPF2) gilt Ae AF. Aliegtin A, also folgt B,,_; = A. O

Lemma 5.24. Seien die Voraussetzungen von Lemma 5.23 erfiillt. Sei weiter b €
{0,...,n—1} minimal mit B, =B,_1 = A. Sei B€ S. Gibtesein a€{0,...,n—2} mit
B, = AB, dann ist B,_1 = AB.

74



Beweis. Da AF n ABF genau eine Ecke enthilt, ist der Subgraph F’:= AF U ABF
zusammenhidngend und damit ein Baum. Der Teilpfad ¢| [a,n] Verbindet die Ecke
@v(a) € V(ABF) mit ¢y (n) € V(AF). Der Teilpfad eines injektiven Pfades ist
selbst injektiv, also mulR dieser Teilpfad der eindeutig bestimmte injektive Pfad in
F' sein, der ¢y (a) mit ¢y (n) verbindet. Da er ganz in F' liegt, gilt By € { A, AB}
fiir alle k > a. Da schlief8lich b minimal mit By, = A ist und (wegen Lemma 5.21)
a< b gilt, folgt B,_; = AB. O

Satz 5.25. Die Mengen S} c Sy und S} c S3 seien wie gehabt maximale Teilmengen,
die zu keinem Element das Inverse enthalten. Sei

P::(S})*(*(s))*(*(s)),
s€So A

!/

also das freie Produkt der freien Gruppe mit Basis S [ mit den zyklischen Gruppen,
die von den s aus S, und Sj erzeugt sind. Dann ist A= P.

Beweis. Sei S’ := S} U Sy U S5. Fiir jedes s € S’ ordne der Homomorphismus @ :
(s) - T den Elementen der von s erzeugten Untergruppe ihr Gegenstiick in T
zu. Aufgrund der universellen Eigenschaft des freien Produkts existiert genau ein
Homomorphismus @ : P — A, so daB fiir jedes s € S’ das Diagramm

(s) =P
@

A

|

o

kommutiert, wobei ¢; die kanonische Einbettung von (s) in P ist.

Es soll nun eine Umkehrabbildung ¥ : A — P zu @ konstruiert werden. Sei W (1)
nach Definition das Einselement in P. Zu einem A€ A, A # I, sei ¢ der eindeutig
bestimmte injektive Pfad in G*, der I als erste und A als letzte Kante besitzt
(Proposition 1.17). Sei n die Léange von ¢. Es gilt n > 2, da ¢ mindestens zwei
verschiedene Kanten aus E, (G*) besucht.

Fiir jedes k=0,...,n—1 sei By das wegen (FUN2) und (FUN3) existierende und
eindeutig bestimmte Element aus A, fiir das ¢p((k,k+1))* in E,(BiF) liegt. Es
gilt By =1 und B,_; = A.

Fiir jedes k=0,...,n—2 sei Dy := B,;lBkH. Ist Dy # I, dann ist es nach Satz 5.22
in der Seitenpaarung S enthalten. Die Abbildung v : Su{I} - P ordne jedem
Element aus S seine Entsprechung in P zu; y () sei das Einselement in P. Zu

n-2 n-2
A=]]B;'Brs1=]] Dk
k=0 k=0
sei W(A) =175 w(Dy).

75



Es gilt

n-2

@o\P(A)ﬂb(Hw(Dk))=;ﬁ®<w<Dk>)='ﬁDk=A
-0 -0

k=0
Da ¥ ein Rechtsinverses zu @ ist, ist @ surjektiv.

Sei A€ A beliebigund B e S. Essoll ¥(AB) =¥ (A)¥Y(B) gezeigt werden. Ist AB =
I,also B= A1, dannist ¥ (AB) = ¥(I) und

W(A)P(B) =y (A)y(A™) =y (A)y(A) " =¥ (D)

nach Definition von y. Ist A = I, dann gilt

W(AB) =w(B) =y (I)y(B) =Y (A)¥(B).

Sei nun also AB # [ und A # I. Zu A seien ¢, n und die B, Dj wie oben. Wegen
A+Igiltn>2.

Fall I. Es gibt ein k € {1,...,n—1} mit AB = By. Sei a minimal mit B, = AB und
sei b minimal mit B, = A= B;,_;. Nach Lemma 5.24 gilt B;,_; = AB. Also gilt nach
Lemma 5.21 By = AB fiir alle k = a,...,b—1 und By, = Afiir alle k= b,...,n-1.
Damit folgt D,y = B~ und Dy = I fiir k€ {a,...,b—2}u{b,...,n-2}.

Nach Satz 5.22 folgt aus der Minimalitit von a, dall die Ecke ¢y (a) terminal
in ABF ist. Sei A’ die eindeutig bestimmte Kante in E,(ABF), die ¢y(a) als
Anfangs- oder Endpunkt besitzt.

Sei ¢, der Pfad im Baum ABF, der A’ als erste und AB als letzte Kante besitzt
(Proposition 1.17). Sei n; die Ldnge von ¢;.

Da ((p|[0,a])v (a) = pv(a) = (p1)v(0) ist, lassen sich ¢l ,) und ¢, mit Satz 1.8
zu einem Pfad ¢’ verketten.

Ebenfalls nach diesem Satz ist ¢’ injektiv, denn der injektive Pfad ¢, liegt ganz
in ABF, wihrend der injektive Teilpfad ¢l 4 in ABF lediglich die Ecke ¢y (a)
besucht. Sei n’ = a+ n; die Lange von ¢'.

Seien B, und D) zu ¢’ gegeben, indem B;_das eindeutig bestimmte Element aus

A mit ¢, ((k,k+1))* € B.F, k=0,...,n'~1,und D} := (B})"'B;,,, k=0,...,n' -2,

sei. Dann gilt B,’C = By fiir k =0,...,a-1 und damit D;C =Dy firk=0,...,a-2.
Wegen Bj, = B, = AB giltauch D}_, = D,-1. Wegen B;_= AB fiir k > a ist D}_= I fiir
alle k> a.

Damit folgt

¥(AB) =y(Dyg)...y(Dy) =w(Dg) ... ¥ (Dgy)
=y(Dy)...¢(Da-1)¥(B ")y(B)
=¥(Do)...¥(Da-1)¥(Da)...¥(Dp-2)¥(Dp-1)y(B)
= W(A)¥(B).
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Fall II. By + AB fiir alle k. Sei a minimal mit B, = A. Nach Satz 5.22 ist die Ecke
¢v(a) dann terminal in AF. Sei x die eindeutig bestimmte Ecke im Durchschnitt
AFNABF, also A"l'x € V(FnBF). Dann st x nach Lemma 5.7 terminal in AF und
in ABF.

Sei ¢, der nach Proposition 1.15 eindeutig bestimmte injektive Pfad in AF, der
¢v(a) mit x verbindet. Da x in ABF terminal ist, gibt es eine eindeutig bes-
timmte Kante aus E, (ABF), die x als Anfangs- oder Endpunkt besitzt. Diese sei
mit A’ bezeichnet. Sei ¢, der injektive Pfad in ABF, der A’ als erste und AB als
letzte Kante besitzt (Proposition 1.17). Sei n; die Linge des Pfades ¢; und ny die
Lange von ¢».

Die Pfade (p|[0’ a]» ¢1 und ¢, sind injektiv. Es gilt
pv(a)=(91)y(0)und (p1)y (1) = (92)y (0) =x.

Nach Satz 1.8 lassen sich (p|[0ya], 1 und @, zu einem Pfad ¢’ der Linge n’ :=
a+ ny + ny verketten. Dieser ist injektiv, denn (p|[o, «] besucht an Ecken von AF
lediglich ¢y (a) und an Ecken aus ABF hchstens ebenfalls ¢y (a), ndmlich falls
ny =0, also x = @y (a), ist. Der Pfad ¢ liegt ganz in AF und besucht an Ecken aus
ABF genau x. Der Pfad ¢, liegt ganz in ABF.

Seien B, und D) zu ¢’ festgelegt, indem B, das eindeutig bestimmte Element aus

Amit gp((k,k+1))* €B.F, k=0,...,n'~1,und D} := (B})"'B;,,, k=0,...,n -2,

sei. Dann ist B,’C =By, k=0,...,a-1, und damit D;C =Dy fiiralle k< a-1.

Fall IL.a. n; = 0, also x = ¢y(a). Dann ist B, = AB und nach Lemma 5.21 B} =
AB fiir alle k > a. Damit folgt D, , = (B/,_;)'B}, =B, AB= B! B4B=D,1B.
Weiter folgt D= I fiir alle k > a.

Wire x € K,, dann ldge ¢g((a—-1,a))* in ABF und es gilte Fall I. Also ist x € K3.

Esgilt xe V(B,1FNB,F)=V(AD,!,Fn AF), also A"'xe V(D_!  FnF). Dader
spezielle Fundamentalbereich F die Eigenschaft (x) erfiillt, ist D;EIA‘lx =A1x.
Analog ist BA™Lx = A~1x. Nach Satz 5.17 gibt es genau ein Paar {B’,B’"'} von
Elementen, die A~!x fix lassen. Es ist D;EI # B, denn sonst gilte B,_; = AB und
damit Fall I, also gilt B=D,_;. Somitist ¢(D!_,) =% (Ds1B) =y (Da-1)¥(B).

Damit folgt

¥ (AB) =y (Dy)...y(D}y)
=¥(Do) ... ¥(Da-2)y(Dy_y)
=y(Dy)...¢(Da-2)¥(Da-1)y(B)
=¥(A)¥(B).

Fall ILb. n; > 0. Dann ist B = Afiir k= a,...,a+n; - 1. Weiter ist B, = AB fiir alle
k=a+ni,...,n"-1.Alsogilt D_, =D, und D} =Ifiir k=a,...,a+n; -2 sowie
D! \=Bund D =Ifiir k> a+mn.

at+ny—
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Damit folgt

¥(AB)=y(Dy)...¢(D}y) =w(Do)...¢(Da-1)y(B)
=¥(A)¥(B).

Insgesamt gilt also W(AB) =W (A)¥(B) furalle Ac A, B¢ S.Jedes a € P 148t sich
als Produkt a = x;...x, mit n>0und xy,..., x, € S darstellen. Dann gilt

<Wo¢><a>:w(lﬁl¢<xk>)= [Tv(@() -

also ist ¥ auch ein Linksinverses zu @, welches demnach ein Isomorphismus ist.

O

Bemerkung 5.26. Die Abbildung V¥ im Beweis von Satz 5.25 ist ein Isomorphis-
mus.

Vergleiche [Kul91, Thm. 6.1]. Satz 5.25 kann auch als Anwendung von [Ser80, Chap.
I, Par. 5.4, Thm. 13] bewiesen werden. Dal$ eine Untergruppe des freien Produkts
von zwei Gruppen X und Y das freie Produkt einer freien Untergruppe von X * Y/
mit den von ausgewdhlten Konjugierten von X und Y erzeugten Untergruppen
ist, ist ein berithmter Satz von Kurosch [Kur34].

Ist zu A ein spezieller Fundamentalbereich samt Seitenpaarung bekannt, dann
konnen daraus die Erzeuger von A in Matrixform mittels der Lemmata 5.18, 5.19
und 5.20 errechnet werden.

Lemma 5.27. Sei H ein endlicher, zusammenhdngender, nicht-leerer Subgraph
von G*. Die Valenz von Ecken aus V(H)N K3 in H sei 3. Sei weiter k die Anzahl der
Kanten aus E.(H) c E,(G*) und t die Anzahl der terminalen Ecken von H. Dann
istt=2+ ’gc

Beweis. Sei v3 die Anzahl der Ecken aus K3 in H. Sei v, die Anzahl der Ecken aus
K5 in H. In einem endlichen Baum ist die Anzahl der Ecken um eins groQer, als
die Anzahl der Kanten in einer Orientierung [Ser80, Chap. I, Par. 2.3, Prop. 12],
also gilt v, + v3—-1=k.

Jede Kante aus E.(H) hat ihren Endpunkt in K3, jede Ecke aus K3 hat Valenz
3. Also ist v3 = £. Die Anzahl der Kanten aus E. (H), deren Anfangspunkt nicht
terminal ist, ist k- . Jede Ecke aus V( H) N K, die nicht terminal ist, hat Valenz 2.

Alsoist vy —t = %
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Insgesamt folgt:

U2+l)3—1:k,
k-t k
—+t+—--1=k,
2 3
2k
k—t+2t+?—2:2k,

t:2+2k—k—%,
3

k
r=2+—.
3
O

Satz 5.28. Habe A endlichen Index p inT'. Ist mit obigen Bezeichnungen ry = #S,
r3=#S} und rp= #S'., dann gilt:

p=3ro+4r3+6(ry-1).

Beweis. Nach Bemerkung 5.2 ist der Index p von A gleich der Anzahl von Kanten,
die in E,(F) c E.(G*) liegen. Die Anzahl der terminalen Ecken von F, die in K3
liegen ist r3. Die Anzahl der terminalen Ecken, die in K, liegen, ist nach Satz 5.17
r2+2ry.

Sei T die Menge der terminalen Ecken in K3. Sei F’ ¢ F definiert durch V(F’) :=
V(F)\T und

E(F') = E(F)\{yeE(F) o(y)e TV i(y) e T}.

Sei zuerst angenommen, daB fiir jede Kante A€ E, (F) mit [A]s € T gilt, dalk [A],
in F’ terminal ist, also in F’ dieselbe Valenz wie [ A]3 in F hat. In diesem Fall ist die
Anzahl der terminalen Ecken von F’ dieselbe wie die von F, ndmlich r3 + 13 +2ry.
Alle terminalen Ecken von F’ liegen in K. Die Ecken aus T sind terminal in F.
Also ist die Anzahl der Kanten y in E(F) mit o(y) € T oder t(y) € T gleich 2r3. Es
folgt #E, (F') =#E.(F) —r3.

Nach Lemma 5.27 ist

#E, (F')

r3+ra+2rp= 3

+2,

und damit

p=#E.(F)=3(rs+ra+2rp—2)+r3=3r,+4r3+6(rp-1).

Es soll untersucht werden, wann die obige Zusatzbedingung nicht zutrifft, wann
also eine Kante A € E, (F) mit [ A]s € T existiert, fiir die [ A], in F’ nicht terminal
ist. Da A nicht in F’ liegt, ist [A], in F’ genau dann terminal, wenn AV in F’ ist,
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sonst ist [A], in F’ isoliert. Letzteres ist der Fall wenn entweder (Fall I) AV schon
nicht in F lag oder (Fall IT) [ AV |3 in T liegt.

Fall I. AV ¢ E,(F). Dann sind [A], = [AV], und [ A]3 beide terminal in F. Da
F zusammenhingend ist (FUN1) und I enthilt (SPF2), ist F der Graph, der nur
aus der Kante I sowie ihrer Umgekehrten und den Ecken [I], und [I]3 besteht.
Entsprechend ist #S; = #S; =1 und #S7 = 0. Also gilt p=1=3+4-6=3r; +4r3 6.

FallIl. AV € E, (F), [AV]3 € T. Da F zusammenhingend ist, gilt E. (F) = { A, AV }.
Mit (SPF1) folgt E. (F) = {I,V} und V(F) = {[I]2,[I]s,[V]3}. Es folgt S, = S = &
und #S5=2. Also gilt u=2=8-6=4r3 - 6. O

Sei H* die obere komplexe Halbebene vereinigt mit den rationalen Zahlen und
Unendlich. Dann sind H* /T und H* /A kompakte Riemannsche Fldchen. Fiir das
Geschlecht g von H* /A gilt

1
g= 1+E(,u—6voo—3v2—41/3),

wobei v, die Anzahl der Spitzen und v, und v3 die Anzahl der elliptischen Punk-
te der Ordnungen 2 und 3 sind [Shi71, Prop. 1.40]. Diese Gleichung 148t sich aus
der Formel in Satz 5.28 herleiten, denn r ist der Rang der Fundamentalgruppe
der Flache H*/A und es gilt ¢ = 2g + v, — 1. Vergleiche auch [Kul91, Eq. (7.1.2)].

5.4 Freie Untergruppen

Satz 5.29. Jede Untergruppe A vonT, die kein zu V, U oder U? konjugiertes Ele-
ment enthdilt, ist eine freie Gruppe.

Beweis. Nach Satz 4.13 operiert A, wenn es keines dieser Elemente enthilt, ohne
Fixpunkt auf G*. In der Seitenpaarung zu einem speziellen Fundamentalbereich
fiir dieses A sind also nur Elemente, die keinen Fixpunkt haben. Mit den Bezeich-
nungen aus Satz 5.25 ist Sy = S3 = @ und damit A = (S}) eine freie Gruppe. O

Umgekehrt enthilt keine freie Gruppe eines dieser Elemente. Die freien Unter-
gruppen von I sind also dadurch charakterisiert, daB sie kein zu V, U oder U?
konjugiertes Element enthalten. Ein Normalteiler von I" enthélt ein zu V, U oder
U? konjugiertes Element genau dann, wenn er das Element selbst enthilt. Es fol-

gt

Folgerung. Jeder Normalteiler vonT, der weder V noch U enthiilt, ist frei.

Es ist klar, dal} es nicht viele Normalteiler in I" geben kann, die U oder V enthal-
ten. Dies wird in Kapitel 6.3 ausgefiihrt werden.
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Proposition 5.30. Jede freie Untergruppe von I mit endlichem Index p hat den
Rang1+5%.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz 5.28 ist Sp = S3 = @, also rp = r3 =0. Der
Rang von A ist gleich r. Es folgt

p=6(ry-1),

also p
=1+=
rf 6

und damit die Behauptung. O

Beispiel 5.31. Die Hauptkongruenzuntergruppen I'( N), N €N, die durch
[(N):= {AEF‘AE ImodN}
definiert sind, sind fiir N > 2 freie Normalteiler.

Beweis. Durch Z — 7/ NZ wird ein Homomorphismus SL,(Z) — SL,(Z/NZ) definiert.
DaT'(N) der Kern dieses Homomorphismus modulo +1 ist, ist es ein Normalteil-
er.

Die Elemente V und U erfiillen die Kongruenzbedingungen der Matrixeintrédge
nur fiir N = 1. Alle anderen Hauptkongruenzuntergruppen enthalten also weder
V noch U und sind damit nach der Folgerung aus Satz 5.29 frei. O

5.5 Die Kommutatoruntergruppe der Modulgruppe

Wir benétigen:

Proposition 5.32. Die Kommutatoruntergruppe I’ der Modulgruppe ist eine freie
Gruppe.

Dies kann beispielsweise aus dem folgenden Satz von Nielsen geschlossen wer-
den:

Satz 5.33. Sei G das freie Produkt von k endlichen zyklischen Gruppen G; der Ord-
nungen m;, 1 < i < k, dann ist die Kommutatoruntergruppe G’ von G eine freie
Gruppe vom Rang

k
1
1+m1m2...mk(—1+2(1——)).
i=1 mi

Beweis. Siehe [Nie48]. O
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Proposition 5.34. Die AbelisierungT'3® =T /T" der Modulgruppe ist gleich
(', ur’,u*r’,vr',vur’, vur';}.

Beweis. Jedes Element A € I' kann nach der Folgerung aus Satz 3.26 als Produkt
in V und U dargestellt werden. In der Abelisierung kommutieren V und U, also
ist das Element AT’ von der Form VKU!T” fiir bestimmte k, e N u{0}.

Wegen V2 = U3 = [ (Proposition 3.3) ist
vkulr' e {Ir’,ur’, Ur’, vr',vur',vur’},
alsoist jede Nebenklasse von I'/ in I" identisch zu einer dieser sechs. Insbesondere

hat I’ hochstens Index6inT.

Da I' frei ist (Proposition 5.32), sind V und U nicht darin enthalten. Die Unter-
gruppen {I"”, VI'} und {I"”, UT’, UT"} haben Gruppenordnung 2 beziehungsweise
3, also ist

[T":T]>2-3=6

und es folgt die Behauptung. O

Vergleiche den allgemeinen Satz in [Ser80, Chap. I, Par. 1.3, Prop. 4].
Sei der Subgraph F c G* (mit Bemerkung 1.3) durch

E.(F):={I,U,U%V,VU,VU?}
und

V(F) = {[1]2,[1]5,[V]3,[U]2, [U*]o, [VU 2, [VU?]2}
definiert. Siehe Abbildung J.

Proposition 5.35. Der Subgraph F ist ein spezieller Fundamentalbereich fiir T"'.

Beweis. Da E, (F) ein Linksnebenklassenvertretersystem von I'/T” ist, erfiillt F
(FUN2) und (FUN3). Sicher ist F zusammenhidngend, (FUN1), (SPF1). Die Kante
I ist nach Definition in E.(F), (SPF2). Die zwei Ecken aus K3 n V(F) sind [I]3
und [ V]3. Beide haben Valenz 3 in F. Also sind auch (SPF3) und () erfiillt. O

Ist AeT’, A+ I, mit AFNnF #+ @, dann liegt in AF n F genau eine Ecke (Proposition
5.3), die nach Lemma 5.7 terminal in F ist. Alle terminalen Ecken in F liegen in
K. Nach Proposition 5.10 gibt es zu jeder solchen Ecke ¢ genau ein A+ I'inI"’, so
daB Ad € V(F) ist.

Die Elemente a := VUV U? und := VU2V U liegen in I"’. Es gilt

a[U],=[VUVU?U],=[VU],,
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die 2-Zykel [U], und [V U], werden unter a beziehungsweise a~! ineinander
abgebildet. Wegen

BlU?],=[VU*VUU?], = [VU?],
werden [ VU?], und [U?], ineinander abgebildet.

Damit ist zu jeder terminalen Ecke 6 € V(F) das eindeutig bestimmte A € " mit
Ad € V(F) gefunden. Die Seitenpaarung S ist {a,a~!, 8, 371 }. Nach Satz 5.25 ist
dann I'V die freie Gruppe tiber den Erzeugern a und g.

(VU] [U%]2

2%

vuU?

[VU2]2 (U2

Abbildung J: Ein spezieller Fundamentalbereich fiir die Kommutatoruntergruppe.

6 Die Potenzuntergruppen der Modulgruppe

Die Abelisierung I'® = T'/T’ der Modulgruppe ist, wie gerade gesehen, gleich
{LU,U?V,VU,VU?}T".
Die Abbildung z, : P — 7/27, die durch

0, falls Ae{I,U,U?},
1, falls Ae{V,VU,VU?},

ZZ(A) = {

definiert ist, ist ein Homomorphismus. Ebenso ist z3 : T3 — 7 /37 mit

0, falls Ae{I,V},
z3(A)=41, falls Ae{U,VU},
2, falls Ae {U?, VU?},

ein Homomorphismus.

Definition. Mit

e(A,V):=2z(A/T") und
e(AU):=z3(A/T)

werde die Exponentenkongruenz von V beziehungsweise U in A bezeichnet.
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Bemerkung 6.1. Die Abbildung, die einem Element seine Exponentenkongruenz
zuordnet, ist als Verkniipfung von Homomorphismen selbst homomorph. Daher
gilt fiiralle A,BeT

e(AB,V)=e(A,V)+e(B,V)mod2

und
e(AB,U)=e(A,U)+e(B,U)mod3.

Definition. Fiir n € N ist I'"" definiert als die von den n-ten Potenzen der Ele-
mente von I" erzeugte Untergruppe der Modulgruppe, also I'":= (A"*|A€T).

Proposition 6.2. Die GruppenI'" sind fiir alle n > 1 vollstindig invariante Unter-

gruppen.

Beweis. Jedes Element von I'” ist ein Produkt von n-ten Potenzen von Elementen
aus T, also AgA’f...A’,;‘, Aj,..., A € T. Unter jedem Automorphismus ¢ : T' - T
wird dieses Element auf ein Produkt von n-ten Potenzen von anderen Elementen
aus I' abgebildet:

@ (AGAT ... AY) = (A0) " @(A1)"...0(Ap)".

Das Bild von I'” unter dem Automorphismus liegt also wieder in I'”. O

Vergleiche [New72, Chap. VIII, Par. 9]. Da I'” vollstdndig invariant ist, ist es ins-
besondere invariant unter den inneren Automorphismen von I' und damit Nor-
malteilerin I

6.1 Die Untergruppe der zweiten Potenz

Proposition 6.3. Es gilt
FZ:{AEF

e(A V)= 0} .
Insbesondere ist V nicht in T'? enthalten.

Beweis. Ist AcI'?, dann gibt es By, By, ..., B, €I, n>0,so dal A= BiB:... B2 gilt.
Da A~ e(A, V) ein Homomorphismus ist, gilt

n n n
e(A, V)= e(Bi,V)=> 2e(By,V)=2) e(By,V)=0mod2.
k=0 k=0 k=0

Es gilt e(V, V) =1, also ist V nicht in I'? enthalten. Weiter ist U = (U?)?, also liegt
U und damit auch U? in I'?. Da I'? ein Normalteiler ist, enthilt es die dazu kon-
jugierten Elemente VUV und VU?V.

Damit sind die in Kapitel 5.5 errechneten Erzeuger der Kommutatoruntergruppe
VUVU? und VU?VU inT?, es folgt: T/ c I'2.

Jedes AeT mite(A,V)=0istinI’uUI’uU?T’ und damit in I'? enthalten. O
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Proposition 6.4. Die Menge {1,V } ist ein Nebenklassenvetretersystem von T |T?.
Entsprechend hatT? den Index 2 inT.

Beweis. Es gilt
F:{AEF e(A,V)EO}U{AEF
O}U{AEF

—{AeT e(A,V)zo}uv{Aer

e(A V)= 1}

:{AEF e(AV)

e(VA V)= 0}

e(A V)= 0}
=T?u VT2
Da V nicht in I'? enthalten ist, gilt fiir die letzte Vereinigung Disjunktheit. O

Proposition 6.5. Der Subgraph F von G*, der durch V(F) ={[I]2,[I]3,[V]3} und
E.(F) ={I,V} gegeben ist (mit Bemerkung 1.3), ist ein spezieller Fundamental-
bereich fiir die Operation vonT? auf G* (siehe Abbildung K).

Beweis. Wegen E.(F) = {I,V} gelten (FUN2) und (FUN3). Sicher ist F zusam-
menhdngend, (FUN1), (SPF1). Die Kante I liegt nach Definition in F, (SPF2). Die
Ecken aus K3 n V(F) sind [I]3 und [V]3. Beide haben Valenz 1 in F, (SPF3). Fiir
jedes A €T mit A[I]3 =[V]s gélte A€ {V,VU,VU?}. Da V nicht in I'? liegt, sind
auch VU und VU? nicht darin enthalten. Also wird jede terminale Ecke aus K3 N
V(F) unter einem Element aus I'> hichstens in sich selbst abgebildet. Es folgt
die Eigenschaft (). O

Abbildung K: Ein spezieller Fundamentalbereich fiir I'2.

Satz 6.6. I'? ist das freie Produkt der von U und VUV erzeugten Untergruppen der
Ordnung 3.

Beweis. Nach Satz 5.17 gibt es zu jedem terminalen 7 € K3 V(F) genau ein Paar
(A, A‘l) von Elementen aus der Seitenpaarung, unter denen 7 fix ist.

Die Stabilisatoren von [ I]s und [V]3 in T sind (U) beziehungsweise (VUV'). Also
ist die Seitenpaarung S zu F durch {U,U?, VUV, VU?V} gegeben.

Nach Satz 5.25 ist I'> dann das freie Produkt der von U und VUV erzeugten Un-
tergruppen der Ordnung 3. O

Vergleiche [New62, Thm. 1].
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6.2 Die Untergruppe der dritten Potenz

Proposition 6.7. Es gilt
I’= {A el

e(AU)= 0} .
Insbesondere ist U nicht in T3 enthalten.

Beweis. Ist AcT®, dann gibtes By, By,...,B, €T, n>0,s0dal A= BB} ... B gilt.
Da A+ e(A,U) ein Homomorphismus ist, gilt

n n n
e(A,U)= ) e(B},U)=> 3e(Br,U)=3 ) e(By,U)=0mod3.
k=0 k=0 k=0

Es gilt e(U,U) = 1, also ist U nicht in I'® enthalten. Weiter ist V = V3, also liegt V
in I'3. Da I' ein Normalteiler ist, enthilt es auch die dazu konjugierten Elemente
UVU? und U2V U.

Damit sind die in Kapitel 5.5 errechneten Erzeuger der Kommutatoruntergruppe
VUVU?und VU?VU in T3, also gilt " c I'3.

Jedes A€l mit e(A,U)=0istinI'u VI’ und damit in '3 enthalten. O

Proposition 6.8. {I,U,U?} ist ein Nebenklassenvetretersystem vonT |T'3. Entsprechend
hatT® den Index 3inT.

Beweis. Es gilt

r:{Aer e(A,U)zO}U{AeF e(A,U)El}U{AeF e(A,U)EZ}
:{AEF e(A,U)EO}U{AEF e(UZA,U)EO}u{AGT e(UA,U)EO}
:{Aer e(A,U)EO}UU{AeF e(A,U)EO}UUZ{AeF e(A,U)EO}
=r3uurduuns.
Da U nicht in I'® enthalten ist, gilt fiir die letzte Vereinigung Disjunktheit. O

Proposition 6.9. Der Graph F, der (mit Bemerkung 1.3) durch
V(F) ={[1]3,[1]2,[U]2,[U*]2} und E.(F) = {1,U,U?}

gegeben ist, ist ein spezieller Fundamentalbereich fiir die Operation von T3 auf G*
(siehe Abbildung L).

Beweis. Wegen E,.(F) ={1,U, U?} gelten (FUN2) und (FUN3). Sicher ist F zusam-
menhdngend, (FUN1), (SPF1). Die Kante I liegt nach Definition in F, (SPF2). In
K3n V(F) liegt nur die Ecke [I];. Diese hat Valenz 3 in F, also gelten (SPF3) und
Eigenschaft (+). O
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Abbildung L: Ein spezieller Fundamentalbereich fiir I'3.

Satz 6.10. I3 ist das freie Produkt der Untergruppen der Ordnung 2, die von V,
UVU? und U?V U erzeugt werden.

Beweis. Die Ecken [I],, [U], und [U?]; haben unter der Operation von I' die Sta-
bilisatoren ( V'), (UV U?) respektive (U2V U). Die Elemente V, UVU? und U?VU
liegen in I3, sind also die nach Proposition 5.10 zu [ I],, [U], und [U?]; eindeutig
bestimmten Elemente der Seitenpaarung, die diese Ecken in F lassen.

Die Seitenpaarung S zu F ist also {V,UVU?,U?VU}. Nach Satz 5.25 ist [ dann
das freie Produkt der Untergruppen der Ordnung 2, die von V, UVU? und U?VU
erzeugt werden. O

Vergleiche [New62, Theorem 2].

6.3 Normalteiler, die Elemente endlicher Ordnung enthalten

Ist A ein Normalteiler in T', der V enthilt, dann liegen auch UV U? und U2V U als
zu V konjugierte Elemente in A. Also gilt A > T'3. Alle Elemente von T', die nicht in
I3 enthalten sind, liegen in I3{U, U?}. Ist A ungleich I3, dann ist also U € A und
esgilt A=T.

Ist analog A ein Normalteiler in I', der U enthélt, dann liegt VUV, da es zu U
konjugiert ist, in A. Also gilt A >I'2. Elemente von I', die nicht in I'? liegen, sind in
I'2V.Ist A nicht gleich T'?, dann ist also V € A und damit A =T.

Nach Satz 4.13 sind Elemente endlicher Ordnung in T zu V, U oder U? konjugiert.
Damit ist der in Kapitel 5.4 angedeutete, folgende Satz bewiesen:

Satz 6.11. Dieeinzigen Normalteiler inT, die Elemente endlicher Ordnung enthal-
ten, sind T, T? undT3.

Vergleiche [New64, Lemma 2].
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6.4 Hohere Potenzen

Wenn 7 einen von Null verschiedenen Rest modulo 6 hat, gliedern sich die Grup-
pen I'" in drei Fille.

e Fiirn=1mod6sind V"=V und U" = U inI'" enthalten. Es gilt I’ =T..

e Fiir n=2mod6 ist U” = U? in I'". Da n durch zwei teilbar ist, gilt ' c I'?. Mit
Satz 6.11 folgt also I'" =T"2.

e Fiir n=3mod6ist V?=V inT" und es gilt I' c I'3, da drei n teilt. Also folgt
' =T3 mit Satz 6.11.

e Fiir n=4mod6ist U" = U* = U inT'". Da n durch zwei teilbar ist, gilt [ c I'2,
Ebenfalls mit Satz 6.11 folgt I =T'2.

e Fiir n=5mod6 sind V" =V und U" = U? in I'" enthalten, also gilt ebenfalls
I"=T.

Die Untergruppe I'6 enthilt weder V noch U. Nach der Folgerung aus Satz 5.29
ist sie frei erzeugt. Fiir n = 0mod6 mit n > 0 ist I'* c I'S. Ebenfalls nach dieser Fol-
gerung ist also auch dieses eine freie Untergruppe der Modulgruppe. Die Unter-
gruppen I'” mit n > 1 haben groBen Index in I'. Bekannt ist lediglich [T : %] = 216.
Fiir 2 < n <72 ist [ : "] unbekannt, aber schon I''? hat einen Index, der groRer
oder gleich 63237 ist. Fiir n > 72 schlieflich hat I'6” sogar unendlichen Index in T.
Fiir all diese Aussagen sei auf [New62] verwiesen.

7 Existenz des Farey-Symbols

Ziel des folgenden Kapitels ist der Beweis der Existenz des in [Kul91] beschriebe-
nen Farey-Symbols mit den Methoden dieser Arbeit.

Die Menge der Stern-Brocot-Briiche ungleich % steht in bijektiver Korrespondenz
zu Q. Die natiirliche vollstindige Anordnung auf Q soll verwendet werden, um
die terminalen Ecken eines speziellen Fundamentalbereiches anzuordnen. Nur
fiir dieses Kapitel also sollen Anordnung und additive Gruppeneigenschaften von
Q auf Q\{3} libertragen werden.

Lemma7.1. Seien %, g €Q\ {%} benachbart mit ad — bc =1 und (SIG+). Dann gilt

a b
c>d

Beweis. Esist 45 = ad-bc - L Ayg (SIG+) folgt |c+d| = |c|+|d| und damit cd > 0.

Wegen %,3 + 1 gilt sogar cd > 0. Also ist £ > g. O
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Definition. Eine verallgemeinerte Farey-Folge ist eine aufsteigend geordnete
Folge

Lpop pal

0'go ' " qn 0
von Stern-Brocot-Briichen, die % enthdlt und deren aufeinanderfolgende Glieder
benachbart sind. Paare ..., g, %, ... aufeinanderfolgender Glieder in dieser Folge

heiflen Intervalle.

Ein Farey-Symbol ist eine verallgemeinerte Farey-Folge zusammen mit einer Ab-
bildung, die jedem Intervall das Symbol o, das Symbol e oder ein numerisches
Symbol 1,2,... zuordnet. Dabei treten die numerischen Symbole in Paaren auf,
das heillt es gibt entweder Null oder zwei Intervalle, die dieses Symbol tragen.

Zur Untergruppe A c I' endlichen Indexes sei F ein Fundamentalbereich, der
(SPF1) bis (SPF3), aber nicht notwendigerweise die Eigenschaft () erfiillt. (Dies
wird zum Beweis von Proposition 7.9 bendtigt). Ein solcher existiert, da etwa ein
spezieller Fundamentalbereich zu A existiert (Satz 5.6). Spater werden wir fiir F
dann (*) fordern.

Die Abbildung x aus der Menge der terminalen Ecken in F nach E.(G*) ordne
einem terminalen [ A], dasjenige von A und AV zu, welches nicht in F enthalten
ist. Einem terminalen [ A]3 ordne sie dasjenige aus A, AU, AU? zu, welches in F
enthalten ist.

Sei T das Bild von «, also die Menge aller x (&) und «x(7) fiir terminale §, 7 in F.

Beispiel 7.2. Ist A =T, dann gilt V(F) = {[I]2,[I]3} und E.(F) = {I}. Die Abbil-
dung « ist dann durch x([],) = V und ([ I]3) = I gegeben.

Lemma 7.3. Gibt es eine Kante A € E.(F), so dafS [ A], und [ A3 beide terminal
sind, dannist A=T.

Beweis. Die einzigen Kanten in F, die die Ecken [ A], und [ A]3 als Anfangs- oder
Endpunkt haben sind A und A. Jeder Pfad in F, der eine dieser Ecken als An-
fangspunkt hat, besucht an Kanten hochstens A und A.DaF wegen (FUN1)
zusammenhingend ist, gilt E.(F) = {A}. Wegen (SPF2) ist I in E,(F) enthal-
ten, also ist A = I. In K3n V(F) liegt genau eine Ecke, also ist () erfiillt und
damit F ein spezieller Fundamentalbereich zu A. Da [I], und [I]3 unter A hoch-
stens in sich selbst abgebildet werden kénnen, ist die zugehorige Seitenpaarung
S={V,U,U?}. Nach Satz 5.25 gilt dann A= (V) * (U), also A =T. O

Lemma7.4. Sei Ac T, dannist A=« ([A]2) oder A=« ([A]3).

Beweis. Ist A=« ([B]) fiirein BeT', dannist A€ {B, BV} und damit [B], =[A]».
Ist A=« ([B]3) fiirein B €T, dannist A€ { B, BU, BU?} und damit [B]3 =[A]3. O
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Proposition 7.5. Jedes A€ T erfiillt (SIG+).

Beweis. st Ac{I,V}, dannist nichts zu zeigen. Von den Kanten A und AV erfiillt
nach Proposition 3.15 und Bemerkung 3.12 genau eine (SIG+) und die andere
(SIG-). Sei ¢ der eindeutig bestimmte injektive Pfad im Baum F, der [I], mit [A],
verbindet (Proposition 1.15). Nach Lemma 3.24 liegt genau diejenige Kante von
Aund AV, welche (SIG+) erfiillt, nicht in E(¢).

Ist A=« ([A]2), dann ist A nach Definition nicht in F und damit nichtin E(¢). Ist
A=x([A]3), dann ist £(A) = [ A]3 eine terminale Ecke von F. Nach Lemma 1.11
muB [ A]3 dann, wenn es von ¢ besucht wird, der Anfangs- oder Endpunkt von
¢ sein. Diese liegen beide in K>, also wird [ A]; und damit A nicht von ¢ besucht.
Wegen A ¢ E(¢) erfiillt A also (SIG+). O

Proposition 7.6. Die Abbildungx ist injektiv.

Beweis. Ein A in T ist Bild von entweder [ A], oder [ A]s unter x (Lemma 7.4).
Sind sowohl [ A]; als auch [ A]s terminale Ecken in F, dann ist nach Lemma 7.3
A =T und damit « injektiv (Beispiel 7.2). Ansonsten ist nur eines von [A], und
[A]; terminal in F. O

Erinnerung: Die Abbildungen o und {; sind die Anfangs- und Endpunkte in G.

Lemma 7.7. Es gibt genau ein A< T mit og(A) =§.

1 k
Beweis. Alle A €T mit oG(A) = 3 sind von der Form RF = [ 01 ] fiir ein k € Z.

Damit A (SIG+) erfiillen kann, was nach Proposition 7.5 fiir Elemente aus T gilt,
mul k > 0 gelten. Nach (SPF2) ist I = R und damit [R%], in F enthalten. Da F
endlich ist, gibt es ein maximales k > 0 mit [R¥], € V(F).

Ist [R¥], terminal, dann ist R¥, da es (SIG+) erfiillt, nicht im injektiven Pfad, der
[I]> mit [R¥], verbindet (Lemma 3.24) und damit nicht in F enthalten. Also ist
es das Bild von [R¥], unter x und damit in T. Ist [ R¥]3 terminal und [ R¥], nicht
terminal, dann ist Ry als Verbindung von [R¥], und [R*]3 in E,(F) enthalten
und damit das Bild von [ R¥]5 unter «. Sind [ R¥], und [ R¥]3 beide terminal, dann
ist nach Lemma 7.3 A =T und damit RY = I das gesuchte, eindeutig bestimmte
A (Beispiel 7.2). Wiren [R¥], und [R¥]3 beide nicht terminal, dann hitte [R¥]3
Valenz 3 in F. Damit l4ge die Kante R*U? und damit die Ecke [ R¥U?], = [R*U?V ],
[R¥*1], in F, was der Maximalitéit von k widerspriche.

Fiir 0 < k' < k liegen [R¥'], und [R¥']3 nach Beispiel 3.41 im Pfad, der [I], mit
[R¥], in F verbindet. Bis auf [ R°], sind sie ungleich dem Anfangs- und Endpunkt
des Pfades. Diese konnen also nicht terminal in F sein. Ist [R%], = [I], terminal in
F, dann istx([I],) = V, dessen Anfangspunkt in G der Bruch 2 # § ist. Insgesamt
folgt, dad das gesuchte Element aus T eindeutig bestimmt ist. O
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Lemma 7.8. Es gibt genau ein A€ T mit ig(A) = 3.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu Lemma 7.7, indem R durch L ersetzt wird.
O

Proposition 7.9. Seig €cog(E+(F))utg(E.(F)), dann gibt es genau ein A€ T mit
0G(A) =7 undgenawein Be T mit tg(B) = 7.

Beweis. Sei zuerst £ = o6(C) fiir ein C € E. (F). Dann gilt 06(C) = Ci= £, also
C= [ Z m ] mit geeigneten m,n e Z.
n

Der Graphenautomorphismus C~! bildet F in einen Fundamentalbereich ab, der
zusammenhingend ist, (SPF1), C~1C = I enthilt, (SPF2), und dessen Ecken aus
K3 Valenz ungleich 2 haben, (SPF3).

Also ist auch C~!F ein Fundamentalbereich fiir A, der (SPF1) bis (SPF3) erfiillt
(jedoch (*) im allgemeinen nicht).

Nach Lemma 7.7 gibt es genau ein A’ € C™1T mit 0g(A’) = §. Es ist 06(CA’) =
Cog(A') = C(l, = %. Die Kante A:= CA’ € T erfiillt also og(A) = g,

Nach der Existenz soll die Eindeutigkeit von A gezeigt werden. Sei A € T irgen-
deine Kante mit 0G(A) = 2. Da C™'Z = g ist, gilt 06(C'A) = C"log(4A) = §. Da
C~ 1A in C71T enthalten ist, folgt C-'A = A’ und damit A = CA’. Also ist A ein-
deutig bestimmt.

Mit einem C € E.(F), das g = t6(C) erfiillt, erfolgt der Beweis fiir Existenz und
Eindeutigkeit von B analog — mit der Ausnahme, daf$ Lemma 7.8 verwendet wird.
O

Wegen E,(G) = E,(G*) =T kann T (mit Bemerkung 1.3) als Subgraph T von G
mit V(T) := og(T) U tg(T) und E,(T) := T aufgefasst werden. Da A endlichen
Indexin I hat, ist F endlich (Bemerkung 5.2). Also ist auch T endlich. Wegen den
Lemmata 7.7 und 7.8 liegen § und 9 in V(7).

Proposition 7.10. T c G ist eine disjunkte Vereinigung von Zykeln.

Beweis. Sei X eine Zusammenhangskomponente von T. Zu % € V(T) gibt es
nach Proposition 7.9 genau ein A€ E, (T) mit og(A) = % und genauein B e E, (T)
mit tG(B) = £.

Fall L. Ist tG(A) = 0g(B) = %, dann gibt es ebenfalls nach Proposition 7.9 auler
A und B keine Kanten in T, die % oder % als Anfangs- oder Endpunkt besitzen.

Alsoist V(X) = {g, Z—:} und E. (X) = { A, B}, was bedeutet, dal X ein 2-Zykel ist.
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Fall IL. tG(A) # o(B). Zu einem % € V(X) seien A’,B’ € T die eindeutig bes-
timmten Kanten mit og(A’) = % und t(B') = %. Fiir diese gilt t6(A’) # og(B'),

da Z—: sonst Fall I erfiillen wiirde. Insbesondere folgt daraus, dal} zwei Ecken aus
V(T) durch héchstens ein Paar aus einer Kante und ihrer Umgekehrten verbun-
den sind. Als Subgraph von T ist X endlich. Nach Proposition 1.14 folgt dann,
dall X ein Zykel ist. O

Proposition 7.11. Der Subgraph T c G ist zusammenhéingend.

Beweis. Sei X eine Zusammenhangskomponente von T c G. Sei E die Menge der
Ecken von X. Als Teilmenge von Q aufgefasst sei erneut die Anordnung von Q auf
die Stern-Brocot-Briiche aus E, die nicht % sind, ibertragen.

Sei % in E maximal und sei B ¢ T die eindeutig bestimmte Kante mit tG(B) = 5

a
(Proposition 7.9). Dann ist B = [ c
ungleich %, dann gélte, da B € T nach Proposition 7.5 (SIG+) erfiillt und ad-bc =1
ist, nach Lemma 7.1 % > g, was der Maximalitédt von g widersprache. Also ist die

Ecke ¢ = (l) in jeder Zusammenhangskomponente von X enthalten. Es folgt: X = T

] fiir ein geeignetes ¢ € Q. Wire dieses

ist zusammenh#ngend. O

Satz 7.12. T ist ein Zykel in G.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Propositionen 7.10 und 7.11. O

Ab hier erfiille F wieder die Eigenschaft (*), sei also ein spezieller Fundamental-
bereich zu A. Sei S die Seitenpaarung dazu.

Der Zykel T c G kann nun in der Form eines Farey-Symbols geschrieben werden.
Sei n die Anzahl der Ecken von T minus 2.

Sei ¢ : Zy11 — T ein Isomorphismus mit @y (n+1) = % und @g(E+(Zp41)) ©

Pk+1 Pk ]

dk+1  dk
k=0,...,n,in T liegt, erfiillt es (SIG+) und piqr+1 — Pr+19r = 1. Nach Lemma 7.1

ist die Folge

E.(G). Sei % =@y(k), g >0, firk=0,...,n.Dagp((k,k+1)) = [

lppr pal
O)qovql) )qn)o
dann aufsteigend geordnet. Weiter gilt ad—bc = 1 fiir aufeinanderfolgende Glieder

! ]und(pg((n,n+1)) =

...,%,%,....Diesgiltauchfﬁr%und%,da(pE((nH,O)):l ZZ 0

An

1 -
[ 0 Pn ] ist. SchlieBlich ist { € V(T) in der Folge.
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derfolgender Glieder darin wurden Intervalle genannt. Ihnen entsprechen bijek-

Die obige Folge ist also eine verallgemeinerte Farey-Folge. Paare ..., g, .aufeinan-

a
tiv die Elemente [ c ] aus T, welche wiederum unter der injektiven Abbil-

d
dung x den terminalen Ecken aus F eins zu eins entsprechen.

Sei x die terminale Ecke zum Intervall ...,g, %, .... Dem Intervall werde nun ein

Symbol angeheftet, das reprasentiert, wie sich diese Ecke unter der Seitenpaarung
S verhdlt. Nach Satz 5.17 gibt es (mit dortigen Bezeichnungen) genau ein A ¢
S2US5US mit Ax € F. Ist A € S, dann werde dem Intervall das Symbol o ange-
heftet. Ist A € S}, dann werde dem Intervall das Symbol e angeheftet. Die Symbole
o und e sagen aus, dald die Ecke x unter S auf sich selbst abgebildet wird und ein
Fixpunkt der Ordnung 2 beziehungsweise 3 ist. Liegt A in Sg, dann ist x = § fir
ein § € K, und es gibt genau ein 6’ € K, N V(F), §' + §, mit Ad = §'. Dieser termi-
nalen Ecke 6’ entspricht genau ein anderes Intervall in der Folge. Beiden werde
ein fiir dieses Paar von Intervallen eindeutiges numerisches Symbol zugeordnet,
welches aussagt, dal diese Ecken unter S ineinander abgebildet werden.

Beispiel 7.13. Fiir A =T ist V(F) = {[I]2,[I]3} und E.(F) = {I} ein spezieller
Fundamentalbereich. Die Seitenpaarung S ist durch {V, U, U?} gegeben. Wie in
Beispiel 7.2 gesehen, gilt k([ ]) = V und x([I]3) = I. Die Ecken von I und V in

G bilden 3}, 9,1 als verallgemeinerte Farey-Folge. Das Intervall 3,9 entspricht
01

V e T und damit [I],, welches unter V € S, fix gelassen wird. Das Intervall 7, 5
entspricht I € T und damit der terminalen Ecke [I]3, welche unter U € S; fix

gelassen wird. Ein Farey-Symbol zu A =T ist also durch

{5 v o}
~——
(0] [ ]

gegeben.

Beispiel 7.14. Fiir die Kommutatorgruppe A = I wurden in Kapitel 5.5 bereits
der spezielle Fundamentalbereich F c G* mit

V(F) = {[1]2,[1]5,[V]3,[U]2, [U]2, [VU ]2, [VU? 2},

E,(F):={I,V,U,U? VU, VU?}

und die Seitenpaarung S = {VUVU?,UVU?V,VU?VU,U?VUV } bestimmt. Die
terminalen Ecken von F sind [U], [U?]2, [VU], und [VU?],. Unter x werden
diese auf die Kanten UV, U2V, VUV respektive VU2V abgebildet.

Die Anfangs- und Endpunkte dieser Kanten in G liegen alle in {%1, 2,9, %} Das

-1 -1
Intervall 3}, = entspricht dabei [ L o ] = VUV, wasunter UVU?V auf

UVU?VVUV=Ue[U],
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1 0
abgebildet wird, welches wiederum UV = L = [ L1 ] € T und damit dem Inter-

vall %, % entspricht. Die so gepaarten Intervalle sollen mit dem Symbol 1 versehen

10

0
werden. Das Intervall I, 7 entspricht der Kante [ . ] = VU?V, welche unter

U?VUV auf
U*VUVVU?*V =U?€[U?],

11
abgebildet wird. Diese Ecke wird unter x auf die Kante U?V = R = [ 0 1 ] eT

1 1 entspricht. Ein Farey-Symbol fiir die Kom-

170
mutatoruntergruppe ist also durch

abgebildet, welche dem Intervall

-1

-1 0
0’ 1

T b5

)

gegeben.

Weitere Beispiele fiir Farey-Symbole sind

T b5k
[ ) [ ]
fiir 2 und
{%» » © &}
(o] (o] [e]
fiir I'3.

Aus einem Farey-Symbol kann die Seitenpaarung S nahezu direkt abgelesen wer-

b
den: Aus jedem Intervall ..., g, %, werde die zugehorige Kante A = [ @ ]

c d
konstruiert. Ist diese mit dem Symbol o versehen, dann ist [ A], Fixpunkt von
einem B € S,, welches mittels Lemma 5.18 ermittelt werden kann. Ist das Inter-
vall mit e versehen, so ist [ A]3 Fixpunkt von einem B € S, welches mittels Lem-
ma 5.19 ermittelt werden kann. Sind A und A’ die Kanten zweier mit einem nu-
merischen Symbol versehener Intervalle, dann werden [ A], und [ A’ ], unter einem
B e Sy aufeinander abgebildet, welches mittels Lemma 5.20 errechnet werden
kann (A und A’ erfiillen sogar bereits (SIG+)). Die so errechneten Elemente sind
gerade eine maximale Teilmenge von S, die zu keinem Element das Inverse en-
thélt. Satz 5.25 gibt dann die Struktur von A als Produkt dieser Erzeuger an.

Das Farey-Symbol ist eine sehr kompakte Schreibweise fiir den speziellen Funda-
mentalbereich und seine Seitenpaarung. Auch wenn die in dieser Arbeit gezeigte
Methode geeignet ist, die Existenz des Farey-Symbols zu zeigen, so ist sie fiir
die Berechnung desselben zu umstdndlich. Ein Algorithmus, der zur Berechnung
lediglich einen Mitgliedschaftstest fiir Elemente der Untergruppe bendétigt, ist in
[KLO7] zu finden.
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Abbildung M: Das Gesamtbild. Durchgezogene Linien reprdsentieren Kanten von G,
wobei alle vier Kanten, die zwei Ecken verbinden, zusammengelegt sind. Der Stern-
Brocot-Baum als Subgraph von G ist durch doppelte Linien gekennzeichnet. Der Baum

G”* ist durch gestrichelte Linien angedeutet, wobei ¢ Ecken aus K3 und o Ecken aus K>
sind.

7 8 7 7 7
IO 50 I0 3 50 20
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Zusammenfassung und Ausblick

In Teil I wurde die Lange des Wortes zu einem Element

]

der Modulgruppe mit seinen Matrixkoeffizienten iiber die Formel

|a|+[b|
DL(I,A):Z(NL( )—1)+x—y
lc[+]d]
mit von der Signatur von A’ und A abhéngigen x, y € {0,1} in Beziehung gesetzt
(Folgerung aus Satz 3.38). Eine effiziente Methode zur Berechnung des N -Werts
und damit der Wortlidnge ist der additive euklidische Algorithmus aus Kapitel 3.6.

Im zweiten Teil konnte die Theorie Kulkarnis {iber unabhéngige Erzeuger von
Untergruppen auf arithmetisch-graphentheoretischem Wege nachvollzogen und
auf einige klassische Untergruppen angewendet werden.

Die obige Formel aus Teil I erlaubt, die Wortlinge eines Gruppenelements aus
den Matrixkoeffizienten zu berechnen. Umgekehrt stellt sich die Frage, was man
tiber die Koeffizienten sagen kann, wenn man nur die Wortldnge kennt. So er-
lauben etwa ,Grenzfille” wie R* und (RL), k > 0, allgemeine Abschitzungen fiir
die Betrdge der Matrixkoeffizienten.

Eine weitere Frage ist, ob sich die Konstruktion von G und G* auf SL,(Z) fir

n > 2 verallgemeinern ld(3t. Anstelle von Graphen sind dabei hoherdimensionale
Simplizialkomplexe notwendig [Sou78], denn bereits SL3(Z) operiert auf keinem
Baum fixpunktfrei [Ser80, Chap. I, Par. 6.6, Thm. 16]. So eine solche Verallgemeinerung
tiberhaupt moglich ist, miissen hoherdimensionale Entsprechungen zu den Stern-
Brocot-Briichen konstruiert werden. Weiter ware in diesem Fall zu untersuchen,

ob es ,spezielle Fundamentalbereiche” zu Untergruppen von SL,(Z) gibt.

Die Gruppen SL,(Z), n > 2, aber auch die Modulgruppe selbst halten immer
noch ein enormes Mal} an offenen Fragen bereit, zu denen die vorliegende Ar-
beit moglicherweise eine weitere Herangehensweise bietet.
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